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AVERTISSEMENT 


Cette  exposition  élémentaire  de  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur  est  destinée  à  l'enseignement.  A  Texemple 
de  tous  les  physiciens,  l'Auteur  a  eu  recours  au  puissant 
auxiliaire  des  signes  et  du  calcul  algébrique  ;  et  en  voici 
la  raison.  Une  théorie  peut  être  traduite  en  langage  ordi- 
naire, sans  être  élémentaire  pour  cela  ;  telle  est  la  célè- 
bre Exposition  du  système  du  monde  de  Laplace,  que 
fort  peu  de  personnes  sont  en  état  de  comprendre.  L'al- 
gèbre, cette  langue  d'une  simplicité  si  énergique,  met  en 
évidence  le  mécanisme  du  raisonnement,  fixe  l'attention 
sans  la  fatiguer,  et  fortifie  la  pensée.  Elle  tient  d'ailleurs 
une  assez  grande  place  dans  l'enseignement  classique  et 
dans  l'enseignement  spécial,  pour  que  j'aie  osé  m'en 
servir  dans  l'exposition  d'une  théorie  nouvelle  qui 
jusqu'ici  n*a  marché  qu'avec  le  secours  des  mathémati- 
ques transcendantes.  Si  la  thermodynamique   pénétrait 
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dans  les  Lycées  et  dans  les  Collèges  sous  la  forme  élémen- 
taire que  j'ai  adoptée,  elle  ne  serait  plus  connue  seule- 
ment du  petit  nombre,  et  cette  forme  aurait  véritable- 
ment contribué  à  la  vulgariser. 

E.    JACQUIER. 
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!^'  La  chaleur,  considérée  comme  cause  des  changements  de 
densité  et  d*état  qui  surviennent  dans  la  matière  pondérable, 
est-elle  un  fluide  élémentaire  particulier^  le  calorique,  suscep' 
iible  de  pénétrer  dans  les  corps,  et  de  modifier  la  distance  de 
leurs  molécules?  ou  bien  n'est-elle  qu'un  mouTement  pério- 
dique^ soit  des  molécules  pondérables  des  corps  eux-mêmes» 
soit  d'un  fluide  impondérable,  l'éther^  répandu  dans  toute  la 
nature^  et  pénétrant  la  matière  proprement  dite?  Telle  est  la 
question  agitée  depuis  longtemps  par  les  philosophes^  depuis 
Descartes^  à  qui  Ton  attribue  Thypothèse  des  ondulations,  et 
Newton,  qui  admettait  celle  de  l'émission  ou  de  la  matérialité 
de  la  chaleur  et  de  la  lumière. 

/  Bacon^  le  premier  peut-être,  avança  que  la  chaleur  n'était 
qu'un  mouvement;  mais  les  raisons  sur  lesquelles  il  appuyait 
son  assertion  étaient  dépourvues  de  tout  caractère  scientifique. 
En  1798,  un  véritable  physicien,  Rumford/ayant  faittourner, 
au  moyen  d'un  manège,  un  cylindre  creux  de  bronze,  autour 
d*nne  tarière  fixe  en  acier  qui  pressait  le  fond  du  cylindre^ 
constata  qu'au  bout  de  deux  heures  et  demie  la  température 
de  douze  kilogrammes  d'eau  qui  entouraient  ce  cylindre 
s'était  élevée  de  i5<»  à  iGO*",  sans  que  la  capacité  calorifique  du 
métal  réduit  en  limaille  eût  changé;  ilen  conclutquela  source 
de  la  chaleur  engendrée  par  le  frottement  paraissait  inépui- 
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sable,  et  que  la  chaleur  ne  pouvait  être  une  substance  maté- 
rielle,  mais  un  mouvement  des  particules. 
V/  En  181  %  Davy  ayant  frotté  Tun  contre  Tautre  deux  morceaux 
de  glace  à  zéro^  dans  une  atmosphère  à  une  température  in- 
férieure, parvint  à  les  réduire  en  eau.  La  grande  quantité  de 
chaleur  latente  nécessaire  pour  fondre  la  glace  ne  pouvait 
venir  ni  des  corps  environnants  dont  la  température  était  au- 
dessous  de  zéro,  ni  de  la  glace  elle-même,  puisque  sa  capacité 
pour  la  chaleur  n'est  que  la  moitié  de  celle  de  Teau.  Ainsi  Teau 
liquide  à  zéro  possède,  par  sa  capacité  spécifique,  et  surtout 
par  son  calorique  latent,  une  quantité  de  chaleur  considéra- 
blement plus  grande  que  celle  de  la  glace,  chaleur  qui  dans 
cette  expérience  deDavy  est  engendrée  par  le  frottement,  c'est- 
à-dire  par  le  mouvement.  Davy  appelait  la  chaleur  un  mouve- 
ment répulsif;  le  mouvement  perdu  par  la  masse  soumise  au 
frottement  est  égal  au  mouvement  répulsif  gagné  pai*  ses  par- 
ticules. 
\.    Si  le  mouvement  produit  de  la  chaleur,  selon  Rumford  et 
Da?y,  la  chaleur  àson  tour  doit  se  transformer  en  mouvement. 
^    Vers  4800,  Mongolfier  avança  qu'une  masse  d*air,  en  se  dé- 
tendant comme  un  ressort,  ne  produisait  un  mouvement  qu'en 
perdant  une  quantité  de  chaleur  convertie  en  effet  mécanique. 

Ces  idées  si  justes  devaient  être  négligées  pendant  quelque 
temps,  surtout  après  la  publication,  en  1824,  de  la  théorie  de 
Sadi-Carnot.  Selon  cet  ingénieur,  le  passage  du  calorique  dans 
une  machine  produit  du  travail  sans  aucune  perte  de  chaleur, 
de  sorte  que  la  vapeur  d'eau  qui  redevient  liquide  tombe 
d'une  température  élevée  à  une  basse  température,  en  rendant 
au  condenseur  toute  la  chaleur  qu'elle  a  reçue  du  combustible 
par  la  chaudière,  comme  dans  les  expériences  ordinaires  de 
calorimétrie. 

Dans  son  ouvrage  sur  V Influence  des  chemins  de  fer,  publié 
en  1839,  H.  Marc  Séguin  revient  aux  idées  de  Mongolfier  :  a  Si, 
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dans  les  machines  à  vapeur^  ia  quantité  de  clialeur  reçue  par 
Teau  dans  la  chaudière  se  retrouyait  tout  entière  dans  l'eau 
froide  du  condenseur^  comme  le  voudrait  Sadi-Carnot^  une 
même  quantité  de  chaleur  produirait  une  quantité  indéfinie 
d^action  mécanique^  ce  qui  est  absurde  ;  il  parait  plus  naturel 
de  supposer  qu'une  certaine  quantité  de  calorique  disparaît 
dans  l'acte  même  de  la  production  de  la  puissance  mécanique, 
et  réciproquement,  s  II  ajoute  avec  Hongolfier  :  «  La  force  qui 
apparaît  pendant  l'abaissement  de  la  température  d'un  gaz  qui 
se  dilate  est  la  mesure  et  la  représentation  do  cette  dimi* 
nation  de  la  chaleur.  » 

Au-delà  du  Rhin,  le  docteur  Mayer,  de  Heilbronn,  affirmait 
de  même,  en  t8i2,  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  mouve- 
ment; on  allait  enfin  reconnaître  que  la  chaleur  ne  se  borne 
pas  à  provoquer  la  production  du  mouvement,  mais  qu'elle  le 
produit  en  réalité;  qu'elle  n^est  pas  une  cause  occasionnelle, 
mais  une  cause  génératrice  de  ce  mouvement. 

La  théorie  mécanique  de  la  chaleur  a  été  Tobjct  de  travaux  ' 
importants,  mais  d'une  lecture  difficile;  j'entreprends  d'en 
donner  une  exposition  élémentaire,  propre  à  être  introduite 
dans  l'enseignement.  Je  croirais  manquer  mon  but  en  la  dé- 
veloppant en  langage  ordinaire,  et  en  évitant  de  fixer  les  idées 
par  l'emploi  des  signes  et  des  calculs  algébriques.  Il  s'agit 
moins  de  plaire  aux  commençants  que  de  les  instruire;  en  les 
dispensant  de  Fattention^  on  risquerait  de  leur  donner  plus 
d'illusion  que  de  science,  et  de  les  laisser  dans  une  obscurité 
relative  qui  les  empêcherait  d'apercevoir  leur  propre  igno- 
rance. En  réalité,  la  philosophie  naturelle  ne  peut  marcher 
qu'à  la  clarté  des  mathématiques. 

La  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  comme  toutes  les  théo- 
ries physiques,  peut  êire  présentée  sous  trois  formes  diffé- 
rentes, qui  correspondent  à  la  physique  de  l'enseignement 
secondaire,  à  celle  de  la  licence  ès-sciences,  et  enfin  aux 
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sciences  physico-înathémaUques.  Je  m'efforcerai  de  la  rendre 
élémentaire^  mais  sans  oublier  que  son  objet  est  très- vaste. 
Le  principe  de  l'Équivalent^  formulé  à  Foccasion  de  quelques 
faits  particuliers^  et  généralisé  par  induction,  est  susceptible 
de  s'appliquer  à  mille  phénomènes  naturels;  il  faudrait  refaire 
la*  physique  tout  entière  à  ce  point  de  vue^  pour  qu'on  pût 
regarder  la  nouvelle  doctrine  comme  définitivement  établie 
dans  la  science. 

Sans  prétendre  atteindre  ce  but,  je  tâcherai  de  m'en  rap- 
procher; et  j'entrerai  dans  des  développements  assez  complets 
pour  mettre  le  lecteur  en  état  d'appliquer  les  mêmes  méthodes 
à  tous  les  faits  de  la  physique  ou  de  la  mécanique. 

Dans  les  premiers  chapitres  de  cet  ouvrage^  j'établirai  le 
principe  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  sur  les  expé- 
riences les  plus  simples;  j'expliquerai  ensuite,  à  l'aide  de  ce 
principe»  les  lois  physiques  révélées  par  la  calorimétrie.  Les 
trois  derniers  chapitres  seront  moins  élémentaires.  Comme  les 
applications  de  la  théorie  aux  machines  sont  inséparables  de 
quelques  résultats  obtenus  par  les  mathématiques  transcen- 
danteSy  je  citerai  ces  résultats  importants,  à  l'exemple  des 
physiciens  qui  emploient  sans  démonstration  les  formules  des 
géomètres.  Au  reste,  j'aurai  soin,  dans  le  cours  de  l'ouvrage, 
de  graduer  la  difficulté;  et  pour  que  le  lecteur  aperçoive  le  but 
sans  être  obligé  d'aller  jusqu'à  la  fin,  chacun  des  chapitres 
sera  complet  en  lui-même,  et  aussi  indépendant  que  possible 
des  chapitres  suivants.  En  un  mot,  les  différentes  parties  du 
travail  devront  reposer  sur  le  même  principe  et  aboutir  à  la 
même  conclusion. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

m>TIONS  PRÉL1M1NA1RB8.  — ÉNONCÉ   DU  PRINCIPE  FONDAMENTAL 
DE  LA  THÉORIE. 

1.  La  chaleur  spécifique  d'un  corps,  ou  sa  capacité  pour  la 
chaleur,  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  d'un 
degré  la  température  d'un  kilogramme  de  ce  corps.  Cette  cha- 
leur spécifique,  tellct  qu'on  la  mesure  par  la  méthode  des  mé- 
langes ou  celle  du  calorimètre,  contient  à  la  fois  la  chaleur 
nécessaire  pour  élever  d'un  degré  la  température  du  corps  sans 
changement  de  volume,  et  celle  qu'exige  sa  dilatation. 

La  chaleur  spécifique  de  Teau,  prise  pour  unité  de  chaleur^ 
s'appelle  calorie.    . 

9.  Le  travail  d'une  force  AF,  appliquée  à  un  point  matériel 


A,  est  le  produit  de  cette  force  par  la  projection  AE'  du  che- 
-tnin  AË  que  parcourt  le  point  matériel  d'application. 
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Si  Ton  évalue  les  forces  en  kilogrammes^  et  si  l'on  prend  le 
mètre  pour  unité  de  lon$<ueur^  l'unilé  de  travail  sera  naturelle- 
ment le  kilogrammètre,  c'est-à-dire  le  travail  d'une  force  ca- 
pable d'élever  un  kilogramme  à  un  mètre  de  hauteur. 

S.  Il  existe  une  relation  importante  entre  le  travail  méca- 
nique d'une  force  appliquée  à  un  corps,  et  la  force  vive  du 
mobile,  ou  le  produit  de  sa  masse  par  le  carré  de  sa  vitesse. 

Lorsqu'un  corps  tombe  dans  le  vide  d^une  hauteur  H,  que 
ce  soit  libremenl,  ou  sur  un  plan  incliné,  ou  sur  une  surface 
^j^'  courbe  sans  frottement,  on  sait  que  la  vitesse  due  à  la  hau- 
teur S  est  donnée  par  la  formule  V*==2  9  H,  dans  laquelle  g 
représente  l'intensité  de  la  pesanteur,  qui,  à  Paris,  est  égale 
à  O^SOSS;  et  que  de  plus,  si  le  mobile  était  lancé  de  bas  en 
haut  avec  la  même  vitesse  V,  il  remonterait  à  la  hauteur  pri- 
mitive H;  de  sorte  que  la  hauteur  due  à  la  vitesse,  et  la  vitesse 
duc  à  la  hauteur  se  calculent  au  moyen  de  la  même  équa- 
tion V«=2flfH. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  la 
p 
masse  tw  =  -»  on  a  mV*  ==:  2  PH,  ou 
9 

PH  =  ^mV». 

Le  travail  de  la  pesanteur  est  donc  égal  à  la  moitié  de  la 
force  vive  acquise  par  le  corps.  On  voit  qu'il  y  a  équivalence 
entre  l'accroissement  de  force  vive,  et  le  travail  développé. 

Le  pendule^  écarté  de  la  verticale,  y  est  ramené  par  la  pesan- 
teur; mais,  en  vertu  de  l'inertie,  il  dépasse  sa  position  d'équi- 
libre, et  s'écarte  également  de  l'autre  côté.  La  vitesse  due  à  la 
hauteur  de  chute  le  fait  remonter  à  cette*  même  hauteur;  le 
travail  engendre  la  force  vive,- comme  la  force  vive  engendre 
le  travail.  Sans  le  frottement  et  la  résistance  de  l'air,  le  mou- 
vement du  pendule  serait  perpétuel.  C'est  même  à  l'occasion 
de  ce  fait  reconnu  par  Huyghens,  et  étendu  à  tous  les  éléments 
d'un  pendule  composé,  que  le  principe  de  la  conservation  des 
forces  vives  s'est  introduit  dans  la  science. 

En  général,  on  démontre  en  mécanique  que  l'accroissement 
des  forces  vives  d'un  système  en  mouvement  est  égal  au 
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double  de  la  somine  des  travaux  des  forces  extérieures  et  in« 
térienres  pendant  le  même  temps.  Ce  principe  est  exprimé 
par  l'équation  ,,         ,./ 

2mV«— 2mV,»  =  2  (Tm  —  Tr), 

dans  laquelle  Vo  désigne  la  vitesse  initiale,  et  V  la  vitesse  flnale 
d'un  point  matériel)Tm  le  travail  moteur  total,  cî^r  le  travail 
des  forces  résistantes.  Ce  dernier  terme  comprend:  !•  le  tra- 
vail des  résistances  extérieures;  3<^  le  travail  des  résistances 
liassives,  dont  une  partie  peut  se  transformer  en  chaleur  équi- 
valente, comme  Texpérience  va  bientôt  nous  le  prouver. 

^.  Lorsqu'on  laisse  tomber  d'une  certaine  hauteur,  sur  une 
table  de  marbre  inébranlable,  une  bille  d'ivoire  parfaitement 
élastique,  cette  bille,  au  moment  du  choc  dont  l'énergie  dé- 
pend de  la  vitesse  acquise,  subit  un  aplatissement  passager,  et 
perd  sa  vitesse;  puis,  en  vertu  de  son  élasticité,  elle  reprend 
sa  forme  spbérique  en  réagissant  contre  l'obstacle,  et  elle  re- 
bondit avec  sa  vitesse  acquise  qui  la  ferait  remonter  à  la  hau- 
teur primitive  sans  la  résistance  de  Tair.  La  vitesse  commu- 
niquée par  la  pesanteur  pendant  la  chute  a  changé  de  sens  por 
Teffet  du  choc,  sans  en  être  diminuée,  de  sorte  que  le  mobile, 
en  remontant  contre  la  pesanteur,  ne  s'arrête  qu'au  moment 
où  cette  force  a  détroit  la  vitesse  qu  elle  avait  d'abord  engen- 
drée. Le  choc  n'a  donc  pas  altéré  la  force  vive  du  corps  élas- 
tique, et  ce  fait  est  une  conséquence  du  principe  général  de  la 
conservation  des  forces  vives. 

S.  Si  maintenant  on  laisse  tomber  d'une  hauteur  H  une 
masse  de  plomb  de  poids  P,  et  qu'on  l'arrête  au  bas  de  sa  chute 
par  une  plaque  inébranlable,  le  plomb,  qui  est  dépourvu  d'é- 
lasticité, perd  sa  vitesse  pendant  le  choc  sans  la  recouvrer  en- 
suite; il  semble  que  sa  force  vive  soit  anéantie.  Hais  l'expé- 
rience prouve,  qu'il  s*échaufife  d'autant;  et  s'il  était  possible 
d'éteindre  complètement  le  mouvement,  ou  de  détruire  toute 
la  force  vive  du  mobile,  et  de  recueillir  d'ailleurs  la  quantité 
totale  de  chaleur  produite,  on  aurait,  entre  le  travail  détruit  T^ 
qui  est  égal  à  PH,  et  cette  chaleur  Q,  l'équation 
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dans  laqaelle  E  représente  un  coefflcient  constant  dont  la  va* 
leur  généralement  adoptée  est  4^5.  Si  Ton  pose  Q=l/on 
aT,=:425;  d'où  Ion  ^ oit  que  la  production  d*une unité  de 
chaleur  est  due  à  la  destruction  de  la  force  vive  qui  équivaut 
à  425  kilogrammèlres.  Voilà  pourquoi  ce  coefQcientest  appelé 
équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  Réciproquement:  sup* 
posons  que  la  force  élastique  de  la  vapeur  d'eau  soit  employée 
à  remonter  le  poids  P  àla  hauteur  H;  soitO^  la  chaleur  qu'elle 
reçoit  de  la  chaudière  à  la  température  supérieure  T^,  et  Q^ 
celle  qu'elle  rend  au  condenseur  à  la  température  T,;  la 
même  équation 

T  =  4-25(Qo-Qi) 

subsistera  entre  le  travail  produit  par  la  va{>eur^  et  la  chaleur 
détruite  qui  est  précisément  égale  à  la  chaleur  gagnée  par  le 
plomb  dans  Texpérience  précédente;  de  sorte  que^  pour  en-* 
gendrer  parla  chaleur  425  unités  de  travail^  il  faut  consommer 
une  unité  calorifique  qui  disparaît  complètement.  Au  fond^  il 
n'y  a  probablement  rien  de  créé,  rien  d'anéanti  ;  les  choses  se 
passent  comme  si  la  chaleur  n'était  qu'un  mouvement  parti- 
culaire,  et  comme  si  le  mouvement  de  l'ensemble  du  corps  se 
transformait  en  un  mouvement  de  ses  molécules.  Dans  cette 
hypothèse,  la  force  vive  du  corps  serait  remplacée  par  la  somme 
des  forces  vives  de  ses  molécules;  et  le  principe  de  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur  résulterait  delà  conservation  du  travail 
ou  des  forces  vives  du  système,  ce  qui  confirmerait  les  idées 
de  Huyghens,  de  Leibnilz  et  de  Jean  Bernouilli. 

En  résumé,  toutes  les  fois  qu'un  travail  mécanique  disparait 
sans  produire  un  travail  égal  et  de  signe  contraire,  il  se  trans- 
forme en  chaleur,  en  électricité,  en  actions  chimiques,  etc., 
susceptibles  de  reproduire  le  travail  qui  leur  a  donné  nais* 
sance;  et  quand  le  travail  disparu  produit  uniquement  de  la 
chaleur,  ou  bien  quand  la  chaleur  détruite  ne  produit  que  du 
travail,  ce  travail  et  cetle  chaleur  sont  dans  un  rapport  con- 
stant. Tel  est  l'énoncé  du  principe  fondamental  de  la  théorie 
thermo-dynamique.  La  suite  de  notre  ouvrage  a  un  double 
but  :  la  démonstration  complète  de  ce  grand  principe,  et  le 
développement  de  ses  principales  conséquences. 

6.  La  chaleur  reçue  par  un  corps  n'est  pas  employée  tout 
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entière  à  élever  sa  température;  une  portion  de  celte  chaleur 
produit  ordinairement  une  variation  de  volume  sous  la  pres- 
sion du  milieu  ambiant,  et^ar  suite  un  travail  externe,  visible 
et  mesurable  ;  d*ailleurs  les  molécules  changent  de  distance 
ou  de  position  en  restant  soumises  à  leurs  actions  mutuelles; 
une  autre  quantité  de  chaleur  produit  donc  un  travail  interne 
qui  n'est  pas  mesurable  directement.  Ces  principes,  quMl  ne 
faut  jamais  perdre  de  vue,  peuvent  être  exprimés  par  l'équa- 
tion suivante: 

dans  laquelle  Q  représente  la  chaleur  totale  reçue  par  un  kilo- 
gramme du  corps  qui  passe  de  la  température  <o  à  la  tempéra- 
ture t^^  K  sa  véritable  capacité  pour  la  chaleur  sans  aucune  pro- 
duction de  travail,  T«  le  travail  interne  des  forces  moléculaires» 
etT^le  travail  externe  correspondant  à  la  pression  extérieure. 

Cette  équation  se  simplifie  lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  solide 
ou  liquide,  dont  le  volume  est  soumis  à  une  faible  pression 
et  varie  peu  dans  les  limites  de  l'expérience,  comme  le  plomb 
et  Teàu  sous  la  pression  atmosphérique  et  à  la  température  or- 
dinaire ;  car  alors  la  pression  externe  est  une  très-petite  fraction 
de  la  somme  des  actions  moléculaires,  et  l'on  peut  poser  T;,=0. 

La  même  équation  se  simplifie  encore  lorsqu'il  s'agit  des 
gaz  permanents  ou  parfaits,  l'air,  l'azote,  Poxygène,  l'hydro- 
gène, l'oxide  de  carbone. 

En  effet,  les  expériences  d'Œrsted  et  de  Despretz  ont  prouvé 
depuis  longtemps  que  la  loi  de  Mariette  ne  s'applique  pas  aux 
gaz  liquéfiables,  tels  que  l'acide  sulfureux  et  l'acide  carbo- 
nique; les  gaz  étant  inégalement  compressibles  devaient  être 
inégalement  dilatables,  résultat  prouvé  par  les  recherches  de 
M.  Magnus  et  de  H.  Regnault.  Si  donc  l'attraction  moléculaire 
avait  une  influence  sensible  sur  l'hydrogène,  sur  l'air,  et  les 
autres  gaz  permanents,  elle  devrait  varier  avec  les  masses  des 
particules;  l'hydrogène  et  l'oxygène,  dont  les  densités  sont  si 
différentes,  n'auraient  pas  le  même  coefficient  de  dilatation, 
c'est-à-dire  ne  recevraient  pas  des  accroissements  égaux  de 
volume  pour  une  même  augmentation  de  température,  et  ces 
gaz  ne  seraient  pas  soumis  aux  lois  si  simples  de  Hariotte  et  de 
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Gay-Lussac.  Les  faibles  Tariations  éprouTées  par  leur  compres- 
sibilité  et  leur  dilatabilité  aux  températures  ordinaires  indi- 
quent assez  que  Tattraction  moléculaire,  sans  être  nulle,  n'a 
pas  d'influence  bien  appréciable  sur  l'hydrogène  et  sur  Tair 
atmosphérique.  On  pourra  donc  négliger  le  travail  interne,  au 
moins  dans  une  première  approximation  ;  la  Térikable  capa- 
cité K  se  confond  alors  avec  la  capacité  caloriBque  sous  volume 
constant.  Tels  sont  les  principes  qui  servent  de  base  à  la  mé- 
thode proposée  par  Hayer,  pour  calculer  l'équivalent  méca- 
nique de  la  chaleur. 


CHAPiTRE   IL 

DÉMONSTlUTtON  DU  PRINCIPE  FOHDAUEIITAL  PAR  LA  MÉTOODE 
DU  DOCTEUR  MATER. 

7.  Cette  méibodey  qui  se  sufût  à  elle-même  en  ce  sens 
qu'elle  n'exige  aucune  expérience  directe^  repose  sur  l'an- 
cienne iliéorie  des  gaz^  établie,  sans  idées  préconçues,  par  les  / 
travaux  de  Hariotte,  de  Gay-Lussac,  de  ClémenTl>e8orme8,  etc.;     O^j 
et  elle  résulte  naturellement  d'une  meilleure  interprétation        / 
des  faits.  Aussi,  avant  de  l'appliquer,  est-il  convenable  d'ex-      ^ 
poser  rapidement  les  lois  physiques  qui  lui  servent  de  base, 
en  les  éclairant  par  la  lumière  de  Tidée  nouvelle  due  au  génie 
du  docteur  allemand. 

Considérons  une  masse  de  gaz  contenue  dans  un  corps  de 
pompe  sous  un  piston,  et  occupant  successivement  des  vo- 
lumes V  et  V  sous  des  pressions  P  et  F,  et  à  des  températures 
I  et  {^  Les  lois  de  Hariotte  et  de  Gay-Lussac,  qui  régissent 
celte  masse  de  gaz  sont  exprimées  par  la  formule  connue  : 

^273 

comme  on  peut  aisément  le  vérifier. 

I""  Si  la  température  est  constante,  ou  si  Ton  fait  t'  =  {,  les 
volumes  sont  en  raison  inverse  des  pressions,  conformément 
Sx,  la  loi  de  Hariotte. 

2*»  Sous  une  même  pression  P'=P,  les  volumes  sont  pro- 
portionnels aux  binômes  de  dilatation.  Si  Ton  fait  (=o,  et 
l'=  273,  on  obtient  V'=2  V.  Le  gaz,  en  doublant  son  volume 
sous  la  pression  extérieure,  fait  un  travail  mesurable.  En  gé- 
néral, le  volume  s'accroît  de  V — Y,  lorsque  le  piston  parcourt 
l'espace  h  sous  la  pression  pfr,  ;>  étant  la  pression  exercée  sur 
l'unité  de  surface,  et  6  la  base  du  cylindre.  Le  travail  de  cette 
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pression  est  p6A=p{V'— V);  il  esl  donc  égal  à  la  pression 
exercée  sur  TuDÎté  de  surface  multipliée  par  l'accroissemeMl 
de  volume. 

3<»  Si  le  Yolume  reste  le  méme^  ou  si  V'=V,  les  pressions 
sont  proportionnelles  aux  binômes  de  dilatation;  pour  t=0 
et  1^=273,  on  a  F=2P;  la  pression  est  deyenue  double  sans 
que  le  gaz  ait  produit  aucun  travail. 

Pour  faire  passer  la  température  de  0*  à  273^,  il  faut  moins 
de  chaleur  lorsque  le  gaz  sous  volume  constant  n'opère  aucun 
travail,  que  si  ce  volume  s'accroît  librement  sous  la  pression 
extérieure  supposée  invariable;  en  un  mot,  la  chaleur  spéci- 
fique C  d'un  gaz  sous  volume  constant  est  plus  faible  que  sa 
chaleur  spécifique  C^  sous  pression  constante,  qui  suppose 
comme  la  première  que  la  température  augmente  d'un  degré. 
Ce  fait  important  est  mis  en  évidence  par  l'expérience  suivante 
de  Clémen^  Desormes. 

8.  Ces  physiciens  ont  raréfié  l'air  d'un  ballon  au  moyen 
d'une  pompe  ;  soit  alors  p  la  pression  de  cet  air,  inférieure  à 
la  pression  atmosphérique  P,  la  différence  étant  indiquée  par 
la  hauteur  du  mercure  dans  un  tube  manoniétrique  adapté  au 
ballon.  Soit  i  la  température  commune  de  l'appareil  et  de  Pair 


environnant.  En  ouvrant  le  robinet,  l'air  extérieur  se  préci- 
pite par  la  large  ouverture,  exerce  un  travail  sur  la  masse 
primitive  qui  arrive  à  une  température  plus  grande  f+o;  sous 
la  pression  P.  Bienlôt  lu  temfiérature  intérieure  redescend  à 
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1®^  SOUS  une  pression  F  donnée  encore  par  le  manomètre.  Le 

calcul  de  cette  expérience  donne  pour  -  la  valeur  1,348. 

c 

On  a  pour  la  masse  d'air  totale  sous  le  môme  volume  : 

P_i  +  a(l+a?) 

ce  qui  donne  la  variation  de  température 

(P-Pyi+gQ 

^- Fï 

En  appliquant  la  loi  de  Hariotte  à  la  masse  d'air  initiale  à 
la  température  i,  on  a  : 

pV=P'V', 

d'où 

V    —    p    • 

Telle  est  la  valeur  de  la  compression  relative  à  Tunité  de 

volume,  qui  produit  un  effet  thermométrique  x.  En  désignant 

par  y  ce  que  serait  Teffèt  therroométrique  pour  la  condensa- 

Y Y         gj 

tion  -2-ç — =— — f  on  peut  poser  approximativement  la 

proportion  : 

a 
y_i±cu 

El  en  éliminant  x,  on  obtient  : 

p_-P/ 
»=^=0^,348. 

Ainsi  Texpérience  nous  montre  que  lorsqu'on  comprime 

Tair  de  la  fraction  ^  ^   ,  de  son  volume  à  (?,  ou  de  la  frac- 

lion  a  de  son  volume  à  zéro,  on  l'échauffé  d'un  peu  plus  d'un 
tiers  de  degré.  Les  caloriques  spécifiques  du  gaz  sous  pression 
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consUnte,  et  sous  volume  constant,  sont  donc  dans  le  rapport 

Ce  résultat  est  trop  faible  à  cause  de  la  chaleur  absorbée  par 
le  ballon.  Gay-Lussac  admettait  le  nombre  1^372^  et  nous  ver- 

rons  que  Tacoustique  donne  pour  -  une  valeur  un  peu  plus 

forte,  et  égale  à  \,A0;  la  compression  dégage  en  effet  de  la 
chaleur  dans  la  propagation  des  ondes  sonores;  sans  cela 
chaque  condensation  ne  serait  pas  suivie  d^une  dilatation  dans 
le  mouvement  vibratoire  des  vapeurs,  et  le  son  ne  se  propa- 
gerait pasjdans  un  espace  saturé  par  la  vapeur  d'éther,  con- 
trairement à  une  expérience  de  Biot,  connue  des  piiysiciens. 

Les  expériences  récentes  de  MT  Regnanlt  ont  prouvé  que  la 
capacité  de  Tair  sous  pression  constante, rapportée  à  celle  d'an 
même  poids  d'eau, est  sensiblement  égale  à  0,2377,  quelle  que 
soit  la  pression  ;  de  sorte  que  si  Taugmentalion  brusque  de  cette 
pression,  dans  le  briquet  à  air,  par  exemple,  accroît  la  tempé- 
rature, il  fauty  voir  la  produclion  réelle  d'une  quantité  de  cha- 
leur équivalente  au  travail  dépensé,  et  non  la  manifestation 
d'une  chaleur  latente,  qui  serait  exprimée  du  gaz,  comme 
l'eau  d'une  éponge,  par  la  compression. 

9.  Au  reste,  un  gaz  peut  se  dilater  sans  opérer  aucun  tra- 
vail externe,  et  sans  se  refroidir,  comme  le  prouve  une  célèbre 


expérience  de  Gay-Lussac.  Son  appareil  se  compose  de  deux 
grands  ballons  en  verre  A  et  B,  le  premier  contenant  un  gaz, 
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ci  le  seoood  vide,  lis  pea  vent  communiquer  au  moyen  d'un  tube 
à  robinet,  et  sont  munis  de  thermomètres  à  air,  dont  les  réser- 
voii*s  occupent  leurs  centres.  Lorsqu'on  ouvre  le  robinet,  le  gaz 
se  précipite  dans  le  vide,  le  thermomètre  du  ballon  A  baisse  de 
plusieurs  degrés,  et  l'autre  monte  d'autant,  de  sorte  que  la 
tem|>érature  moyenne  de  la  masse  gazeuse  n'a  pas  changé, 
bien  que  la  pression  ait  diminué  de  moitié,  et  que  le  volume 
soit  devenu  double.  De  plus,  la  différence  des  températures 
extrêmes  est  plus  grande  pour  Thydrogène  que  pour  Tacide 
carbonique.  Le  gaz  comprimé  comme  un  ressort,  en  lançant 
des  molécules  dans  le  ballon  B,  produit  un  travail  et  se  refroidit; 
ce  travail  est'  ensuite  détroit  en  B  par  le  frottement  ou  (lar  le 
choc  des  particules,  puisque  les  parois  du  balion  sont  immo- 
bilf^;  et  fair  du  ballon  B  s'échauffe  du  même  nombre  de  de- 
grés. Ce  fait  capital  prouve  que  le  rapport  qui  existe  entre  le 
travail  produit  en  A  par  l'expansion,  et  la  chaleur  dépensée,  est 
le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  travail  détruit  en  B,  par 
le  frottement  ou  le  choc^  et  la  chaleur  créée,  malgré  la  dilîé- 
reoce  si  grande  que  l'on  aperçoit  entre  les  deux  modes  de  protiuc* 
tien  ou  de  destruction,  soit  du  travail,  soit  de  la  chaleur.  Cette 
démonstration  de  la  constance  de  l'équivalent  mécanique  de  la 
chaleur  est  due  à  H.  Joule  de  Manchester,  qui  a  reproduit 
l'expérience  de  Gay-Lussac  dans  des  conditions  plus  con- 
cluantes. Il  a  remplacé  les  ballons  de  verre  par  des  réservoirs 
en  cuivre  très-résistants,  de  30  litres  de  capacité,  et  les  a  f>lacés 
dans  une  cuve  pleine  d'eau,  où  plongeait  un  thermomètre. 
L'air  du  réservoir  A  est  comprimé  à  30  atmosphères;  on  fait  le 
▼ideenB;  lorsque  le  thermomètre  de  la  cuve  est  stationnaire, 
on  ouvre  le  robinet,  l'air  se  précipite  de  A  en  B,  et  ce  thermo- 
mètre reste  invariable.  Cette  belle  expérience  de  M.  Joule  a  été 
Yériflée  eo  France  par  H.  Regnault.  Il  est  donc  bien  démontré 
que  l'air  peut  se  dilater  sans  se  refroidir  sensiblement,  pourvu 
qu'il  ne  produise  aucun  travail  externe. 

Les  développements  qui  précèdent  étaient  en  partie  néces- 
saires pour  légitimer  la  méthode  de  calcul  proposée,  en  1842, 
par  le  docteur  Hayer. 

!••  Considérons  un  mètre  cube  d*air  à  la  température  de 
zéro,  et  sous  la  pression  0'»76,  contenu  dans  un  corps  de  pompe 
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cylindrique,  dont  la  base  est  égale  à  un  mètre  carré;  la  bauienr 
du  piston  au-dessus  du  fond  sera,  par  conséquent,  d'un  mètre. 


Comme  le  poids  d^un  litre  d'air,  dans  les  conditio'ns  citées,  esl 
de  i&^3,  le  poids  du  mètre  cube  sera  de  \^  293. 

Supposons  que  l'on  porte  la  température  de  0  à  273*,  sous 
la  pression  primitive,  de  manière  à  ce  que  le  volume  gazeux 
soit  doublé;  le  piston  aura  marché  d'un  mètre  sous  la  pression 
atmosphérique,  dont  la  valeur  en  kilogrammes  est 

760X13,598=10334, 

Le  gaz  aura  donc  produit  un  travail 

T  =  10334k  X 1"  =  10334'*. 

D'un  autre  côté,  lorsque  la  température  varie  de  373o  soua 
la  pression  primitive,  le  gaz  absorbe  une  quantité  de  chaleur 
marquée  par  ^       ,    ? ,.  r. 


q'  =  0,2377  X  1  *  293  X  273  =  83"9055. 


Si  Ton  donnait  au  gaz  le  même  accroissement  de  tempéra- 
ture, sans  permettre  au  volume  de  varier,  il  faudrait  lui  com- 
muniquer une  quantité  de  chaleur  q  donnée  par  la  proportion 

1- J^ 

g'       1,40*       •   : 

La  différence  Q  =  ç'  —  g  =  23,973  est  la  chaleur  que  le 
gaz  dépense  pour  créer  10334'^'»  de  travail.  En  mettant  ce& 
nombres  dans  l'équation 

T  =  EQ, 
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oa  obtient  pour  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  : 

E  =  43i.      ^h 

Dans  cette  méthode  de  Hayer^  on  compare  la  chaleur  absorbée 
par  le  gaz  au  travail  produit.  Inversement^  M.  Joule  et  M.  Hirn 
sont  arrivés  à  un  résultat  peu  différent^  en  comparant  le  travail 
détruit  à  la  chaleur  développée  dans  le  frottement  de  Teau  et 
dans  récrasement  du  plomb. 


^ 

*        •- 


/y 


///,  '  f  2  "     -     •'  "  - 


CHAPITRE   III. 

CHALEUR  DÉGAGÉES  PAR  LE  FROTTEMENT  DES  LIQUIDES. 


11.  Les  expériences  de  H.  Joule  ont  eu  lieu  en  1845  et  en 
1849.  Dans  son  appareil^  les  extrémités  de  deux  cordons c  et  d 
enroulés  dans  le  même  sens  sur  le  cylindre  d'un  treuil  R^  dont 
Tarbre  vertical  porte  seize  palettes,  sont  attachées  aux  gorges  de 
deux  poulies  qui  servent  de  roues  aux  treuils  horizontaux  T  et 


T.  Lorsque  les  poids  en  plomb  P  et  P'  descendent,  ils  font 
tourner  ces  treuils,  les  cordons  c  et  d  s'enroulent  sur  les  pou- 
lies, et  communiquent  la  rotation  à  Tarbre  R,  dont  les  palettes 
métalliques  agitent  Feau  contenue  dans  un  vase  cylindrique; 
des  cloisons  fixes,  adhérentes  à  la  cuve,  gênent  le  mouvement 
du  liquide,  qui  s'échauffe  alors  par  le  frottement  et  l'agita- 
tion. 

Si  l'on  désigne  par  Q  la  quantité  de  chaleur  produite,  et  par 
T  le  travail  correspondant,  on  aura  : 

T  =  EÛ. 

Le  mouvement  du  système  est  d'abord  accéléré  ;  bientôt  il 
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devient  sensiblement  uniforme  ;  et  lorsque  le  régime  est  établi, 
on  note  la  hauteur  A^  dont  les  poids  sont  descendus,  et  la  tem- 
pérature t^  du  liquide.  Désormais  le  travail  des  poids  ne  ser- 
vira plus  à  augmenter  la  force  vive;  il  sera  employé  tout  entier 
à  conserver  le  mouvement  uniforme^  et  à  élever  la  température, 
qui  passera  de  la  valeur  t^  à  la  valeur  finale  /,. 

La  chaleurQest  donnée  par  la  formule  Q  =  (tf  +  {jl)  (/,  —  /J, 
dans  laquelle  on  représente  par  M  le  poids  de  Teau,  ou  celui 
d'un  autre  liquide  multiplié  par  sa  capacité,  et  par  [t,  un  poids 
d'eau  équivalent  aux  organes  solides  qui  participent  à  réchauf- 
fement. On  asoin  de  corriger  l'effet  du  milieu  environnant  dont 
la  température  est  0,  en  réalisant  Tégalité  0  —  <j  =  /,  —  ô,  sou- 
vent appliquée  dans  la  calorimétrie. 

Quant  au  travail  détruit,  il  sera  : 

équation  dans  laquelle  P  +  P'  représente  le  poids  des  deux 
masses  de  plomb,  p  la  portion  de  ce  poids  qui  équivaut  à  la  rai- 
deur des  cordes  et  aux  divers  frottements  des  treuils  ou  des 
poulies,  et  A,  la  hauteur  parcourue  uniformémentpar  les  poids, 
pendant  que  la  température  s'élevait  de  t^  à  t^". 

Pour  déterminer  p,  on  sépare  le  rouleau  R  de  Tarbre  à  pa- 
lettes, on  écarte  le  vase,  eton  soutient  le  rouleau  par  une  pièce 
qui  le  maintient  vertical;  puis  on  change  le  sens  de  Tenroule- 
ment  du  cordon  c,  afin  que  Tun  des  poids  puisse  monter  quand 
Tautre  descendra;  on  détermine  par  le  tâtonnement  quel  poids 
p  il  faut  ajouter  au  poids  P^  pour  que  le  mouvement  soit  uni- 
forme; ce  poids  est  alors  équivalent  à  la  résultante  de  la  raideur 
des  cordes  et  des  autres  résistances  passives.  La  tension  des 
cordons  et  la  pression  des  treuils  sur  les  points  d'appui  res- 
tent sensiblement  les  mêmes  qu'auparavant;  et  d'ailleurs  on 
sait  que  le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse;  ce  qui  lé- 
gitime remploi  du  poids  p  dans  le  calcul. 

L'équation  T  =  EQ  devient 

(I)  (P4-P_p)^^  =  E(M4-[iL)(^--0. 

En  y  introduisant  les  chiffres  donnés  par  les  expériences  de 
M.  JoulesurTeauet  sur  le  mercure,  on  trouve  le  nombre  4^4 
pour  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 
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Le  calcul  de  l'expérience  peut  encore  se  faire  par  le  procédé 
suivant  qui  repose  sur  le  principe  des  forces  vives. 

Si  Ton  désigne  par  V  la  Titesse  finale  des  masses  de  plomb 
descendues  de  la  hauteur  H  =  A^  +  A„  et  par  v  la  vitesse  ac- 
quise par  une  molécule  de  liquide  de  masse  m,  on  aura,  à  la  fin 
de  Texpérience,  Téquation  : 

?^=tP^V«4-2mt?'=2-(P-4-P0H-2pH-2E(M-|-(ji)((,-O. 

s» 

On  remplace  ici  le  travail  résistant  des  forces  intérieures  par 
une  quantité  de  chaleur  équivalente^  dans  laquelle  il  paraît  se 
transformer. 

Au  moment  où  le  régime  est  établi,  on  a  de  même  : 

En  retranchant  cette  dernière  équation  de  la  précédente,  on 

oblient  : 

0  =  (P-HP/-p)(H~fc.)-E(MH-|x)((.-(.), 
résultat  identique  à  la  relation  (1). 


CHAPITRE  IV. 


CHALEUR  PRODUITE  PAR  L'ÉCRASEMENT  DU   PLOMB. 


19.  Étudions  maintenant  une  expérience  de  H.  Hirn,  qui 
consiste  dans  l'écrasement  du  plomb  sous  le  choc  d'une  sorte 
de  bélier.  En  représentant  par  Q  la  chaleur  développée  dans  le 
plomb,  et  par  T  le  trayail  détruit^  on  aura  encore  Téquation 

T  =  E.Û. 

Un  morceau  de  plomb,  pesant  p  kilogrammes ,  et  présentant 
une  cavité  cylindrique  pour  y  recevoir  un  thermomètre,  est 
placé  entre  une  enclume  en  grès  dont  le  poids  est  P,  et  un  bé- 
lier en  fer  dont  le  poids  est  P;  chaque  pièce  est  suspendue  par 


des  cordes  à  une  poutre  horizontale  inébranlable^  et  la  distance 
I  de  son  centre  de  gravité  à  l'axe  de  suspension  a  été  détermi- 
née par  le  nombre  d'oscillations  N  en  une  minute  au  moyen  de 
la  formule  du  pendule  : 


,60         ,// 


9 

D'ailleurs,  si  r  est  le  recul  de  Tenclume  P,  par  exemple, 
après  le  choc,  mesuré  en  projection  horizontale,  la  hauteur 
KG  de  son  centre  de  gravité  au-dessus  de  sa  position  d'équili- 
bre sera  alors  sensiblement  égale  à  l— V*  ""  *"*• 
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Si  Ton  soulève  le  bélier  à  une  hauteur  voulue,  il  retombe^ 
frappe  le  plomb  qui  s'échauffe;  le  bélier  d'une  part^  renclume 
et  le  plomb  d'autre  part  remontent  à  différentes  hauteurs;  par 


conséquent  la  force  vive  acquise  par  la  chute  du  bélier  n'est 
pas  entièrement  détruite;  on  devra  tenir  compte  du  travail  cor- 
respondant. 

Soient  H  la  hauteur  de  chute  du  bélier,  et  b  la  hauteur  à  la- 
quelleil  remonte  ;  soit  de  même  V  la  hauteur  à  laquelle  montent 
renclume  et  le  plomb  après  le  choc;  on  aura  pour  le  travail 
détruit  : 

T=:PH  — Pft-(P'-f-p)fc'. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  chaleur  créée.  Soient  a  la 
température  de  l'air  ambiant,  et  (  celle  du  plomb  avant  le 
choc;  elle  est  connue  par  un  thermomètre  placé  dans  sa  cavité^ 
et  que  Ton  en  retire  au  moment  où  le  bélier  va  tomber.  Après 
le  choc,  on  enlève  le  plomb  à  l'aide  de  ficelles  tenues  d'avance, 
on  verse  dans  sa  cavité  un  poids  p^  d'eau  à  zéro,  dans  laquelle 
on  plonge  un  thermomètre;  on  observe  ensuite  de  quatre  mi- 
nutes en  quatre  minutes  les  indications  de  cet  instrunrient;  des 
expériences  faîtes  à  part  prouvent  que  l'eau  froide  prend  rapide- 
ment la  température  du  plomb.  Désignons  par  t^  la  température 
initiale  qui  serait  commune  au  plomb  et  à  Teau  si  l'équilibre 
calorifique  s'établissait  instantanément  entre  ces  deux  substan- 
ces ;  soientde  plus  t^  et  f,  leurs  températures  observées  quatre  mi- 
nutes et  huit  minutes  après  le  choc;  les  excès  sur  la  température 
ambiante  sont  t^  —  a,  (, — a,  et  <,  — a.  Or  lorsque  les  physi- 
ciens soumettent  au  refroidissement  Tune  des  boules  du  ther- 
momètre différentiel  afin  de  démontrer  la  loi  de  Nev^ton,  l'ex-* 
périence  prouve  que  les  excès  de  température  indiques  par  cet 
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instrnment  forment  une  progression  géométrique,  si  le  temps 
croit  en  progression  arithmétique  (d'où  Ton  tirerait  la  loi  de 
Newton  au  moyen  du  calcul  différentiel)  :  on  aura  donc  pour 
déterminer  t^  la  proportion  continue  : 


t^  —  a      t^  —  a 
L'expression  de  la  quantité  de  cbaleur  créée  sera: 

c  étant  la  capacité  du  plomb  écrasé,  reconnue  la  même  que  celle 
du  plomb  fondu.  Les  résultats  de  l'expérience  étant  mis  dans 
l'équation  T=EQ  font  connaître  E=425. 


CHAPITRE  V. 


MACHINES  ÉLECTRO-MAGNÉTIQUES  ET  MOTEURS  VIVANTS. 


IS.  Ua  grand  nombre  de  pbéiiomëaes  trouvent  leur 
explication  dans  Tbypothèse  de  Téqui valent  mécanique  de  la 
chaleur^  dont,  par  conséquent,  ils  sont  la  confirmation.  Ainsi, 
le  frottement  qui  absorbe  le  travail^  dans  le  frein  de  Prony, 
développe  une  chaleur  si  grande  dans  cet  appareil^  qu'on  est 
obligé  de  le  refroidir  au  moyen  d'eau  à  la  température 
ordinaire.  Lorsque  Ton  graisse  les  essieux  des  macbines,. 
ce  n'est  pas  seulement  pour  éviter  les  incendies,  mais  encore 
pour  empêcber  le  mouvement  de  se  transformer  en  chaleur 
inutile. 

La  résistance  magnétique  agit  comme  le  frottement  dans 
une  expérience  curieuse  de  H.  Foucault.  On  sait  qu'Arago  a 
constaté,  en  1824,  la  rotation  d'une  aiguille  aimantée  sous 
rinfluence  d'un  disque  de  cuivre  en  mouvement.  Un  électro- 
aimant fixe,  substitué  à  l'aiguille,  est  capable  d'arrêter  le  mou- 
vement du  cuivre.  Entre  les  deux  pôles  est  engagé  un  tore  en 
bronze,  auquel  on  imprime,  à  l'aide  d'un  rouage^  une  rotation 
dont  la  vitesse  est  de  2100  tours  par  seconde;  si  alors  on  laisse 
passer  un  courant  électrique  produit  par  six  couples  de  Bunsen» 
le  mouvement  s'éteint  presque  subitement,  comme  par  un 
frein  invisible.  Hais  si  l'on  rétablit  la  vitesse  au  moyen  de  la 
manivelle,  on  développe  dans  le  tore  une  chaleur  sensible  à  la 
main,  et  surtout  au  thermomètre,  qui  monte  de  18  ou  20  de- 
grés ;  cette  expérience  rend  évidente  la  conversion  du  travail 
en  chaleur. 

Lorsqu'un  courant  électrique  traverse  un  conducteur  de  petit 
diamètre,  il  l'échauffé,  et  la  chaleur  développée  dans  ce  fil 
est  égale  à  la  somme  algébrique  des  quantités  de  chaleur  dues 
aux  actions  chimiques,dimiDuée  de  la  chaleur  qui  se  manifeste 
dans  la  pile,  comme  le  prouvent  les  belles  expériences  de 
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M.  Favre.  Si  le  courant  traverse  une  machine  électro-magné- 
tique exécutant  un  travail  externe,  il  donne  d'autant  moins  de 
chaleur  qu'il  produit  plus  de  travail.  Ce  fait  a  servi  à  M.  Favre 
)K)ur  déterminer  la  valeur  de  l'équivalent  mécanique.  Il  pla- 
çait dans  deux  calorimètres  différents  la  pile  électrique  et  le  mo- 
teur électro-magnétique  de  H.  Froment,  mis  en  communica- 
tion au  moyen  d'un  fil  assez  gros  et  assez  court  pour  ne  pas 
s'échauffer.  Lorsque  la  machine  tournait  à  vide^  la  quantité 
totale  de  chaleur  recueillie  dans  les  deux  calorimètres  repré-  \  / 
sentait  exactement  celle  que  développe  ordinairement  la  pile, 
c'est-à-dire  48  calories  pour  33  grammes  de  zinc  dissous.  Hais 
lorsque  le  moteur  élevait  un  poids,  on  constatait  une  perte  de 
calorique  proportionnelle  au  travail  produit,  et  dounantà  peu 
près  4^  pour  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

Dans  l'expérience  de  M.  Foucault,  le  travail  externe  se  trans- 
forme en  chaleur.  Dans  celle  de  M.  Favre,  la  chaleur  prove- 
nant des  actions  chimiques  se  transforme  en  travail  externe. 
Dans  une  expérience  de  M.  Hatteycci,  Ténergie  de  la  pile,  qui 
devait  produire  un  travail  externe,  se  convertit  partiellement 
en  chaleur. 

Ce  physicien  fait  communiquer  une  pile  avec  un  moteur  de 
M.  Froment, comme  dans  l'expérience  de  H.  Favre;  mais  chaque 
électro-aimant  porte  non-seulement  le  fil  qui  conduit  le  cou- 
rant delà  pile,  mais  encore  un  second  fil  enroulé  parallèlement 
avec  le  premier,  et  qui  est  destiné  à  recevoir  de  celui-ci  une 
influence  inductrice.  Lorsque  le  moteur  a  pris  le  mouvement 
uniforme  qui  fait  monter  un  poids  en  produisant  un  travail 
mesurable,  si  Ton  réunit  les  deux  extrémités  du  conducteur 
induit  par  un  fil  très-fin  de  platine,  celui-ci  s'échauffe;  alors 
la  vitesse  de  la  roue  et  du  poids  diminue  d'autant.  Si  l'on  me- 
sure la  chaleur  produite  dans  le  fil  de  platine,  et  la  variation 
du  travail  effectué^  par  le  moteur  avec  et  sans  les  courants 
induits,  en  divisant  la  perte  de  travail  par  la  chaleur  dégagée 
dans  le  même  temps,  on  trouve  le  nombre  438  pour  l'équivalent 
mécanique  de  la  chaleur.  aSl 

I  • 

\4L.  Les  diverses  méthodes  employées  pour  déterminer  ce 
rapport  ne  donnent  pas  des  résultats  numériques  bien  diffé- 
rents, malgré  les  causes  perturbatrices.  II  en  résulte  une  dé- 
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monstration  indirecte  de  la  réalité,  de  la  constance  et  de  Tuni- 
Yersalité  du  rapport  supposé  entre  le  travail  mécanique  et  la 
chaleur^  quelle  que  soit  la  nature  de  la  substance  intermédiaire 
au  moyen  de  laquelle  le  travail  et  la  chaleur  se  transforment 
l'un  dans  Tautre.  Cette  remarque  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance^  et  Ton  ne  saurait  trop  la  méditer. 

15.  La  transformation  de  la  chaleur  en  mouvement  peut 
se  constater  dans  les  moteurs  animés  eux-mêmes.  Une  per- 
sonne se  place  dans  une  guérite  de  quatre  mètres  cubes  de 
capacité,  sorte  de  calorimètre^  dont  on  a  étudié  la  loi  du  refroi- 
dissement en  y  brûlant  de  l'hydrogène.  Au  moyen  de  deux 
tubes  de  caoutchouc  à  soupapes,  la  personne  se  met  alternati- 
vement en  rapport  avec  deux  gazomètres^  l'un  qui  lui  fournit 
de  Tair  respirable,  l'autre  qui  reçoit  Tair  expiré  ;  elle  peut 
d'ailleurs  rester  en  repos  sur  une  chaise,  ou  produire  du  tra- 
vail en  pressant  les  palettes  d'une  roue  dont  l*arbre  est  hori- 
zontal. Eh  bien  !  dans  les  expériences  de  M.  Him^  30  grammes 
d'oxygène  consommés  par  la  respiration  produisaient  155  ca- 
lories, à  raison  de^^Sâ  par  gramme^  lorsque  la  personne  restait 
à  l'état  de  repos;  tandis  que,  si  cette  personne  faisait  mouvoir 
*  la  Touej^^  gramme?,  c'est-à-dire  quatre  fois  plus  d'oxygène,  qui 
auraient  dû  donner  o87  calories  dans  le  cas  où  le  mouvement 
n'aurait  coûté  aucune  chaleur^  n'en  produisaient  réellement 
que  251.  On  voit  que  ^4^6  unités  de  chaleur  s'étaient  transfor- 
mées en  travaux  de  toutes  sortes, 

M.  Becquerel  a  constaté  qu'un  muscle  s'échauffe  lorsqu'il  se 
contracte,  et  H.  Béclard  a  vu  que  la  chaleur  développée  était 
moindre  lorsque  le  muscle  produisait  un  travail  externe  positif, 
tel  que  l'élévation  d'un  poids  ;  la  contraction  statique  donne 
plus  de  chaleur  que  la  contraction  dynamique.  '^~ 

M.  Matteucci  a  prouvé  que  la  contraction  du  muscle  prin- 
cipal de  la  jambe  d'une  grenouille  était  accompagnée  d'une 
ox-^dation,  avec  dégagement  d'acide  carbonique  dans  l'eau  où 
le  muscle  était  suspendu;  cette  combustion  était  évidemment 
la  cause  de  la  chaleur  transformée  en  travail. 

Quelle  est  la  source  de  cette  énergie  musculaire?  M.  Liebig 
pensait  en  1842  que  la  chaleur  animale  était  due  à  l'oxydation 
des  aliments,  tandis  que  le  travail  mécanique  exercé  par  les 
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muscles  devait  être  attribué  à  Toxy dation  des  muscles  eux- 
mêmes.  Le  docteur  Hayer  repoussa  cette  dernière  assertion. 
a  Un  muscle^  dit-il^  est  un  appareil  qui  sert  à  transformer  la 
chaleur  en  travail,  mais  ce  nVst  nullement  par  le  changement 
chimique  de  la  substance  musculaire  que  Teffet  se  produit.  Le 
sang  est  l'huile  qui  brûle  lentement  dans  la  flamme  de  la 
vie.  » 

Le  cœur  opère  un  travail  considérable^  en  forçant  le  sang  à 
circuler  dans  tout  le  corps^  malgré  la  pression.  L'entretien  de 
la  vie  exige  donc  une  grande  dépense  d'énergie  même  chez 
les  personnes  qui  prennent  peu  d'exercice.  11  en  est  bien  au- 
trement encore  lorsque  Ton  fait  de  violents  efforts,  par 
exemple^  pour  gravir  une  montagne.  On  a  calculé  que  Fas- 
cension  du  Faulhorn,  à  4956  mètres  d'élévation  au-dessus  du 
lac  de  Brientz,  coûtait  par  homme  environ  170000  kilogram- 
mètres  de  travail^  tant  externe  que  circulatoire  et  respiratoire. 
11  n'est  pas  probable  que  la  substance  du  cœur  et  des  autres 
muscles,  en  même  temps  qu'elle  s'use  comme  tout  instrument 
qui  fonctionne,  subisse  d'ailleurs  une  oxydation  qui  la  con- 
sume; elle  ne  pourrait  pas  se  réparer  assez  rapidement  pour 
faire  face  à  cette  double  altération  organique  et  chimique.  Des 
savants  anglais  ont  comparé  la  quantité  de  force  engendrée 
par  Toxydation  des  muscles  à  la  quantité  de  force  mécanique 
déployée  par  ces  organes  dans  un  temps  donné;  ils  ont  trouvé 
que  le  travail  exécuté  étaitcinq  fois  plus  grand  que  celui  qui  pou- 
vait provenir  de  l'oxydation  des  muscles.  11  faut  donc  attribuer 
la  production  du  travail  à  l'action  de  l'oxygène  sur  les  aliments 
combustibles,  rendus  solubles  par  la  digestion,  et  transportés 
par  le  sang  dans  les  capillaires.  Sans  doute  les  substances 
azotées,  appelées  quelquefois  aliments  plastiques,  sont  indis- 
pensables pour  renouveler  les  tissus  usés,  et  pour  réparer  la 
machine  motrice;  mais  les  aliments  respiratoires,  c'est-à-dire 
les  substances  non  azotées,  huile,  graisse,  sucre,  amidon,  etc., 
suffisent  à  la  production  du  travail  interne  ou  externe,  comme 
à  celle  de  la  chaleur  animale.  En  résumé,  les  différents 
muscles,  et  le  cœur  lui-même,  regardé  par  Aristote  comme 
Torgane  du  sens  commun,  sont  pour  la  science  moderne  des 
moteurs  à  calorique,  soumis  aux  lois  générales  de  la  physique 
et  de  la  chimie. 


CHAPITRE  VI. 


CHALEUR  DÉTRUITE  PAR  LE  TRAVAIL  EXTERNE  DE  LA  VAPBL'R. 


16.  M.  Hira  a  fait  d'importantes  expériences  sur  les  ma- 
chines à  vapeur^  afin  de  mettre  en  évidence  la  chaleur  détrvite 
par  le  travail  externe.  Soient  T,«  le  travail  moteur  total,  V,  le 
travail  utile  recueilli  au  frein  de  Prony,  et  T/le  travail  molécu- 
laire. Si  ce  dernier  était  connu,  Téquation  Tm  =  T«  -h  T  ^  don- 
nerait le  travail  moteur,  et  pour  déterminer  E,  il  ne  resterait 
plus  qu'à  diviser  Tm  par  la  chaleur  consommée  Q.  Hais  le  travail 
moléculaire  n'est  pas  mesurable.  Si  seulement  il  était  propoi^ 
tionnel  au  travail  moteur,  en  remplaçant  T/par  aTm ,  Téqua- 
tion  du  travail  deviendrait 

T 
T,„  =  Tu  -f-  al.. ,  ou  bien  T,«  =     "* 


1  — a 

et  si  T.„  =  E  û,  on  aurait  ensuite  T«  =  (1  —  a)  E  Q. 

Ainsi  la  clialeur  consommée,  qui  doit  être  proportionnelle 
au  travail  moteur  si  le  principe  de  la  théorie  mécanique  est 
vrai,  le  serait  encore  au  travail  utile;  et  cela  sutQrait  pour 
mettre  la  loi  en  évidence.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi.  En  eETet, 
en  posant  Ttt=0,  on  aurait  T,„  =0;  une  machine  marchant  à 
vide  sans  produire  de  travail  utile  ne  consommerait  aucun 
travail  moteur,  ce  qui  est  impossible.  Aussi,  bien  que  l'on 
puisse  calculer  la  perle  de  chaleur,  et  mesurer  Tu,  puisque  Tm, 
qui  ne  lui  est  pas  proportionnel,  reste  d'ailleurs  inconnu,  on 
ne  peut  obtenir  le  rapport  de  la  chaleur  absorbée,  au  tra- 
vail T«  exercé  par  la  vapeur.  Mais  au  lieu  de  faire  varier  la 
chaleur  perdue,  et  le  travail,  pour  reconnaître  leur  proportion- 
nalité, M.  Hirn  a  rendu  constant  le  travail  utile  T»,  et  très- 
probablement  le  travail  total  Tm,  tout  en  faisant  varier  la 
dépense  de  vapeur,  et  par  suite  la  quantité  de  chaleur  en  cir- 
culation; et  comme  Texpérience  indiquait  une  même  deslruc- 
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tion  de  calories^  il  en  rôsuUailune  démonstration  indirecte  de 
la  loi  pressentie. 

De  Teau  tiède  à  la  température  6^  prise  au  condenseur^  est 
convertie  en  vapeur  à  la  température  t  dans  la  chaudière; 
cette  vapeur  est  ensuite  surchauffée  dans  un  appareil  spécial  à 
la  température  T;  elle  redescend  enfin  à  la  température  6  dans 
le  condenseur  où  Ton  fait  arriver  de  l'eau  froide  à  une  tempé- 
rature inférieure  t^.  Le  liquide  moteur  parcourt  ainsi  le  cycle 
fermé  de  M.  Clausius.  On  peut  d'ailleurs  opérer  de  deux  ma- 
nières différentes  : 

\9  La  vapeur,  entrée  dans  le  cylindre  par  la  valve  tout  ou- 
verte, sous  la  pression  initiale  de  5  atmosphères,  éprouvait 
ensuite  une  détente,  et  il  en  résultait  un  certain  travail,  de 
cent  chevaux,  par  exemple. 

^o  Pour  obtenir  le  même  travail  en  diminuant  la  détente,  on 
fermait  en  partie  la  valve  d'admission,  ce  qui  faisait  descendre 
la  pression.  Dans  ce  dernier  cas,  la  dépense  de  vapeur  et  la 
quantité  de  calorique  en  circulation  étaient  beaucoup  plus 
grandes. 

Il  s'agit  de  trouver  la  chaleur  fournie  Qq,  et  la  chaleur 
rendue  û„  afin  de  voir  si  la  perte  Q^^ — Q^  reste  constante 
comme  le  travail. 

Soient  mie  poids  de  la  vapeur  par  unité  de  temps,  et  6  la 
température  moyenne  de  l'eau  du  condenseur.  On  aura 

Q,  =  m[606,5  +  0,305(  — Ô-hO,5(T-e)]. 

En  effet,  la  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  ô^ ai* l'unité 
de  poids  de    Teau  convertie  en  vapeur   à   t^  est  :  606,5 
4-0,305^  —  6,  d'après  les  expériences  de  H.  Regnault;  et  d'ail- 
leurs la  vapeur  exige  la  moitié  d'une  calorie  par  kilogramme  '  / 
pour  chaque  degré  de  surchauffe.                                               / 

Soit  M  le  poids  d'eau  froide  à  la  température  /^  injectée  par    .'    \       '^y' 
seconde  dans  le  condenseur;  le  nombre  de  calories  qu'elle    •  i 
reçoit  sera 

\a  perte  sera  Oo  —  Ûi  • 

Ce  calcul  exige  la  connaissance  des  quantités  m  et  M  de  va- 


/?  ^ 


^., 
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peur  et  d'eau  froide.  On  pèse  Teau  fournie  à  la  chaudière  dans 
un  temps  donnée  ou  bien  on  opère  de  la  manière  suivante  : 

Un  réservoir  spacieux  renfermant  de  Teau  froide  à  niveau 
constant  est  muni  d'un  ajutage  par  lequel  s'écoule  une  quan- 
tité d'eau  froide  donnée  par  la  formule 


t  étant  la  température  de  l'eau,  h  la  hauteur  de  chute,  g  Tin- 
tensité  de  la  pesanteur,  a  et  ^  des  constantes  déterminées  par 
deux  expériences  préliminaires.  L'eau  froide  H  à  («  est  reçue 
dans  une  bâche  d'où  une  pompe  l'élève  dans  le  condenseur. 

Un  appareil  et  une  formule  semblables  font  connaître  la 
quantité  d'eau  tiède  H'  extraite  du  condenseur.  Or  on 
a  H^  =H  +  m  ;  ce  qui  donne  la  valeur  de  m  et  par  suite  Qe« 

En  opérant  avec  une  machine  à  27  tours  ou  avec  une  autre 
machine  à  93  tours  par  minute,  en  faisant  varier  d'ailleurs  la 
température,  la  pression  et  la  détente,  on  a  reconnu  que 
toutes  les  fois  que  le  travail  externe  restait  le  même,  le  nombre 
de  calories  Qo^-Qi  restait  sensiblement  invariable,  quelles 
que  fussent  les  valeurs  absolues  de  Qo  et  de  Q^  proportion- 
nelles entre  elles;  cette  perte  était  indépendante  de  la  quan- 
tité -de  chaleur  en  circulation,  mais  non  du  travail  exercé; 
il  7  avait  donc  probablement  un  rapport  constant  entre  le 
travail  produit  et  la  chaleur  détruite.  La  méthode  ne  donnait 
nullement  la  valeur  de  ce  rapport;  mais  en  admettaqt  pour  E 
la  valeur  425  obtenue  par  d'autres  procédés,  on  pouvait  calculer 
.  le  rendement  de  la  machine.  En  effet,  le  travail  recueilli  au 
0  frein  étant  par  exemple  égal  à  Ii250*",  et  la  valeur  de  Oo— Qi 
étant  de  37'^*\.44,  on  trouvait  pour  le  travail  disponible 
37,44x425  i^  159 IS^^mj   le  rendement  dit  organique  était. 

H250  * 

alors   y    a  =  0,71 .  Le  mouvement  des  organes  de  la  machine 

coûtait  donc  environ  29  p.  0/0  du  travail  disponible. 


CHAPITRE   Vil. 

EXPLICATION  DES  CALORIQUES  SPÉCIFIQUES    ET  DES  CHALEURS 
LATENTES. 


17.  Le  principe  de  Téquivalent  mécanique  de  la  chaleur, 
suffisamment  établi  parce  qui  précède,  va  nous  donner  Texpli- 
cation  des  faits  relatifs  aux  caloriques  spécifiques  des  corps, 
et  aux  chaleurs  latentes  de  fusion  et  de  vaporisation. 

Reportons-nous  à  l'équation  du  no^:    Q 


Q=K{U-t,)  +  ^  +  ^ 


Si  on  y  fait  t^—t^z=:i ,  Q  représente  alors  la  capacité  vulgaire 
pour  la  chaleur,  c'est-à-dire  la  quantité  de  chaleur  nécessaire 
pour  élever  d'un  degré  la  température  de  Tunité  de  poids  du 
corps  considéré. 

L'équation  fondamentale  devient 

Nous  avons  vu  que  lorsqu'il  s'agit  des  gaz  simples  soumis 
aux  lois  de  Mariette  et  de  Gay-Lussac,  on  peut  négliger  le  tra- 
vail interne  T,,  presque  nul,  de  sorte  que  l'on  a 

Au  lieu  de  prendre  les  gaz  sous  Tunité  de  poids,  si  on  les 
prend  sous  le  même  volume,  K  représente  la  quantité  de  cha- 
leur nécessaire  pour  élever  d'un  degré  la  température  de  l'u- 
nité de  volume  du  gaz,  abstraction  faite  de  tout  travail  inté- 
rieur ou  extérieur;  la  chaleur  communiquée  au  gaz  aura  pour 
effet  non-seulement  d'augmenter  sa  température,  mais  encore, 
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généralement,  de  produire  un  travail  sons  la  pression  exté- 
rieure. 
On  peut  ici  faire  deux  hypothèses  différentes  : 
4»  Si  la  pression  reste  constante,  à  un  même  accroissement 
de  température  correspond  un  même  accroissement  de  volurae, 
et  par  suite  un  même  travail  externe  (7)  ;  d'ailleurs  les  recher- 
ches de  DelarocheetBérard,et  celles  deH.Regnault^ ont  prouvé 
que  sous  une  pression  constante  et  à  volume  égal^  les  gaz  sim- 
ples, oxygène,  azote,  hydrogène,  ont  des  chaleurs  spêciOques 
sensiblement  égales.  Puisque  C  est  constant^  ainsi  qu^p,  la  ca- 
pacité absolue  K  est  la  même  pour  tous  les  gaz  simples. 

2<>  Si  Ton  suppose  que  le  volume  reste  constant  à  son  tour, 
le  travail  externe  devient  nul,  et  K  se  confond  avec  la  capacité 
des  gaz  sous  volume  constant^  qui  dès  lors  doit  être  la  même 
pour  les  gaz  simples^  résultat  conforme  à  l'expérience. 

f  S .  Dans  les  gaz  simples  où  les  forces  internes  sont  négli- 
geables^ la  distance  des  atomes  ne  doit  dépendre  que  de  la  pres- 
sion et  de  la  chaleur  ;  donc,  si  Ton  considère  plusieurs  de  ces 
gaz  sous  le  même  volume  et  sous  la  même  pression  >  leurs  ato- 
mes placés  à  égale  distance  les  uns  des  autres  sont  en  même 
nombre^  quelle  que  soit  leur  nature.  Représentons  par  C  la 
chaleur  spécifique  d'un  gaz,  et  par  c  celle  de  chaque  atome  ; 
dans  réquation  C=:  r»c,  le  nombre  des  atomes  n  est  constant, 
ainsi  que  C;  par  suite  la  capacité  c  de  chaque  atome  est  elle- 
même  constante. 

Les  atomes  de  tous  les  gaz  simples  ont  donc  la  même  capacité 
pour  la  chaleur. 

IS.  Lorsqu'il  s'agit  des  corps  liquides  et  des  corps  solides,  le 
travail  interne  est  très-considérable.  Comme  la  pression  exté- 
rieure est  ordinairement  une  très-petite  fraction  de  la  somme 
des  actions  moléculaires^  Téquatiob  fondamentale  se  réduit  à 

c=K+:|. 

La  capacité  absolue  K  dépend  du  nombre  des  atomes^  et  les 
actions  moléculaires  dépendent  à  la  fois  de  ce  nombre,  et  de  la 
nature  des  atomes  renfermés  dans  un  poids  donné;  aussi,  pour 
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élever  d'un  degré  la  température  des  solides  et  des  liquides  pris 
sous  la  même  masse^  faut-il  des  quantités  de  chaleur  très^iné- 
gales;  en  un  mot,  les  différentes  substances  n'ont  pas  pour  Ja 
chaleur  la  même  capacité  :  expression  inexacte,  consacrée  par 
l'usage,  et  qu'il  faut  entendre  dans  le  sens  qui  vient  d'être  ex- 
pliqué. Lorsque  la  température  s'accroît  d'an  degré,  le  volume 
du  corps,  et  par  suite  la  distance  de  ses  atomes  varie  extrême- 
ment peu;  la  force  interne,  qui  causeile  grandes  différences  dans 
les  chaleurs  spécifiques,  doit  donc  être  considérable.  Outre  cet 
écartement  des  atomes,  la  chaleur,  si  l'on  admet  l'hypothèse  de 
Davy,  produit  encore  un  autre  mouvement^  le  mouvement  calo- 
rifique desatomes  eux-mêmes^  lequel  est  sensible  au  thermomè- 
tre ;  le  travail  total  exécuté  par  la  chaleur  dans  la  génération 
de  ces  deux  sortes  de  mouvement  est  très-grand^  puisquç  pour 
augmenter  d'un  degré  la  température  d'un  kilogramme  d'eau, 
il  faut  une  quantité  de  chaleur  capable  d'élever  ce  même  kilo- 
granuneà  425  mètres  de  hauteur.  Chacun  des  deux  mouve^ 
ments  dont  nous  venons  de  parler  n'exige  pas  la  même  quan- 
tité de  chaleur;  la  théorie  prouve  que  la  capacité  vraie  de  l'eau, 
désignée  par  K,  n'est  que  les  4  dixièmes  de  la  capacité  vulgaire  ; 
de  sorte  que  les  4  dixièmes  seulement  de  la  chaleur  totale  ser- 
vent à  modifier  la  température. 

n  n'est  peut-être  pas  inutile  de  compléter  ces  premières  no« 
lions  au  moyen  de  calculs  plus  précis,  mais  assez,  élémentaires 
pour  être  introduits  dans  cette  exposition* 

S#.  Dalong  et  Petit  ont  cru  reconnaître  que  pour  tous  les 
corps  simples,  le  produit  CxP  de  la  chaleur  spécifique  par  le 
poids  atomique  donnait  un  nombre  constant  Les  expériences 
de  H*  Regnault  ont  montré  que  cette  loi  n'était  qu'approchée. 
En  réalité,  le  produit  qui  est  constant  est  celui  du  poids  atomi- 
que par  la  capacité  absolue  K  des  corps  pour  la  chaleur* 

Par  exemple,  la  chaleur  spécifique  d'un  kilogramme  d'oxy-  ^  ^^  ^ 

gène  est  égale  à  0;^75,  celle  de  l'eau  étant  prise  pour  unité.     '^ 


D'après  le  n^  7,  le  travailTp  est  égal  à  la  pression  exercée  sur 

3 


lit 


■+ 


On  aura  :  .  /,  '  ^ 

.,     0,2175=  K+^*. 
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raniic  de  surface  multipliée  par  Taccroissement  de  volume 
que  reçoit  un  kilogramme  d'oxygène^  lorsqu'il  passe  de  0<»  à  1* 
sous  la  pression  0^76;  ce  qui  donne 

^^   •    Tp=:f0333kx  y.oL, 
W 
si  l'on  désigne  par  Yg  la  fraction  de  mètre  cube  occupée 
par  le  gaz  à  la  température  initiale.  Gomme  la  densité  del'oxy- 
'    gène  est  \  ,4057,  on  a,  pour  déterminer  Vq»  Téquation 
l'^  Il 

!k=:V,4k^293x4,405T, 

d'où       .  ao^ 

V 1_  J 

\  '•-  1,4298'  ^b'r,'^^^ 

par  suite  :  v  / 

elenfln:         o^oÇUX-  o^bllo,    ^  ,  ,,. 

M       «TiT^*     J0333      0,00367_  ^"   j^ 
K  =  (ï;2mi  ^^j_  x4^j^j=  0,185. 

Si  Ton  représenfe  par  iOO  le  poids  atomique  de  Toxygène, 

on  a:  ^^^ 

Les  autres  gaz  permanents  donnent  des  résultats  peu  diffé- 
rents du  nombre  entier  45.  En  admettant  que  ce  nombre  soit 
la  valeur  du  produit  universel  KP,  applicable  à  tous  les  corps 
simples^  il  devient  aisé  de  calculer  K  pour  chacun  d'eux,  pour 
le  cuivre,  par  exemple,  dont  l'équivalent  chimique  est  395,7. 
En  eflfet,  on  aura     .  ,^/  ^i»  1  .  J" 

Kx  395,7  =  15,    d'où    K  =  0,03791.  '-^-ftAD^^i 

L'équation  '         j  ^  i-^    ^  ^  ;  -.  \  -^  ^^         L I .  O   .  :    [. 

^,  T„.  =  (G— K)  E  =  (0,^515  —  0,03791)  X  425  =  42'- 

fait  connaître  le  travail  interne  des  forces  moléculaires. 

La  constance  du  produit  KP  subsistera  si  Ton  suppose  que 
P  exprime  en  kilogrammes  le  poids  de  Tatome  de  la  substance  ; 
car  les  équivalents  ordinaires,  lorsqu'ils  sont  exactement  déter- 
minés^ sont  proportionnels  aux  poids  atomiques  rapportés  à 
une  unité  quelconque,  Soient  donc  n  et  n'  les  nombres  d'atomes 


.r'^': 


H    "-'■'- 
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renfermés  dans  Tunité  de  poids  de  deux  corps  simples  diffé- 
rents, etp  eip'  les  poids  respectifs  de  chaque  atome,  on  aura 
1  =  np  =  n'p'-y  d'où 

n=-»  et  n=-' 
P  P 

D'un  autre  côté,  les  capacités  vraies  de  ces  atomes  sont  repré^ 

K      K' 
sentéespar  -et  —«et,  par  conséquent,  par  les  produits  Kp 

et  K!p^;  si  donc  ces  produits  sont  égaux,  les  chaleurs  spécifi- 
ques absolues  des  atomes  de  tous  les  corps  simples  sont  égales, 
loi  déjà  reconnue  pour  les  gaz  (18). 

"  91.  Lorsque  plusieurs  corps  simples  forment  un  corps  com- 
|K)$é,  les  chaleurs  spécifiques  de  leurs  atomes  s'ajoutent  sans 
altération  pour  former  la  chaleur  spécifique  du  composé, 
malgré  la  combinaison  chimique.  Ainsi,  en  nommant  K  la  ca- 
pacité absolue  d'un  composé  binaire,  et  P  çon  poids  atomique, 
k  eik^  les  capacités  vraies  des  corps  simples,  n  et  n'  les  nom- 
bres d'atomes  de  chacun  d'eux,  qui  entrent  dans  le  composé, 
etp  etp'  les  poids  de  ces  atomes  rapportés  à  une  même  unité, 
on  aura 

KP=  n*p  +  n'*y. 

Or,  en  se  servant  des  équivalents  ordinaires,  on  a  trouvé  kp  := 
A'p'  =  45;  on  aura  donc 

kP  =  45  (n  +  n^. 

Cette  équation  a  été  vérifiée  sur  l'oxyde  de  carbone,  assez 
éloigné  de  son  point  de  saturation  pour  que  Ton  pose  T,«  =  o, 
ce  qui  permetde  calculer  Kdirecfement^  elle  servira  à  contrôler 
les  nombres  d'atomes  admis  par  les  chimistes  dans  la  constitu- 
tion d'un  corps. 

On  voit  que  les  différences  qui  existent  entre  les  capacités 
vraies  des  corps  pour  la  chaleur  doivent  être  attribuées  aux 
nombres  d'atomes  compris  dans  un  kilogramme,  et  non  à  leur 
nature. 

11  devient  possible  maintenant  de  calculer  la  capacité  absolue 
des  corps  composés.  Prenons  Teau  pour  exemple. 

L'eau  est  formée  d'un  volume  d'oxygène  et  de  deux  volumes 


3(»  x;aapitre  vu. 

d'hydrogène;  die  renferme  donc  deux  fois  plus  d*alomes 
d'hydrogène  que  d'oxygène^  ou,  pour  simplifier,  2  atomes  d'hy- 
drogène et  t  d'oxygène.  Son  équivalent  total  i  12,50  est  donc  le 
poids  de  3  atomes  primitifs  ;  on  aura  par  suite 

Kx  112,50  =  15X3, 
d'où  K  =  0,4. 

Si  l'on  substitue  ce  résultat  dans  la  formule 

on  trouve  Tm  =  (i  —  0,4)  X  ^25  =  255'-,  pour  le  travail  in- 
terne produit  lorsqu'un  kilogramme  d'eau  s'échauffe  d'un 
degré. 
En  résumé,  dans  l'équation 


Cest  toujours  donné  par  Texpérience.  En  négligeant  T»  pour 
les  gaz  parfaits,  l'oxygène,  l'azote,  l'hydrogène,  et  même  l'oxyde 
de  carbone,  comme  Tp  est  mesurable  directement,  on  en  con- 
clut la  valeur  de  K,  et  par  suite  les  relations  universelles 

(2)  KP  =  45, 

KP  =  45(n-f-n^  +  n''  + ) 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  gaz  liquéfiable,  tel  que  Facide  carbo- 
nique, la  seconde  des  relations  (2j  fait  connaître  K;  on  calcule 
directement  T^,  et  comme  G  est  connu,  on  a  ensuite  Tm . 

Pour  un  corpesolide  ou  liquide, on  peut  négliger  le  terme Tp; 

Tune  des  relations  (2)  fait  connaître  K;  et,  en  mettant  ce  coefO- 

T 
cient  dansC  =  K  +  y-*  on  obtient  le  travail  interne  T» . 

Cette  méthode  a  été  appliquée  avec  succès  à  un  grand  nombre 
de  corps  simples  ou  composés. 

%%.  Si  les  changements  de  densité  des  corps  solides  et 
liquides  consomment  beaucoup  de  travail,  il  en  est  bien  autre- 
ment encore  des  changements  d'état.  Ainsi,  la  fusion  d'un  kilo- 
gramme de  glace  à  la  température  de  0»  exige  79  unités  de 
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dialear  dite  latente^  et^  par  conséquent^  79  x  425  ou  33S75  kii<^ 
grammètres  de  (rayail.  De  plus,  la  formation  d*un  kilogramme 
de  Tapeur  d'eau  à  lOO®  sons  la  pression  atmosphérique  0"  76 
consomme  5537  calories,  c'est-à-dire  537  x  425(m2282î5  kilo- 
grammètres.  On  peut  juger  par  là  de  Ténergie  dépensée  par  le 
soleil  pour  élever  dans  l'atmosphère^  sous  la  forme  de  Tapeurs^ 
la  masse  d'eau  qui  retombe  en  pluie  ou  en  neige^  ou  se  liquéfie 
sur  les  montagnes,  ti  forme  les  torrents^  les  rivières^  et  les 
fleuTCS,  Yéritabies  courants  de  force  mécanique. 

Voici  comment  la  nouyeUe  théorie  rend  compte  de  ces  phé^- 
nonoènes. 

Reportons-nous  un  instant  à  Texpérience  du  n<>  4,  qui  con- 
siste à  laisser  tomber  une  bille  d'ivoire  sur  une  table  de 
marbre. 

Lorsque  le  corps  était  immobile  à  la  hauteur  H,  il  avait  unô 
tendance  à  tomber,  sous  Tinfluence  du  globe  terrestre;  il 
était  en  possession  d'une  énergie  statique  ou  potefitielte^  en- 
core sans  effet.  Dès  qu'il  devient  libre ,  celte  énergie  entre 
en  activité;  M.  Rankine  rappelle  alors  énergie  actuelle  ou 
dynamique  ;  elle  est  mesurée  par  le  travail  correspondant  à 
la  force  vjye  acquise  par  le  mobile;  et  elle  serait  capable,  si  elle/^^^  ^ 
s'exerçait  en""  sens  contraire,  de  faire  remonter  le  corps  jus^ 
qu'au  point  de  départ.  A  un  instant  quelconque  de  la  chute, 
le  corps  a  donc  gagné  en  énergie  dynamique  ce  qu^l  a  perdu 
en  énergie  polentielley  et  Ton  peut  dire  avec  H.  Helmholtz 
qne>  dans  Tunivers,  la  somme  de  ces  deux  énergies  est  con- 
stante. 

Lorsque  les  molécules  d'un  corps  sont  écartées  les  unes  des 
autres  par  une  cause  extérieure,  elles  tendent  à  revenir  à  leurs 
positions  primitives,  de  la  même  manière  qu'un  corps  pesant, 
soulevé  à  une  certaine  hauteur,  tend  à  revenir  à  la  surface  de 
la  terre.  Pendant  la  fusion  de  la  glace,  la  chaleur,  qui  exécute 
un  travail  intérieur  en  donnant  de  nouvelles  positions  aux 
molécules  soumises  à  leur  action  mutuelle,  leur  communique 
une  énergie  potentielle;  si  ensuite  un  refroidissement  ou  un 
mouvement  vibratoire  vient  provoquer  la  congélation  de  l'eau, 
les  forces  intérieures  redeviennent  actives,  les  molécules  re- 
tournent brusquement  à  leurs  positions  initiales  ou  à  des  posi- 
tionsanaloguos,  leur  énergie  potentielle  se  convertit  en  énergie 


^8  cuApiiaE  vil. 

dynamiquej  et  celk-ci  en  chaleur  sensible.  Le  résultat  parait  le 
.même  que  si  la  cbaleur,  communiquée  primitivement  à  la 
glace  en  fusion»  était  resiée  dissimulée  ou  latente,  pour  se 
manifester  au  thermomètre  par  le  retour  du  liquide  à  l'état 
solide. 

Ce  raisonnement  est  applicable  aux  phénomènes  de  la  vapo- 
risation; mais  iciy  outre  le  travail  interne  déjà  plus  grand  que 
dans  la  fusion^  la  chaleur  produit  encore  un  travail  externe 
exercé  par  la  vapeur  sur  Tatmosphère  ;  ces  deux  circonstances 
réunies  font  que  la  chaleur  latente  de  vaporisation  est  presque 
sept  fois  plus  grande  que  la  chaleur  latente  de  fusion. 

Prenons  Teau  à  iOO%  au  moment  où  elle  se  vaporise  sous  la 
pression  Om  76.  L'équation  du  n«  17  devient 

228225  ==T«  +  Tp. 

Or»  on  peut  calculer  directement  Tp.  En  eflct»  le  volume  occupé 
par  un  kilogramme  d^eau  liquide  est  sensiblement  O^^'OOK 
tandis  qu'un  kilogramme  de  vapeur  à  iOO^  sous  la  pression 
0"  76  occupe  i'»«696.  On  aura  donc  (7)  : 

Tp  =  1,695  X  i033i  =  i7ol6'"", 
et  par  suite  : 

T.,=  228225  —  17516  =  210709^'». 

On  voit  que  la  plus  grande  partie  de  la  chaleur  latente  de 
vaporisation  est  employée  à  vaincre  Fattraction  des  molé- 
cules, 

La  cbaleur  latente  est  cjuelquefois  prise  aux  corps  environ- 
nants, qui  subissent  alors  un  refroidissement  considérable. 

Nous  ne  raisonnons  ici  que  sur  les  changements  d*ctat  de 
Teau.  Hais  Texplication  du  froid  produit  par  Tévaporation  de 
ce  liquide  dans  les  expériences  de  Leslie  et  de  WoUaston  pour- 
rait s'appliquer,  avec  des  chiffres  différents,  au  froid  provoqué 
par  la  liquéfaction  des  sels  dans  les  mélanges  réfrigérants,  ou 
par  révaporation  de  Tammoniaque  dans  le  réfrigérant  Carré, 
et  encore,  au  froid  excessif  qui  accompagne  l'évaporation  de 
l'acide  sulfureux  ou  de  l'acide  carbonique,  dans  les  belles  expé- 
riences de  Boutigny,  deThilorier  et  de  Faraday. 


EXPLICATION  DB8  CALORIQUES  SPÉCIFIQUES.  39 

M.  On  peut  aller  plus  loin  dans  l'élude  de  Feau  elle-niéme, 
et  appliquer  la  théorie  dynamique  à  la  formation  de  ce  liquide 
par  la  combinaison  chimique  de  liiydrogène  et  de  l'oxygène. 

Un  lûlogramme  d'eau  provient  de  la  combusticMi  de  g  de  kilo- 
gramme de  gaz  hydrogène.  Or,  d'après  les  expériences  de 
m.  Favre  et  Silberman,  cette  combustion  dégage  S830  calories, 
qui  équivalent  à  4627750  kilogrammètres;  de  sorte  que  les 
atomes  d'hydrogène  et  d'oxygène,  en  se  précipitant  les  uns  sur 
les  autres  par  suite  de  leur  arflnité  mutuelle,  développent,  au 
moment  de  leur  choc,  une  énergie  dynamique  capable  d'élever, 
à  la  hauteur  de  10  mètres,  un  poids  de  i62775  kilogrammes. 
Telles  sont  les  forces  immenses  qui  sont  en  jeu  au  sein  de  la 
nature. 


CHAPITRE  VIII. 


CMALEUH  PEODUITE  OU  CONSOMMÉE  DANS  LN  MOTEtR  A  GAZ. 


%é.  La  méthode  du  D'  Mayer,  fondée  sur  la  double  loi  de- 
Gay-Lussac  et  de  Mariotle,  et  sur  les  chaleurs  spécifiques  des 
gaZ;  nous  a  donné  une  valeur  approchée  de  l'équivalent  mé- 
canique de  la  chaleur.  H.  Bourget,  en  partant  des  mêmes  lois 
physiques^  a  pu  mettre  en  évidence  le  premier  principe  de  la 
théorie  mécanique;  la  nouvelle  interprétation  des  phénomènes 
surgit  clairement  de  son  élégante  analyse^  que  nous  allons  re-i^ 
produire  sous  une  forme  plus  élémentaire. 

Nous  savons  que  la  valeur  de  E  est  subordonnée  à  celle 

de  Y=^»  c'est-à-dire  au  rapport  des  chaleurs  spécifiques  de 

l'air.  Or  l'acoustique  permet  de  calculer  y-  En  effets  la  vitesse 
du  son  dans  l'air  est  exprimée  par  la  formule  de  Newton  cor^ 
rigée  par  Laplace  : 


=v> 


■aOy 


d  étant  la  densité  du  gaz^  e  sa  pression  sur  Tunité  de  surface, 
a  son  coefficient  do  dilatation^  et  ^  sa  température. 

Soient  À  la  densité  du  mercure^  et  gf^O^'^BOSS;  on  aura 
pour  l'air  :  e  =:0,76x  A.  ff,  et  par  suite 

.V=y/o,76x  ff Xj(4  4-aO  y 

La  vitesse  expérimentale  du  sou  dans  Tair  à  1 6''  est  de  340*" ,88 

par  seconde.  D'ailleurs  on  a  •^=  7-550»  et  a  =  0,003665. 

On  en  conclut  y =1,400. 

Analysons  maintenant  le  travail  de  H.  Bourget. 
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H  5 .  Soit  V  le  Yolume  en  mètres  cubes  d'ungaz  sous  la  pression  j» 
par  mètre  carré,  et  à  la  température  t  ;  Téquation  pY =K  (i  +a() 
exprime  la  loi  de  Mariotte  et  celle  de  Gay-Lussac,  K  étant  un 
nombre  constant  facile  à  calculer;  car  si  m  est  le  poids  du  gaz 
considéré,  et  d  sa  densité  rapportée  à  celle  de  l'air,  on  aura    . 


ou  bien 


tn  =  Vx  iN2932XT7;:^T-=X74-:Xd. 
i0334.5      i-t-al 


p\   _mxl0334.S_ 
i-i-at^  dX  1,2932  ~^' 


Cela  posé,  si  V^  désigne  le  Yolume  qui  correspond  a  une 
nouvelle  température  tf  aussi  voisine  de  t  qu'on  voudra,  sans 
que  la  pression  change,  on  aura 

et  par  suite 

Le  gaz  aura  reçu  de  son  enveloppe  une  quantité  de  cha- 
leur q^  =  mC{t^ — l),  en  désignant  par  C^  sa  capacité  sous 
pression  constante.  Si  on  élimine  t^^t  entre  les  deux  dernières 
équations,  on  aura 

'^'—  Ka 

Le  gaz  restant  sous  le  vohime  V,  supposons  que  la  pression 
varie  à  son  tour  et  devienne  p'  à  la  température  fy  on  aura 

et  par  suite 

V'(p'— p)=Ka(r— 0- 

Le  gaz  aura  reçu  une  nouvelle  quantité  de  chaleur 
g,=  mC  (t"—  V),  en  désignant  par  C  sa  capacité  sous  volume 
constant.  Si  on  élimine  T— t',  on  aura 
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soit  g  =  fli  ^-  ç,  ;  il  vient 


m 


9=f;[f^'PCf'-^')'^C^'{P'-P)h 


et  en  posant  encore 


mC 


Nous  avons  dit  que  les  accroissements  t'  —  ^  C  —  t,  V  —  V 
et  p^ — P  étaient  aussi  petits  qu'on  voudra.  On  comprend  que 
le  gaz,  primitivement  à  la  température  Co»  sous  le  volume  Y»  et 
sous  la  pression  Po,  parvienne  à  la  température  l^,9LU  volume  Y. 
et  à  la  pression  Pp  en  passant  par  une  infinité  d'états  intermé- 
diaires; il  aura  pris  à  Tenveloppe  une  quantité  totale  de  cha- 
leur Q  =  2qf,  ce  que  nous  pouvons  exprimer  par  Téquation 

Q  =  29  =  Ç^[Y2p(V'-.V)-|-2V/(p'-p)], 

La  parenthèse  comprend  deux  termes  généraux,  et  chacun 
d'eux  est  susceptible  d'une  représentation  géométrique  qui 
amènera  une  simplification  importante.  Considérons  d'abord 
Texpression  2p(V' — V);  lorsque  le  yolume  varie  entre  V^ 
et  Yp  et  la  pression  entre  p^  etp^  si  Ton  connaissait  la  rela- 
tion exacte  qui  existe  entre  le  volume  et  la  pression,  on  pour- 
rait la  figurer  par  une  courbe  ayant  le  volume  pour  abcisse 
variable,  et  la  pression  pour  ordonnée. 

Soient  A  Vo=ro,  A  Y,  =v^,  Vl^\  =  p^,  M^  Y,=p4. 

Si  Y  et  p  sont  des  valeurs  comprises  entre  les  limites  ainsi 


définies,  le  travail  élémentaire  p  (V  —  V)  est  figuré  (u*»  1)  par 
le  rectangle  MVY'Q,  de  sorte  <|uc  le  travail  total  ïp  (V  — Y) 
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est  la  somme  des  rectangles  analogues;  si  Ton  suppose  que  la 
température^  la  pression,  et  le  volume  varient  par  degrés  in- 
sensibles, la  somme  des  rectangles  aura  pour  limite  Taire  tra- 
pézoïdale Mq  YoV^  H|  qui  représente  alors  le  travail  2p(V'— V). 
Ou  verrait  de  même  que  le  travail  total  2  V  (}/  —p)  est  re- 
présenté par  Taire  trapézoïdale  HoPoPi  M^.  D*aprèsla  figure, 
on  peut  écrire 

ou  bien 

2V(p'-p)=p.V.-PoVo-2p(V'-V). 

La  substitution  nous  donne  : 

Maison  apjV,— p,Vo=Ka(t,— y;  si  Ton  pose  2p(V'— V)=T 
on  obtient  : 

•Q=mC(*.-g4-tîi^^.T. 

Ainsi  le  gaz  a  reçu  de  son  enveloppe  : 

V  Une  certaine  quantité  de  chaleur  dépendant  de  sa  capacité 
sous  volume  constant,  et  indépendante  de  tout  travail  exercé 
ou  recueilli. 

2o  Une  autre  quantité  de  chaleur  proportionnelle  à  ce  travail, 

puisque  le  coefficient ^ est  constant. 

mC(Y  — t)      i  1     j        '      I 

Posons  - — 17* =  g  ;  nous  aurons  les  deux  équations 

„__     i0334,5XaY 
d(Y— 4)Xi,293C^' 
et 

On  s'est  servi  de  la  première  deces  équations  pour  déterminer 
approximativement  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  On 
a  pour  Tair  d  =  i;  et  d'après  les  expériences  de  H.  Regnault, 
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a  :£=  0,003665,  C'= 0,2377.  Si  Ton  effectue  les  calculs,  on  ob- 
tient E=lâ3,â2x  — ^;  et  en  admettant  pour  y  la  valeur 
y-i 

^,40  calculée  au  n» U,  on  trouve  E r=  43i ,  résultat  que  plu- 
sieurs physiciens  ont  obtenu  par  d'autres  méthodes^  et  qui  est 
probablement  plus  exact  que  le  nombre  425  généralement 
adopté. 

Supposons  toujours  que  la  masse  gazeuse  soit  renfermée 
dans  un  corps  de  pompe  sous  un  piston;  admettons  que  le 
piston^  après  s'être  élevé,  soit  redescendu  au  même  points  de 
telle  sorte  d'ailieurs  qire  la  température,  la  pression  et  le  vo- 
lume du  gaz  aient  repris  leurs  valeurs  primitives;  la  formule 
se  réduit  à 

"""         4^5         ""425* 

Dans  les  instants  où  le  volume  était  croissant,  rétémenl 
p(V^— V)  éiiit  positif,  et  le  travail  était  moteur;  dans  le  cas 
contraire,  il  était  résistant.  La  quantité  de  ciialeur  Q  est  posi- 
tive ou  négative  en  même  temps  que  Texcès  du  travail  moteur 
sur  le  travail  résistant,  dans  les  deux  mouvements  alternatifs 
du  piston.  Or  à  la  fin.  le  gaz,  revenu  à  son  état  initial,  n'a 
pas  plus  de  chaleur  qu'au  commencement;  il  a  donc  consommé 
une  quantité  de  chaleur  proportionnelle  au  travail  produit  à 
Textérieur,  ou  bien  inversement,  il  a  fourni  à  Tenveloppe  une 
quantité  de  chaleur  proportionnelle  au  travail  exercé  sur  lui 
par  le  piston. 

Il  peut  arriver  que  le  travail  T  soit  nul.  En  effet,  si  le  gaz  re- 
vient à  son  état  initial  en  passant  en  sens  inverse  par  les  mêmes 
circonstances  de  température,  de  volume,  et  de  force  élastique, 
le  travail  positif  exercé  par  le  gaz  sur  le  piston,  et  le  travail 
négatif  exercé  par  le  piston  sur  le  gaz  pendant  l'évolution 
complète,  se  détruiront  exactement. 

Mais  si  les  états  intermédiaires  de  température,  de  volume 
et  de  pVession  diffèrent  à  Taller  et  au  retour,  T  ne  sera  plus 
nul.  Il  sera  positif  si,  lorsque  le  volume  varie  de  V^à  V,,  la 
température,  et  par  conséquent  la  force  élastique,  est  plus 
élevée  que  lorsque  le  volume  redescend  de  V,  à  V^,^  dans  ce 
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cas  !c  Irarail  sera  Rgnté  par  Taire  comprise  dans  In  eourbo 
fermée  M.  M  H.  N  Mo. 


M. 


V. 


V, 


Le  travail  total  serait  négatif  dans  le  cas  contraire. 

On  voit  que  Thypothèse  de  travail  exercé  ou  recueilli  par  le 
gaz  et  par  conséquent  de  chaleur  dépensée  ou  produite  propor- 
tionnellement n'est  |)a8  illusoire,  mais  qu'elle  est  l'expression 
exacte  des  faits. 

%%.  Pour  déterminer  T=  2p  (V'  — V)^  il  faudrait  en  général 
observer  la  marche  dn  piston,  déterminer  en  nombre  suffisant 
les  valeurs  correspondantes  de  la  pression  et  du  vdume^  et 
opérer  la  quadrature  de  la  courbe.  Mais  la  valeur  de  T  s'obtient 
immédiatement  dans  deux  cas  remarquables  : 

io  Supposons  que  la  température  reste  constante  ;  le  gaz  obéit 
alors  à  la  loi  de  Mariette  et  l'on  a  constamment  Vp=y^p^. 
Cette  circonstance  se  présente  l<H^ue  le  ga^  ou  la  vapeur,  en 
se  détendant,  prend  aux  parois  du  cylindre  assez  de  ehaleur 
pour  conserver  sa  température.  Le  calcul  intégral  donne  alors 
la  formule  suivante  qu'il  est  bon  de  connaître  même  sans  dé- 
monstration : 


T  =  2,303  XV, P.logji. 


2»  Supposons  qu'il  n'y  ait  entre  le  gaz  et  son  enveloppe  aucun 
échange  de  chaleur,  ou  c]ue  la  chaleur  élémentaire  transmise 
soit  constamment  nulle.  Dans  ce  cas  le  calcul  intégral  donne 
immédiatement  la  formule  de  Poisson  : 
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et  par  suite 


-^•[' -©'-']• 


A  cause  de  réquaiion  /  |  '    =  .V  \  '  on  a  encore 

ce  qui  permet  de  calculer  <^. 

97 .  La  théorie  des  gaz,  établie  par  les  travaux  de  Mariette, 
de  Gay*Lussaç,  de  Dulong,  de  Laplace,  etc.,  prouve,  comme 
l'expérience  de  H.  Joule,  la  réalité  et  la  constance  de  I  équiva- 
lent mécanique  de  la  chaleur  ;  la  théorie  nouvelle  vient  donc 
compléter,  rectifier,  si  l'on  veut,  l'ancienne  théorie,  mais  non 
la  détruire.  La  science  se  tait,  comme  les  calculs  astronomiques, 
par  des  approximations  successives.  Plusieurs  géomètres* 
MM.  Clausius,  Rankine,  Dûpré,  de  Tessan,  etc.,  etc.,  en  partant 
du  principe  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur,  ont  donné 
une  théorie  générale  des  gaz,  d'où  il  résulte  que  les  lois  da  Ga  j- 
Lussac  et  de  Mariette  ne  sont  qu'approchées^  mais  qu'elles  sont 
suffisamment  exactes,  lorsque  Ton  peut  négliger  le  travail 
moléculaire  du  à  Técarlement  des  atomes  :  il  fout,  pour  cela, 
que  le  volume  atomique  soit  très-petit  relativement  au  volume 
apparent,  que  le  gaz  soit  très-raréfîé  et  très-éloigné  de  son  - 
point  de  liquéfaction,  comme  l'hydrogène,  Tazote,  l'oxygène 
aux  températures  ordinaires,  et  la  vapeur  d'eau  sous  une  petite 
masse  à  une  h^ule  température.  En  un  mot,  lorsqu'il  s'agit 
des  gaz  parfaits ,  la  double  loi  de  Mariette  et  de  Gay-Lussac 
reste  dans  la  science  comme  une  grande  et  belle  approxi- 
mation. 


CHAPITRE  IX. 
^■iNciPB  DE  l'Égalité  de  rendement  des  divers  moteurs. 


t9ft.  A6n  de  pénétrer  plus  loin  dans  les  applications  de  la 
théorie  thermo-dynamique^  je  yais  énoncer  sans  démonstra- 
tion le  second  principe  Tondamental  de  cette  théorie. 

Désignons  par  T  la  température  comptée  à  partir  du  zéro 

absdn.  H.  Clausius  admet  que  sa  yalenr  est  égale  à  (  +  -  * 

I  étant  la  température  relative  mesurée  à  partir  de  la  glace 
fondante^  et  a  le  coefficient  de  dilatation  des  gaz,  sous  pression 
constante.  Du  reste,  on  peut^  je  crois^  se  rendre  compte  de  ce 
résultat  de  la  manière  suivante  : 

Soient  u  le  volume  atomique  d'une  masse  de  gaz,  et  v  le  to- 
lume  interatomique^  le  Tolume  apparent  sera  v+u;  supposons 
que  le  gaz  reste  soumis  à  une  pression  inyariable  et  très- 
petite.  La  loi  de  Gay-Lussac  nous  donne: 

V  +  u=:(tJo  +  M)(l  — aO, 
d'où 


-m 


Si  la  densité  du  gaz  est  très-petite  à  zéro,  on  peut  négliger  la 
fraction  —  yis-à-vis  de  l'unité  :  si  ensuite  on  fait  tendre  v  vers 

0,  la  Taleor  de  t  aura  pour  limite  -  =  273«.  Cest  à  cette  limite 

OL 

des  températures  que  les  particules  seraient  en  contact,  et  pro* 
bablement  privées  de  tout  mouvement  calorifique,  ou  de  toute 
chaleur.  S'il  en  est  ainsi,  le  zéro  absolu  est  i  S73o  au-dessous 
de  la  glace  fbndante>  et  la  température  T  parait  égale  à  273+^ 
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Passer  de  la  tein|)ératare  relative  à  la  température  absolue 
revient  à  déplacer  l'origine  des  coordonnées  en  géométrie^  de 
manière  à  simplifier  les  formules. 

Ce  résultat  s'accorde  encore  avec  cette  antre  considération^ 
que  si^  dans  la  formule  pv=2K(i  +  ctt),k  laquelle  est  soumise 

une  masse  de  gaz,  on  fait  C= sans  faire  varier  le  volume, 

on  obtient  p  =  o;  à  cette  limite,  le  gaz  n^aurait  plus  aucune 
force  élastique,  ni  aucun  mouvement  particulaire,  ni  aucune 
chaleur. 

99.  Supposons  que,  dans  une  machine  thermique,  le  moteur 
particulier,  eau,  étber,  air,  etc.,  décrive  un  cycle  fermé,  c'est- 
à-dire  passe,  à  chaque  période,  entre  les  températures  T^  et  T^ 
du  foyer  et  du  réfrigérant,  par  les  mêmes  états  successifs  de 
température,  de  force  élastique  eUde  volume. 

Les  théoriciens  ont  démontré  que,  si  la  chaleur  était  em- 
ployée de  manière  à  produire  le  maximum  d'effet  mécanique, 
et  non  à  modi&er  la  température,  on  aurait  la  proportioi» 
suivante  : 

wrt  ''''  'iTo — ^î; 

Q^  étant  toujours  la  quantité  de  chaleur  fournie  au  moteur 
par  le  foyer  à  la  température  T^,  et  Q^  la  quantité  de  chaleur 
qui  lui  serait  soustraite  par  la  source  de  froid  à  la  tempéra- 
ture Tj.  Ainsi,  les  rapports  g2  et  ^^^^^  restent  invariables 

pour  tous  les  corps  intermédiaires,  quand  les  températures  T^ 
et  Tt  restent  fixes;  c'est  là  le  second  principe  fondamental  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  appelé  quelquefois  le 
principe  de  l'égalité  de  rendement. 
L'expression  du  travail  disponible  9  est  : 

9=425(0,-0.). 

On  aurait  donc  pour  un  moteur  parfait  de  nature  quelconque  r 
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SO.  Reportons- nous  un  instant  à  l'équation  fondamen- 
tale (5). 

En  partant  de  cette  cqu.iiion  relative  à  la  chaleur^  et  au  tra- 
vail scit  interne  soit  externe  d'un  corps  quelconque^  les  géo- 
roètres  ont  fondé  sur  le  principe  de  Téquivalent  mécanique  et 
sur  le  principe  de  Tégalité  de  rendement^  une  théorie  géné- 
rale des  gaz,  des  liquides,  des  solides,  comprenant  comme 
conséquences  les  lois  de  la  physique  expérimentale.  Cette 
théorie  appartient  à  la  physique  mathématique;  toutefois, 
nous  allons  voir  que  le  principe  de  l'égalité  de  rendement,  tel 
que  nous  Tavons  énoncé^  peut  aisément  s'appliquer  aux  ma- 
chines  à  vapeur. 


CHAPITRE  X. 

CALCUL  I>ES  DIVERS  RENDEMENTS   D'L'NB  HAGHINB  A  VAPEUR* 


T  T 

SI.  Dans  l'cqualion  9=42SxQo  \    ^  la  valeur  de  <p  re- 

présente  le  maximum  de  travail  que  donnerait  le  moteur  dans 
Tunité  de  temps^  si  la  vapeur,  toujours  en  contact  avec  des 
organes  à  la  même  température  qu'elle,  ne  produisait  que  des 
effets  mécaniques.  C'est  à  cette  limite  idéale  quMl  faudra  com- 
parer soit  le  travail  réellement  disponible  ^};=425x  (Qo— Ct)? 
soit  le  travail  F  recueilli  au  frein  dynamométrique. 

F 

Le  rapport  -=P  est  le  rendement  pratique  du  moteur.  It 

est  analogue  au  rendement  d'un  moteur  hydraulique,  que  l'on 
obtient  en  divisant  le  travail  recueilli  au  trein  par  le  travail 
de  la  chute  ph.  La  perte  totale  de  travail  est  ç— F  =  (1  —  P)  f. 

Le  rapport  Ï=G  est  le  rendement  générique.  Il  fait  con- 
naître la  perte  de  travail  <p  —  ^=(i  — G)<p,  due  au  mauvais 
emploi  du  calorique,  aux  espaces  nuisibles,  aux  fuites,  etc. 

F 

Le  rapport-;  =(11  est  le  rendement  organique  dont  nous 

avons  déjà  parlé  (16).  Il  fait  connaître  la  perte  de  travail  ^— F 
r=(l  —  (d)\j; =(1—0))  G <p,  produite  par  les  organes  de  la  ma- 
ehine. 

Remarquons  la  vérification  P=G(â.  En  ajoutant  la  perte 
générique  avec  la  perte  organique,  nous  aurons  la  perte  to- 
tale ou  pratique,  comme  on  pourrait  le  vérifier  par  l'algèbre. 

S9.  Dans  Tune  des  expériences  de  M.  Rirn,  on  avait  (n*  iG)  : 

1=240^    l=148,a,    e=5,    m=0k,3425i, 
d'où 

To=273  +  2IO=^3p. 
^^=%^3+     5=278*. 
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Oo  =  0,34254 [606,5  +  0,305  X  i48%3  -5  +  0,5  (-240  —  1 48,3)] 
=a39^%25. 

<p  =  239,25  X  425(^i2^=~^)=4658ik-. 

F=li250k«. 
Û.-Q/,  =  37,44. 

Ces  éléments  nous  donnent  les  diverses  sortes  de  rendement 
oi  de  pertes  : 

l«>  I^  rendement  pratique  est 

ç-4658T~^^^^' 

et  la  perle  totale  s'élève  à  76  pour  100  du  travail  théorique. 
2"*  On  a  pour  le  rendement  générique 

4^_  425  X37,44_i  5912  _ 
9""      46581      ~  46581  ""   ' 

Le  mauvais  emploi  du  calorique,  les  fuites  de  vapeur,  etc., 
coûtent  66  pour  cent  du  travail  théorique  ^, . 
3«>.  On  a  enfin  pour  le  rendement  organique 

F_11250_ 
^-Ï59Ï2-^'^'- 

Le  mouvement  des  organes  de  la  machine  coûte  29  pour 
100  de  ^,  et  par  suite  29X0,34  ou  environ  10  pour  100  du  tra- 
vail théorique  9.  On  voit  que  la  perte  totale  est  bien  égale  à 
la  perte  générique  augmentée  de  la  perte  organique. 

Le  constructeur  ayant  ainsi  déterminé  la  valeur  relative  des 
difTérents  éléments  d'une  machine  à  vapeur,  pourra  ensuite, 
en  les  modifiant  convenablement,  donner  à  cette  machine 
toute  la  perfection  désirable.  L'importance  de  la  vapeur  dans 
Tindustrie  moderne  a  créé  la  théorie  thermodynamique;  à 
son  tour,  cette  théorie  doit  contribuer  au  perfectionnement 
des  machines  thermiques  elles-mêmes» 


FIN. 


THÉORIE  MÉCANIQUE 


DE 


LA  CHALEUR. 


L'Auteur  et  l'Éditeur  de  cet  Ouvrage  se  réservent  le  droit  de  le  traduire  oit 
de  le  faire  traduire  en  toutes  langues.  Ils  poursuivront,  en  vertu  des  Loi&y 
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PRÉFACE. 


Ce  livre  est  la  reproduction  de  mon  Cours  à  la  Sorbonne 
pendant  Tannée  scolaire  1867-1868.  11  est  divisé  en  deux 
Parties,  comprenant.  Tune  les  phénomènes  thermiques 
proprement  dits,  l'autre  les  phénomènes  électriques.  La 
Théorie  mécanique  de  la  chaleur  a  pris  en  peu  d'années 
une  telle  extension,  qu'elle  embrasse  aujourd'hui  pres- 
que toute  la  Physique;  elle  ramène  à  une  même  mesure, 
l'unité  mécanique  du  travail,  les  manifestations  si  variées 
des  forces  naturelles,  ^[on  but  a  élé  d'exposer  les  prin- 
cipes fondamentaux  de  cette  science  nouvelle,  en  les  dé- 
duisant, autant  que  cela  peut  se  faire  aujourd'hui,  des 
lois  générales  de  la  Mécanique. 

J'ai  beaucoup  emprunté  à  l'ouvrage  célèbre  de  M.  Clau- 
sius,  ouvrage  formé  de  la  réunion  de  ses  Mémoires  ori- 
ginaux sur  cette  matière.  J'ai  eu  recours  aussi  aux  tra- 
vaux remarquables  de  MM.  W.  Thomson  et  Rankine. 
Dans  le  Chapitre  relatif  à  l'écoulement  des  fluides,  j'ai 
fait  des  emprunts  au  livre  de  M.  Zeuner,  où  cette  ques- 
tion est  traitée  avec  détail.  En  ce  qui  concerne  l'induc- 
tion électrique,  j'ai  adopté  la  formule  de  M.  Weber,  qui 
non-seulement  comprend,  comme  cas  particuliers,  la  loi 
de  Coulomb  et  celle  d'Ampère,  c'est-à-dire  l'ensemble 
des  phénomènes  d'électricité  statique  et  d'électricité  dy- 
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namique,  mais  qui  rend  compte  aussi  des  phénomènes 
d'induction.  Cette  loi  de  Weber  parait  destinée  à  jouer 
un  rôle  prépondérant  dans  Tétude  de  l'électricité. 

Je  fais  hommage  de  mon  Livre,  et  c'est  pour  moi  un 
acte  de  justice  et  une  satisfaction  du  cœur,  à  la  Mémoire 
de  mon  collègue  Verdet,  dont  la  mort  prématurée  a  été 
une  perte  si  grande  pour  la  science.  La  Théorie  méca- 
nique de  la  chaleur  était  devenue  son  étude  de  prédilec- 
tion; il  l'a  professée  pendant  deux  années  à  la  Sorbonne: 
j'ai  été  assez  heureux  pour  assister  à  ses  Leçons;  quel- 
ques-uns de  ses  élèves  les  ont  recueillies  et  les  publient 
en  ce  moment.  Le  lecteur  trouvera  dans  les  Leçons  de 
Verdet  le  complément  des  miennes;  je  me  suis  attaché 
surtout  à  la  partie  théorique;  les  Leçons  de  Verdet  con- 
tiennent des  détails  précieux  sur  les  expériences  qui  ont 
servi  de  base  à  la  théorie,  ou  qui  en  confirment  les  con- 
séquences, une  critique  sûre  et  approfondie  de  la  valeur 
et  de  la  portée  de  ces  expériences,  dont  les  plus  impor- 
tantes sont  dues  k  MM.  Regnault  et  Joule. 

Je  dois  des  remerciments  à  M.  Mascart,  qui  a  rédigé 
mes  Leçons,  et  qui  a  bien  voulu  m'aider  dans  le  travail 
de  révision  et  de  perfectionnement  nécessaire  a  leur  pu- 
blication. 
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i.  On  atlribue  les  phénomènes  lumineux  aux  vibrations 
d'un  milieu  élastique  qui  est  répandu  dans  l'espace  et  qui 
pénètre  tous  les  corps.  On  regarde  ce  milieu,  qu'on  appelle 
éther,  comme  formé  &* atomes  situés  à  distance  et  exerçant  les 
uns  sur  les  autres  des  actions  répulsives  dirigées  suivant  les 
droites  qui  joignent  les  atomes  deux  à  deux;  ces  actions  sont 
proportionnelles  aux  masses  des  atomes  et  fonctions  des  dis- 
tances qui  les  séparent. 

2.  Les  corps  que  nous  appelons  pondérables  sont  aussi  for- 
més d'atomes  exerçant  les  uns  sur  les  autres  des  actions  à 
distance.  Pour  expliquer  les  phénomènes  de  réfraction,  il  faut 
admettre  que  la  densité  moyenne  de  Téther  n'est  pas  la  même 
dans  les  milieux  réfringents  que  dans  le  vide,  et,  par  suite, 
que  la  matière  pondérable  exerce  une  influence  sur  les  atomes 
d'éther.  Supposons,  par  exemple,  que  cette  action  soit  attrac- 
tive :  chaque  atome  pondérable  sera  alors  entouré  d'une  atmo- 
sphère d'éther  dont  la  densité  est  plus  grande  que  dans  le  vide 
et  décroît  rapidement  à  partir  du  centre;  l'excès  d'éther  ac- 
cumulé autour  de  chaque  atome  est  la  masse  de  cette  atmo- 
sphère. D'après  cela,  l'action  totale  qui  s'exerce  entre  deux 
atomes  pondérables  de  masses  m  et  m'  peut  être  considérée 
comme  la  résultante  de  deux  forces  :  l'une  attractive,  provc- 
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nanl  des  masses  pondérables  eUes-mêmes  et  de  la  forme 
»  r  étant  la  distance  de  ces  deux  atomes;  Tautre  répul- 
sive, provenant  de  la  réaction  naturelle  dos  deux  atmosphères 

d'éther  et  de  la  forme  — — -;  de  sorte  que  l'action  résultante 

est 

mm' a       mm'b 


9  = 


r^^p 


mm' a  f  h  \ 


ou,  en  posant  /*,  =  - 


a 


'==^[-(7)']- 


On  voit  qu'il  y  a  une  position  d'équilibre  pour  la  distance 
r=r^^  que  la  force  est  attractive  si  la  distance  est  plus  grande 
que  r«,  répulsive  si  la  distance  est  plus  petite. 

5.  Concevons  maintenant  qu'un  certain  nombre  d'atomes 
constituent  un  groupe  régulier  sous  l'influence  de  leurs  ac- 
tions mutuelles;  ce  groupe  sera  une  molécule.  L'action  d'une 
molécule  A  ainsi  formée  sur  une  molécule  B  n'a  pas»  en  gé- 
néral, de  résultante  unique;  elle  se  ramène  à  une  force  appli- 
quée au  centre  de  gravité  de  la  molécule  B  et  à  un  couple  ; 
le  couple  fait  tourner  la  molécule  B  et  l'oriente  d'une  cer- 
taine façon  par  rapport  à  la  molécule  A  ;  la  force  est  attrac- 
tive ou  répulsive  et  il  y  a  une  position  d'équilibre.  On  peut 
expliquer  de  cette  manière  la  cristallisation. 

4.  En  résumé,  on  se  représente  les  corps  comme  formés 
d'atomes  que  l'on  assimile  à  des  points  matériels  agissant  les 
uns  sur  les  autres.  L'action  qui  s'exerce  entre  deux  points 
consiste  en  deux  forces  égales  et  de  signes  contraires,  l'une 
appliquée  au  premier  point,  l'autre  appliquée  au  second  point. 
Cette  double  force  est  proportionnelle  au  produit  des  masses 
des  points  matériels  et  fonction  de  la  distance  qui  les  sépare; 
c'est  une  attraction  ou  une  répulsion  suivant  qu'elle  tend  à 
rapprocher  ou  à  écarter  les  points  matériels;  elle  tend  à  les 
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ramener  vers  leur  position  d'équilibre,  quand  ils  en  ont  été 
écartés  par  une  cause  étrangère. 

5.  Il  résuite  de  ces  déplacements  un  mouvement  vibra- 
toire intérieur  qui  peut  affecter  plusieurs  formes  différentes: 
ou  bien  l'éther  seul  est  en  vibration;  ou  bien  les  atomes  maté- 
riels oscillent  dans  la  molécule  dont  ils  font  partie,  en  entraî- 
nant les  atmosphères  d'éther  qui  les  environnent;  ou  bien  en- 
core les  molécules  elles-mêmes  se  déplacent  en  bloc  les  unes 
par  rapport  aux  autres.  C'est  Tensemble  de  tous  ces  mouve- 
ments vibratoires  que  l'on  suppose  constituer  la  chaleur.  Les 
vibrations  calorifiques  produisent  un  changement  dans  la  con- 
stitution des  corps  et  peuvent  se  transformer  en  une  action 
extérieure;  réciproquement,  une  action  extérieure  peut  faire 
naître  dans  un  corps  des  vibrations  moléculaires  et  engendrer 
des  phénomènes  calorifiques.  La  thermodynamique  est  l'étude 
des  relations  qui  existent  entre  les  phénomènes  calorifiques, 
leurs  causes  et  leurs  effets.  La  chaleur,  considérée  ainsi  comme 
un  mouvement  vibratoire,  rentre  dans  les  lois  générales  de  la 
mécanique,  et  la  thermodynamique  a  pour  bases  les  principes 
de  la  mécanique  rationnelle. 
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a  des  forces  extérieures.  —  Travail  des  pressions  extérieures. 


6.  Considérons  un  système  de  points  matériels  soumis  en 
même  temps  à  leurs  actions  réciproques  et  à  des  forces  exté- 
rieures. Il  est  clair  que  le  mouvement  de  chaque  point  maté- 
riel est  produit  par  l'ensemble  des  forces,  tant  intérieures 
qu'extérieures,  qui  agissent  sur  lui.  Si  donc  on  appelle  m  la 
masse  d'un  point  matériel,  a:,  j,  z  ses  coordonnées  par  rap- 
port à  trois  axes  fixes  rectangulaires,  X,  Y,  Z,  X,,  Y,,  Z,,. . . 
les  composantes  des  forces  qui  agissent  sur  ce  point,  on  aura 
les  trois  équations 

m-^  =  X  +  X,-h..., 
(1)  {m^^Y  +  Y.^,,./ 

'^-rf^.  =Z+Z. +  .... 

Chacun  des  points  du  système  donne  lieu  à  trois  équations  de 
même  forme.  On  peut  déduire  de  ces  équations  plusieurs  théo- 
rèmes importants. 

HOUVRHENT   DU    CENTRE   DE   GRAVITÉ. 

7.  En  ajoutant  membre  à  membre  toutes  les  équations  qui 
se  rapportent  à  Taxe  des  x,  et  de  même  celles  qui  se  rap- 
portent à  Taxe  des  /  ou  à  Taxe  des  z,  on  a  les  trois  équations 
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suivanles  : 


I"^=2'', 


'■^'  2"'^=2''. 


OU  bien 


,3)  ii'.2'»^=2v,. 

Le  signe  ^  dans  le  premier  membre  s'étend  à  tous  les 

points  du  système,  et  dans  le  second  membre  à  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  ces  différents  points.  Comme  les  forces 
intérieures  sont  deux  à  deux  égales  et  opposées,  leurs  projec- 
tions sont  égales  et  de  signes  contraires,  et,  par  conséquent, 
disparaissent  des  seconds  membres  des  équations  (3).  Ces 
équations  ne  renferment  donc  que  les  forces  extérieures  ;  elles 
signifient  que  : 

Théorème  I.  —  La  dérivée  de  la  somme  des  projections  sur 
un  axe  fixe  quelconque  des  quantités  de  mouvement  de  tous 
les  points  d'un  système  est  égale  à  la  somme  des  projections  des 
forces  extérieures  sur  cet  axe, 

8.  Si  les  points  du  système  ne  sont  soumis  à  aucune  forcé 
extérieure,  les  seconds  membres  des  équations  précédentes 
sont  nuls;  on  en  déduit  les  trois  équations 

(4)  iS-S^»' 

dans  lesquelles  A,  B,  C  sont  des  quantités  constantes.  Ainsi  : 
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CoBOLLÀiRE.  —  Quand  un  système  de  points  matériels  ri  est 
soumis  à  aucune  force  extérieure,  la  somme  des  projections 
des  quantités  de  mouvement  de  tous  les  points  du  système  sur 
un  axe  fixe  quelconque  est  constante, 

9.  La  considération  du  centre  de  gravité  du  système  permet 
d'énoncer  le  théorème  précédent  d'une  autre  manière.  Si  Ton 
appelle  ^„  ji,  Zi  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  et  M  la 
masse  totale,  on  a 

M  Xi  r=^mx, 

Mzi  z=z^  mz, 
et  les  équations  (2)  prennent  la  forme 

(«)  { M  '-£;  =2ï. 


"  ï  =2^- 


Théobème  II.  —  Le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  sys- 
tème  est  le  même  que  si  toute  la  masse  y  était  concentrée  et 
toutes  les  forces  extérieures  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  ; 

Corollaire.  —  Quand  un  système  nest  soumis  à  aucune  force 
extérieure,  le  centre  de  gravité  reste  en  repos,  ou  se  meut  d'un 
mouvement  rectiligne  et  uniforme. 

THÉORÈME   DES   HOMEI^TS    DES   QUAKTITÉS   DE   MOUVEMENT. 

10.  Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (i)  par  j,  la 
seconde  par  x  et  que  Ton  retranche  la  première  de  la  seconde, 
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membre  à  membre^  on  a 


m 


{^W'-^^)=''^^^^'^--^-^^^^^'- 


En  ajoutant  toutes  les  équations  de  même  sorte  qui  se  rap- 
portent aux  difTcrents  points  du  système,  on  obtient  l'équation 

En  combinant  de  même  la  deuxième  des  équations  (i)  avec  la 
troisième,  et  la  troisième  avec  la  première,  on  a  les  trois  équa- 
tions 


(7) 


OU  bien 


»2"(4:-^S)=2('''-rX), 

(8)      ji'2'»{rw-4')=2(.'-^-"')' 

(D,2».(,g-4)=2(.X-.2,. 

L'expression  xY  — jX  est  le  moment  d'une  force  F  par 
rapport  à  Taxe  des  z.  Comme  les  forces  intérieures  sont  deux 
à  deux  égales  et  opposées,  leurs  moments  par  rapport  à  un 
axe  quelconque  sont  égaux  et  de  signes  contraires;  les  forces 
intérieures  disparaissent  donc  des   seconds   membres.   De 

même  l'expression  m  (j:~- —  r-j-j  représente  le  moment, 

par  rapport  à  Taxe  des  z^  de  la  quantité  de  mouvement  du 
point  matériel  m.  Ainsi  : 

Théorème  111-  —  La  dérivée  de  la  somme  des  moments,  par 
rapport  à  un  axe  fixe  quelconque,  des  quantités  de  mouv»- 
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ment  des  différents  points  d'un  système  est  égale  à  la  somme 
des  moments  des  forces  extérieures  y  par  rapport  au  même  axe, 

11.  Si  le  système  n'est  soumis  à  aucune  force  extérieure, 
les  seconds  membres  des  équations  qui  précèdent  sont  nuls; 
on  en  déduit 

A',  B',  C  étant  des  quantités  constantes.  Ainsi  : 

Corollaire.  —  Quand  un  système  n'est  soumis  à  aucune 
force  extérieure,  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvement,  par  rapport  à  un  axe  fixe  quelconque,  est  con- 
stante, 

12.  Ce  théorème  peut  être  appliqué  à  un  axe  mobile  de 
direction  constante  et  passant  par  le  centre  de  gravité.  Appe« 
Ions,  comme  précédemment,  Xi,  y\,  z,  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité,  et  $,  m,  Ç  les  coordonnées  d'un  point  matériel 
quelconque  par  rapport  à  des  axes  menés  par  le  centre  de  gra- 
vité parallèlement  aux  axes  fixes,  on  a  x  =  Xfhl,  /=Ti  -»->î> 
z  =  2, -h  Ç;  remplaçant  dans  la  première  des  équations  (7), 

cl  remarquant  que^ml=Oy  "Vmyj  =10,  VmÇnro,  on  a 
^V^'-dF^^'^^-dr-)  -^Z^^K^-dF^'^dr) 

En  vertu  des  équations  (6),  cette  équation  se  simplifie  et 
devient  • 

elle  a  même  forme  que  les  équations  (7  ). 
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THÉORÈME   DES   FORGES  VITES. 

13.  On  appelle  en  général  force  vive  d'un  point  matériel  le 
produit  de  la  masse  de  ce  point  par  le  carré  de  sa  \ilcsse. 
Comme  ce  n'est  pas  cette  quantité  elle-même  que  Ton  a  à  con- 
sidérer en  mécanique,  mais  sa  moitié,  nous  conviendrons 
d'appeler  force  vive  d'un  point  matériel  la  moitié  du  produit 
de  la  masse  par  le  carr^  de  la  vitesse.  On  sait  que  la  variation 
de  la  force  vive  d'un  point  matériel  pendant  un  temps  quel- 
conque est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  qui 
agissent  sur  ce  point  pendant  le  môme  temps.  Si  l'on  fait  la 
somme  de  toutes  les  équations  semblables  qui  se  rapportent 
aux  différents  points  du  système,  on  obtient  l'équation 

S  F  désignant  le  travail  de  la  force  F.  Ainsi  : 

Théorème  IV.  —  La  variation  de  la  somme  des  forces  vives 
de  tous  les  points  d'un  système  pendant  un  temps  quelconque 
est  égale  à  la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces,  tant 
intérieures  qu* extérieures,  qui  agissent  sur  les  différents  points 
du  système  pendant  le  même  temps. 

Appliquons  ce  théorème  à  un  déplacement  infiniment  petit. 
Soient  ds  le  déplacement  du  point  m,  dx,  dy,  dz  ses  projections 
sur  les  axes  des  coordonnées;  le  travail  d'une  force  F  appli- 
quée à  ce  point  étant  égal  à  la  force  des  travaux  de  ses  com- 
posantes, on  a 

trav.  élém.  de¥=:\dx -JfY  dy-hZdz, 
et,  par  suite, 
,,j  d^—=^(Xdx-hYdy-hZdz). 

14.  Il  existe  une  relation  très-simple  entre  la  force  vive 
du  mouvement  d'un  système  par  rapport  à  des  axes  fixes  et 
celle  de  son  mouvement  par  rapport  à  son  centre  de  gravité. 
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Désignons  par  :r,,  j^,,  2,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
et  posons,  comme  au  n"»  12,  :r=:;r,-hÇ,  ^=j,-l-yj,  2=v8,-hÇ, 
on  a 

Si  Ton  appelle  v  la  vitesse  du  centre  de  gravité,  u  celle 
d'un  point  quelconque  par  rapport  au  centre  de  gravité,  el  si 
Ton  remarque  que  les  dernières  sommes  sont  nulles,  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  à 

^•^)  2— =—+2—- 

Ainsi  : 

Théorème  V.  —  La  force  vive  totale  d'un  système  est  égale  à 
la  force  vive  de  la  masse  entière  supposée  concentrée  au  centre 
de  gravité^  plus  la  force  vive  de  ce  système  dans  son  mouve- 
ment relatif  au  centre  de  gravité, 

15.  Ceci  va  nous  permettre  d'étendre  le  théorème  des  forces 
vives  au  mouvement  relatif  au  centre  de  gravité.  L'équa- 
tion (1 1)  devient  en  effet 

d'^^d^^^^d.^^X^dy^'^^dz^;^!) 

-h^iXdl-^Ydn-hZdK). 

Mais  nous  avons  démontré  (n"  9)  que  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  est  le  même  que  si  toute  la  masse  y  était 
concentrée  et  toutes  les  forces  transportées  parallèlement  à 
elles-mêmes.  En  appliquant  à  ce  point  de  masse  M  le  prin- 
cipe des  forces  vives,  on  a 
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el  l'équation  précédente  se  réduit  à 

Ainsi  le  théorème  des  forces  vives  subsiste  quand  on  con- 
sidère le  mouvement  du  système  par  rapport  à  son  centre 
de  gravité  : 

Théorème  VI.  —  Si  l'on  évalue  la  force  vive  de  chaque  point 
et  le  travail  de  chaque  force  dans  le  mouvement  relatif  au 
centre  de  gravité,  la  variation  de  la  somme  des  forces  vives 
de  tous  les  points  du  système  est  égale  à  la  somme  des  travaux 
de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu'extérieures,  qui 
agissent  sur  ces  différents  points. 

TRAVAIL  DES   FORCES   INTÉRIEURES. 

16.  Dans  l'application  du  théorème  des  forces  vives,  il  est 
bon  de  distinguer  les  forces  intérieures  des  forces  extérieures. 
L'action  mutuelle  de  deux  molécules  m  et  m',  dont  la  dis- 
tance est  r,  se  compose  de  deux  forces  égales  et  opposées 
/wm'<p(r),  appliquées,  l'une  au  premier  point,  l'autre  au  se- 
cond, et  dirigées  suivant  la  droite  qui  les  joint.  La  fonctionner) 
est  positive  ou  négative  suivant  que  la  force  est  attractive  ou 
répulsive.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  m  par  rap- 
port aux  axes  fixes,  x',  y',  z'  celles  du  point  m'  :  les  compo- 
santes de  la  force  appliquée  en  m  sont 

X^  •••      X 

\z=zmm'o(r) »     • 

^  r 

Y— mmXr)  '^•~'^, 

^' 2 

Z  =  mm'  <p  (  r) » 

et  le  travail  élémentaire  de  cette  force  dans  le  mouvement 
absolu  a  pour  expression 

Xdx-hYdx-hZdz 

^nim'^^[{x'-x)dx'h(x'^;^)dx-h{z'—z)dz)]. 
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De  même  le  travail  élémentaire  de  la  force  appliquée  au 
point  m!  est 

-{Xrfjrr'-f-Yrfj'-f-ZrfiJ') 

En  ajoutant,  on  a  le  travail  élémentaire  de  l'action  mutuelle 
des  deux  molécules  : 

Or  réquation 

r^^ix'^xy-^fy-ry-hiz'^zy 

donne 

rdr=:{x'—x){dx'—dx)-hiy—x){dy—dy)'h(z'—z){dz'—d2). 

L'expression  du  travail  devient  ainsi 

—  mm'  9  { /')  dr  =•  mm'  d^{r), 

en  posant — (p(r)  =  i|^'(r). 

La  somme  des  travaux  élémentaires  des  forces  intérieures 
sera  donc 

\mm'd^  {r)z=:  d^mm'  4»  (  r). 

Il  y  a  dans  le  second  membre  autant  de  termes  que  de 
combinaisons  de  points  matériels  deux  à  deux. 

Celte  expression  ne  renfermant  que  les  dislances  mutuelles 
des  points  du  système,  il  est  clair  que  le  travail  des  forces  in- 
térieures est  le  même  dans  le  mouvement  relatif  que  dans  le 
mouvement  absolu. 

17.  La  distance  r  de  deux  points  s'exprimant  par  les  diffé- 
rences des  coordonnées  desdeux  points,  la  quantité  ^mm'i)/(r) 

est  une  fonction  des  coordonnées  de  tous  les  points  du  sys- 
tème, fonctionqueYïOus désignerons par/(j:,j^,z,:r',7',  2',...), 
et  qui  ne  dépend  que  des  positions  relatives  des  points  les 
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uns  par  rapport  aux  autres.  La  somme  des  travaux  élé- 
mentaires des  forces  intérieures  est  la  différentielle  totale 
df[x^X^  Zy  x\x',  a',...)  de  cette  fonction.  Concevons  main- 
tenant que  le  système  passe  de  l'état  caractérisé  par  Tindice  i 
à  l'état  caractérisé  par  l'indice  2,  on  aura,  pour  celte  transfor- 
mation finie, 

ou  plus  simplement 

(i4)  2^Fint.  =/,-/. 

Supposons  que  le  système  ne  soit  soumis  à  aucune  force 
extérieure,  l'équation  (10)  des  forces  vives  se  réduit  à 

I  me' 


a2^=/.-/. 


ou 
Nous  remplacerons  la  fonction  /  par  une  fonction 

égale  et  de  signe  contraire,  afin  que  l'équation  précédente 
prenne  la  forme 


2=?-2^  =  H,-n„ 


OU 

I  mvl       „       ^ry  mv 


\jà  quantité  ^l •"  H,  ayant  la  même  valeur  dans  deux 

états  quelconques  du  système,  conserve  une  valeur  constante 
pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  et  l'on  a 

(.5)  2?  +  n  =  c. 
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Ainsi  : 

Théorème  VII.  —  Lorsqu'un  système  n'est  soumis  à  aucune 
action  extérieure ,  sa  force  vive  totale^  augmentée  de  la 
fonction  H,  reste  constante, 

18.  Cette  équation  subsiste  dans  le  mouvement  relatif  au 
centre  de  gravité.  On  a  (n''  14) 

^  mv^ Mv*      ^  ma' 

mais  on  sait  que,  lorsque  aucune  force  extérieure  n'agit  sur 
le  système,  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  rectiligne 

Mv' 

et  uniforme  (n**9),  la  première  partie de  la  force  vive 

totale  est  donc  constante.  D'autre  part,  nous  avons  déjà  remar- 
que  que  la  fonction  D  =  —  >  mm'  ^  { r)  est  la  même  dans  le 

mouvement  relatif  et  dans  le  mouvement  absolu,  c'est-à-dire 

que  n(i:,7,  z,. .  .)=:n(Ç,r},Ç,. .  .)•  Si  l'on  retranche  la  quan- 

Mv' 

tite  constante ?  l'équation  (i5)  devient 

(•6)  .  2^  +  n=C'- 

Ainsi  : 

Théorème  VIIL  —  Lorsqu\un  système  n'est  soumis  à  aucune 
action  extérieure,  sa  force  vive  intérieure,  augmentée  de  la 
fonction  II,  reste  constante, 

DE  l'énergie. 

19.  Cherchons  à  préciser  le  sens  de  la  fonction  H.  Nous 
avons  posé 

-T(r)  =  ^'(r),     '^mm'^[r)  =  f    et     H  = -/. 

La  fonction  v{;,  et  par  conséquent  les  fonctions /et  U,  qui  en 
dépendent,  renferment  une  constante  arbitraire.  On  démontre 
en  mécanique  que  lorsque,  pour  un  certain  état  du  système, 
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la  valeur  de  la  fonction/,  que  Ton  appelle ybnc/ion  desforcesy 
est  un  maximum,  cet  état  est  un  état  d'équilibre  stable.  Si  la 
fonction  /  présente  plusieurs  maxima,  nous  considérerons  le 
plus  grand  d*entre  eux.  Or  on  peut  concevoir  que  Ton  ait  dé- 
terminé la  constante  de  manière  que  ce  plus  grand  des  maxima 
de  la  fonction  /  soit  précisément  égal  à  zéro.  De  cette  ma- 
nière, la  fonction  /  conservera  une  valeur  négative,  et  par  con- 
séquent la  fonction  n,  qui  lui  est  égale  et  de  signe  contraire, 
restera  toujours  positive. 

Imaginons  que  le  corps  parte  de  la  position  d'équilibre 
stable  qui  correspond  au  plus  grand  des  maxima  et  vienne 
à  sa  position  actuelle,  le  travail  des  forces  intérieures  pendant 
cette  transformation  est /(or,  ^,  z, . . .  )  —  o.  Cette  quantité  né- 
gative représente  le  travail  qu'il  faut  dépenser  pour  tirer  le 
corps  de  la  position  idéale  d'équilibre  stable  et  l'amener  à  sa 
position  actuelle.  Inversement,  si  on  laisse  le  corps  revenir  à 
sa  position  d'équilibre  stable,  les  forces  intérieures  produiront 
un  travail  positif  égal  et  contraire 

o— /(:r,  j,  z,....)  =  n(x,7,  z,...). 

La  fonction  II  représente  donc  le  travail  positif  que  les  forces 
moléculaires  seraient  capables  d'effectuer  si  le  corps  quittait 
la  position  actuelle  et  revenait  à  la  position  idéale  d'équilibre 
stable. 

20.  Le  premier  membre  de  l'équation  (i 5)  se  compose  ainsi 
de  deux  parties  essentiellement  positives  dont  la  somme  est 
constante;  ces  deux  parties  peuvent  se  transformer  l'une  dans 
l'autre;  quand  l'une  d'elles  diminue,  l'autre  augmente  d'une 
quantité  égale.  La  première  est  la  somme  des  forces  vives  de 
tous  les  points  du  système,  la  seconde  est  le  travail  potentiel 
des  forces  moléculaires,  ou  le  travail  maximum  qu'elles  peu- 
vent produire.  Il  est  utile  de  donner  à  ces  deux  grandeurs  des 
noms  qui  rappellent  leurs  analogies  mécaniques. 

Nous  adopterons  les  dénominations  proposées  par  M.  Ran- 
kine;  nous  appellerons  énergie  actuelle  d'un  système  la  somme 
des  forces  vives  de  tous  les  points  du  système,  et  énergie  po- 


l6  PRfiLIMINÀlRBS. 

tentielle  le  travail  maximum  que  peuvent  produire  les  forces 
intérieures.  La  somme  de  ces  deux  quantités  est  Vénergie  to- 
tale du  système.  Nous  désignerons  Ténergie  actuelle  par  Y, 
rénergie  potentielle  par  W,  et  l'énergie  totale  par  U,  de  ma- 
nière que  U  =  V  -+-  W. 
Nous  avons  vu  (n''  14-)  que  l'énergie  actuelle  d'un  système 

V  ~2^ —  se  compose  de  deux  parties,  1  une  —  »  que  nous 

appellerons  Vénergie  du  mouvement  de  translation,  l'autre 

V ,  qui  est  Vénergie  actuelle   intérieure  du  système,  et 

que  nous  représenterons  par  V.-.  De  même  la  somme 

de  rénergîe  actuelle  intérieure  et  de  l'énergie  potentielle  sera 
l'énergie  totale  intérieure,  ou  simplement  Vénergie  intérieure 
du  système. 

Grâce  à  ces  dénominations,  les  théorèmes  VII  et  VIII  peu- 
vent être  énoncés  d'une  manière  très-simple  : 

Théorème  IX.  —  Lorsqu'un  système  n'est  soumis  à  aucune 
force  extérieure,  son  énergie  intérieure,  et  aussi  son  énergie 
totale^  restent  constantes. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  voit  que  lorsqu'un  système 
n'est  soumis  à  aucune  action  extérieure,  trois  quantités  prin- 
cipales restent  constantes  : 

i^  La  somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement 
sur  un  axe  fixe  quelconque,  et  par  conséquent  l'énergie  du 
mouvement  de  translation; 

2*»  La  somme  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  un  axe  fixe  quelconque; 

3°  L'énergie  intérieure  du  système. 

21.  Un  exemple  fera  bien  comprendre  ce  qu'on  entend  par 
énergie  potentielle. 

Considérons  un  système  formé  de  deux  molécules  de  masses 
m  et  m',  soumises  seulement  à  leur  action  mutuelle,  que  nous 
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supposerons  de  la  forme  (  n^  2  ) 


mm! a  F       //'•\^  1 


Il  y  a  équilibre  quand  les  deux  molécules  sont  à  la  dis- 
lance r,,  et  celte  position  d'équilibre  est  stable.  Soient  A  et  B 
(y7g^.i)  les  positions  des  molécules  en  équilibre.  Supposons 
qu'on  les  amène  en  A'  et  fi',  à  une  distance  r  plus  grande  que  r. , 

Fîg.  I. 


A'  A     A,  B.  B  B' 

il  y  a  attraction  ;  si  on  laisse  les  molécules  revenir  à  leur  posi- 
tion d'équilibre,1es  forces  produisent  un  travail  positif  d'autant 
plus  grand  que  les  molécules  ont  éié  plus  écartées  de  leur  po- 
sition d'équilibre.  De  même,  si  l'onamène  les  molécules  en 
A,  et  B„  à  une  distance  r  moindre  que  r.,  il  y  a  répulsion  ; 
quand  on  laisse  les  molécules  revenir  à  la  position  d'équilibre, 
les  forces  produisent  encore  un  travail  positif.  Ce  travail  posi- 
tif est  l'énergie  potentielle  du  système  des  deux  molécules  dans 
réut  A',  B'  ou  A„  B,. 

ffî.  Il  est  aisé  de  comprendre  que  l'énergie  toiale  d'un  corps 
mesure  en  quelque  sorte  sa  puissance  mécanique.  Considé- 
rons, par  exemple,  deux  corps  A  et  fi  (fig.  2),  unis  par  un  fil 

Fig.  2. 


\_ 


inextensible  et  sans  masse  CD.  Supposons  qu'il  n'y  ait  pas  de 
forces  extérieures,  l'énergie  totale  du  système  formé  par  ces 
deux  corps  restera  constante.  L'énergie  du  fil  est  nulle.  En 
effet,  sa  masse  étant  nulle,  son  énergie  actuelle  est  nulle  ; 
d'autre  part,  comme  il  est  inextensible,  les  deux  tensions 
donnent  des  travaux  égaux  et  de  signes  contraires,  et,  par 

1 


l8  PRfiLIMINAlBBS. 

suite,  rénergie  potentielle  du  fll  est  aussi  nulle.  On  a  donc 
simplement,  pour  ce  système,  en  appelant  U  Ténergie  du 
corps  A,  et  U'  celle  du  corps  B,  l'équatipn 

U  H-  U'  ==  const. 

Les  deux  parties  de  cette  somme  peuvent  se  transformer 
l'une  dans  l'autre  par  l'intermédiaire  du  fiK  Lorsque  U  dimi- 
nue, U' augmente  d'une  quantité  égale;  c'est  là  ce  qui  ca- 
ractérise l'action  mécanique  du  corps  A  sur  le  corps  B.  Sup- 
posons que  U  diminue  jusqu'à  devenir  nul,  et,  à  ce  moment, 
supprimons  la  communication  des  deux  corps  en  coupant  le 
fil  ;  alors  l'énergie  du  corps  A  est  nulle,  et  la  nouvelle  éner- 
gie U'^du  corps  B  est  égale,  d'après  le  théorème  général,  à  la 
somme  des  deux  précédentes.  On  a  donc 

A  partir  de  ce  moment,  l'énergie  du  corps  A  reste  constam- 
ment nulle;  ce  corps  est  arrivé  à  un  état  d'équilibre  stable  au 
repos  qui  persistera  tant  que  des  forces  extérieures  n'inter- 
viendront pas.  L'énergie  totale  U  mesure  donc  l'action  méca- 
nique maximum  qu'un  corps  peut  exercer  sur  les  corps  exté- 
rieurs. 

ÉNBRGIB   DBS   HOUYBHBNTS    VIBRÀT0IBE8. 

23.  Nous  avons  vu  déjà  (n°14)  que  l'énergie  actuelle  d'un 
système  se  compose  de  l'énergie  du  mouvement  de  translation 
du  centre  de  gravité  et  de  l'énergie  actuelle  intérieure,  c'est- 
à-dire  de  l'énergie  actuelle  du  mouvement  relatif  à  des  axes 
passant  par  le  centre  de  gravité.  Mais  il  y  a  lieu  de  distinguer 
encore  dans  cette  dernière  énergie  ce  qui  se  rapporte  au  mou- 
vement sensible  et  ce  qui  se  rapporte  au  mouvement  vibra- 
toire, qui  est  en  général  très-rapide  et  impossible  à  obser\er 
directement. 

Considérons  d'abord  un  système  de  points  matériels  sans 
mouvement  sensible  et  animés  seulement  d'un  mouvement 
vibratoire.  Chaque  point  matériel  oscille  autour  d'une  position 
moyenne.  Nous  représenterons  par  x^  r»  «  les  coordonnées  de 
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celle  position  moyenne,  el  par  j;  h-  Ç,  j  h-  yj,  2  -h  Ç  celles  du 
poinl  matériel  en  mouvement.  Puisqu'il  n'y  a  pas  de  mouve- 
ment sensible,  les  coordonnées  Xy  y\  z  sont- indépendantes  du 
lemps,  et  Ton  a 

On  peut  regarder   un  mouvement  vibratoire  quelconque 
comme  la  superposition  de  vibrations  simples  de  la  forme 

Ç=:Acos(-^^  -f-a), 

Tî^Bcos^^  +  p), 

Ç^Ccos(^J^  +  y). 

Pour  une  vibration  simple,  on  a 

i''  =  ^^[A'sin'(^^^+«j 

+  B'sin'(^  +p)  +C'sin'(^  -f-y)]. 
ou 

.^=^'[v-f-B'  +  C'-A'cos(i^+.aU...]. 

La  force  vive  varie  pendant  la  durée  d'une  vibration.  Sa  va- 
leur moyenne  est  donnée  par  l'intégrale  défmie 

^  mv«  ,,  A»  -4-  B^  -f-  O 


(.,)  IjT    ^éi  =  m^ 


o      -  T' 


Dans  un  mouvement  vibratoire  complexe,  le  carré  de  la  vi- 
tesse a  pour  expression 

..=4.-î[vAs,„(iIi  +  .)J 

,[2».„(H-V,)]V[2^.„(îf'.,)]'|. 


PRÉLIMINAIRES. 


^Tj;  sin  i—jT  "*-  «)  ^sl  une  somme  de  termes  de  la  forme 

j  sin  ( -^  4-  a  j  -+-  ;^,  sin  l-^  -f  a' j  -h  ...  ; 


son  carre  est 


2 A»    .     /27r/         \ 

En  transformant  les  termes  de  la  première  somme,  comnir 
précédemment,  et  prenant  la  moyenne  pendant  un  temps 
très-grand  par  rapport  à  chaque  période,  afin  de  pouvoir  né- 
gliger  les  termes  périodiques,  on  obiieni 


1  V^ 


Les  termes  de  la  deuxième  somme  peuvent  être  transformés- 
de  la  manière  suivante  : 


2AA 


-  sin( -TjT-  H-  aj  sinl-^  H-  a'j 

—  cos    27:/r~  -^^,j-4-a4-a'    |. 

L'intégrale  du  second  membre  est  une  somme  de  sinus,  et 
la  valeur  moyenne  de  cette  intégrale  pour  un  intervalle  de 
temps  0,  très-grand  par  rapport  à  la  durée  de  chaque  période, 
est  négligeable. 

On  trouve  ainsi,  pour  la  valeur  moyenne  de  l'énergie  ac- 
tuelle du  point  m, 


PROPBIÊTËS  GÉNfiEàLBS   DU    MOUVEMENT    DES   SYSTÈMES.  2  1 

On  conclut  delà  que  :  Vénergie  moyenne  d'un  mouvement 
vibratoire  quelconque  est  égale  à  la  somme  des  énergies 
moyennes  des  mouvements  vibratoires  simples  qui  le  com- 
posent. 

â4.  Supposons  maintenant  que  le  corps  soit  animé  en  même 
temps  d'un  mouvement  sensible  et  d'un  mouvement  vibra- 
toire. Les  coordonnées  d'un  point  m  à  un  instant  quelconque 
sont  encore  j?h-Ç,  j^-f-vî,  2-+-Ç;  mais  les  coordonnées  x^y^  z 
de  la  position  moyenne  sont  ici  des  fonctions  du  temps.  Les 
composantes  de  la  vitesse  de  ce  point  sont 


dx 

di^ 

dt^ 

dn 
dï' 

dz 

dK 

dx 
Pour  le  point  considéré,  la  composante -^r  de  la  vitesse  sen- 
sible peut  être  regardée  comme  constante  pendant  la  durée 
d'une  période  T,  si  le  mouvement  vibratoire  est  simple,  ou, 
plus  généralement,  pendant  un  intervalle  de  temps  d,  petil  en 
valeur  absolue,  mais  très-grand  par  rapport  à  chacune  des  pé- 
riodes qui  entrent  dans  un  mouvement  vibratoire  complexe. 
On  peut  donc  écrire 

I  r^   dxdi,     I    dx  r^dg,,      I    dx.,., 


On  a  d'ailleurs 
I 

ë 


I    r*"'*^  I, m  {dx*      dr'      dz'\ 

9  X  ~r '^       1  \dti '^  W' '^  dP  ) 

"*"eX    a  \dt'^  dt'  "^  dl') 

I    r»     (dxdi^dyd-n  ^dz  rfÇ\ 
-^U  '^\di-dt+-dtTt^diTtr' 

Les  trois' termes  de  la  dernière  intégrale  sont  négligeables, 
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comme  nous  venons  de  le  voir,  il  reste  donc 


(»9) 


La  première  partie  du  second  membre  est  la  force  vive  du 
mouvement  sensible,  la  seconde  est  la  force  vive  moyenne  du 
mouvement  vibratoire.  On  dira  donc  que  : 

L'énergie  actuelle  d'un  corps  est  la  somme  de  l'énergie  du 
mouvement  sensible  et  de  l'énergie  du  mouvement  vibratoire. 

INFLUENCE   DU    MOUVEMENT    VIBRATOIRE    SUR   L* ÉNERGIE  POTENTIELLE. 

25.  Considérons  un  corps  sans  mouvement  sensible  et  animé 
d'un  mouvement  vibratoire.  L'énergie  potentielle,  qui  est  une 
fonction  des  distances  des  différents  points,  dépend  du  mou- 
vement vibratoire  et  varie  aussi  d'une  manière  périodique; 
nous  pouvons  nous  proposer  de  calculer  sa  valeur  moyenne. 
Représentons  toujours  par  x,y',  z  les  coordonnées  de  la  po- 
sition moyenne  du  point  m;  s'il  n'y  avait  pas  de  mouvement 
vibratoire,  l'énergie  potentielle  aurait  pour  valeur 

Pendant  la  vibration,  les  coordonnées  du  point  m  sont  x  -\-\, 
JH-  Yï,  -3  -+-  Ç;  alors  l'énergie  potentielle  a  pour  valeur 

Les  coordonnées  $,  yj,  Ç  du  déplacement  vibratoire  sont  très- 
petites  par  rapport  à  :r,  j,  z  ;  on  peut  donc  développer  cette 
fonction  en  série  rapidement  décroissante  et  écrire,  en  se 
bornant  aux  termes  du  second  degré, 

"TBr      r-  /  f     I     f       %       d¥  y       (/F         rfF  ^ 
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Les  termes  du  premier  degré  n'ont  pas  d'influence  sensible 
dans  la  moyenne.  Mais  les  termes  du  second  en  ont  une,  et 
Ton  trouve  que  la  valeur  moyenne  de  l'énergie  poieniielle  a 
pour  expression 

On  conclut  de  là  que  :La  vibration  change  la  valeiirmoyenne 
de  V énergie  potentielle,  sans  que  les  positions  moyennes  des 
molécules  soient  changées,  c'est-à-dire  sans  que  l'état  appa- 
rent du  corps  soit  changé, 

CAS   ou    IL  Y    A   DES    FORGES   EXTÉRIEURES. 

26.  Nous  avons  trouvé  l'équation  des  forces  vives  dans  le 
cas  le  plus  général  (n"*  13): 

(20)  A^  —  =2  ^  '^  ''*^-  "^2  ^^  ^'^^• 

Si  le  corps  a  passé  de  l'état  [1]  à  l'état  [2],  on  a  (n*»  17  ) 

26Fint.=/,-/.=:n.-n,; 
l'équation  (20)  devient  ainsi  ^ 

A^;  ^ + (H,- n.) -2^  *'*'''•' 

ou  bien 

(21)  AU=:2^'^^^^- 

Ainsi  : 

TflÉORfcxE  X.—  La  variation  de  ^énergie  totale  d'un  système 
est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures: 

Nous  avons  vu  que  le  théorème  des  forces  vives  subsiste 


24  PRÉL1HINA1BB9. 

dans  le  mouvement  relatif  au  centre  de  gravité  (  n*  15)  ;  on  a  donc 
^2>  {î^' ^2; 6'Fint. -4-2 S'Fext., 

G'  désignant  le  travail  dans  le  mouvement  relatif.  Le  travail 
des  forces  intérieures  étant  le  même  dans  le  mouvement  rela- 
tif que  dans  le  mouvement  absolu,  cette  équation  peut  être 
mise  sous  la  forme 

AV,-f-AW=26'Fext., 
ou 

(22)  AU/^:^^'^®^^- 

Ainsi  : 

Théorème  XL  —  La  variation  de  l'énergie  intérieure  d'un 
système  est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures 
dans  le  mouvement  relatif  au  centre  de  gravité, 

27.  Outre  l'action  des  forces  extérieures  proprement  dites, 
le  corps  peut  recevoir  une  certaine  quantité  d'énergie  calori- 
fique qui  lui  vient  du  dehors,  ou  bien  il  peut  perdre  une  cer- 
taine quantité  d'énergie  calorifique  qu'il  communique  aux 
corps  extérieurs.  Cet  échange  d'énergie  calorifique  a  lieu  par 
rayonnement  ou  par  conductibilité,  et  voici  comment  on  con- 
çoit qu'il  s'effectue  : 

Quand  un  corps  est  animé  d'un  mouvement  vibratoire  mo- 
léculaire, rélher  que  possède  le  corps  participe  au  mouvement  ; 
ce  mouvement  se  communique  à  l'éther  ambiant,  dans  lequel 
il  se  propage  par  ondes  successives,  et  l'éther  ne  conserve  rien 
du  mouvement  vibratoire  qu'il  a  servi  à  transmettre;  c'est  là 
ce  qui  constitue  le  rayonnement  de  la  chaleur. 

Inversement,  quand  une  onde  calorifique  rencontre  un 
corps,  elle  communique  une  partie  de  son  énergie  à  l'éther 
que  renferme  le  corps  et  aux  molécules  elles-mêmes;  le  corps 
entre  alors  en  vibration,  ou  bien  le  mouvement  vibratoire 
qu'il  possédait  est  modifié;  le  corps  a  absorbé  une  certaine 
quantité  d'énergie  calorifique. 

Enfin,  quand  une  molécule  d'un  corps  est  en  vibration,  elle 
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communique  cette  vibration  aux  molécules  voisines»  et  le 
mouvement  se  propage  ainsi  de  proche  en  proche  :  il  y  a  alors 
communication  d*énergie  calorificlue  par  conductibilité.  Il  est 
probable  que  Téther  intervient  encore  dans  ce  dernier  cas, 
mais  le  phénomène  est  plus  complexe. 

28.  Supposons  donc  qu'une  certaine  quantité  d'énergie  ca- 
iorîfîqiie  Z,  venant  du  dehors,  pénètre  dans  le  corps;  elle 
augmentera  d'autant  l'énergie  totale  du  corps,  et  l'équa- 
tion (21)  deviendra 

Supposons,  au  contraire,  que  le  corps  dégage  une  certaine 
quantité  d'énergie  calorifique  Z',  il  est  clair  que  le  travail  des 
forces  extérieures  est  égal  à  la  variation  d'énergie  totale  du 
corps,  plus  la  quantité  Z'  d'énergie  calorifique  dégagée;  l'é- 
quation (21)  devient  ainsi 


26FeXt.:::.AU-+-Z'. 


Mais  cette  dernière  équation  rentre  dans  la  précédente;  il 
suffit  de  regarder  une  quantité  d'énergie  calorifique  absorbée 
comme  positive,  dégagée  comme  négative.  On  a  donc  le  théo- 
rème général  suivant  : 

Théoeèmb  XII.  —  Dans  tout  systèmCy  la  variation  de  l'éner- 
gie totale  est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  exté- 
rieures, plus  ou  moins  l'énergie  calorifique  absorbée  ou  dé- 
gagée. 

On  peut  répéter  les  mêmes  raisonnements  en  considérant, 
non  plus  le  mouvement  absolu,  mais  le  mouvement  relatif  au 
centre  de  gravité.  Si  une  quantité  d'énergie  calorifique  Z  est 
absorbée  ou  dégagée  par  le  corps,  elle  augmentera  ou  dimi- 
nuera d'autant  son  énergie  intérieure,  et  l'équation  (22)  de- 
viendra 

h.^)  AU/=2(5'Fext.-hZ: 
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Théorème  XIII.  —  Dans  tout  système,  la  variation  de  l'éner- 
gie intérieure  est  égale  à  la  somme  des  travaux  des  forces  ex- 
térieures, estimés  dans  le  mouvement  relatif  au  centre  de  gra- 
vité, plus  ou  moins  l'énergie  calorifique  absorbée  ou  dégagée. 

TRAVAIL   DBS   PRESSIONS  EXTÉRIEURES. 

29.  Ordinairement  les  forces  extérieures  consistent  en  pres- 
sions normales  s'exerçant  sur  la  surface  du  corps.  Le  corps  A 
reçoit  d'un  autre  corps  B  une  pression  P  et  réagit  sur  lui  avec 
une  force  égale  et  contraire  —  P;  il  est  clair  que  la  somme 
des  travaux  des  pressions  extérieures  que  supporte  le  corps  A 
est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  des  travaux  des 
réactions  du  corps  A  sur  les  corps  extérieurs.  Si  donc  on  ap- 
pelle S  la  somme  des  travaux  des  réactions  du  corps  A  sur  les 
corps  extérieurs,  la  somme  des  travaux  des  pressions  exté- 
rieures s'exerçant  sur  le  corps  A  sera  —  S  ;  réquation(23)  devient 

(25)  AU=:Z-S, 

et  le  théorème  XII  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

La  variation  de  V énergie  totale  d'un  corps  est  égale  à  l'é- 
nergie calorifique  absorbée  ou  dégagée  par  ce  corps,  moins  le 
travail  extérieur  accompli  par  le  corps. 

Le  même  théorème  a  lieu  dans  le  mouvement  relatif  au 
centre  de  gravité.  Si  Ton  désigne  par  S'  le  travail  extérieur 
accompli  par  le  corps  A,  travail  évalué  dans  ce  mouvement 
relatif,  Téquation  (  24  )  devient 

(26)  AU,=  Z-S', 

et  le  théorème  XIII  s'énonce  ainsi  ; 

La  variation  de  V énergie  intérieure  d'un  corps  est  égale  à 
l'énergie  calorifique  absorbée  ou  dégagée  par  le  corps,  moins 
le  travail  extérieur  accompli  par  le  corps  dans  le  mouvement 
relatif  au  centre  de  gravité. 

Si  le  corps,  après  une  série  de  transformations,  revient  à  sa 
position  et  à  son  état  primitifs,  son  énergie  totale  reprenant  la 
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même  valeur,  on  a  AU=:o,  et  Téquatioii  (25)  se  réduil  à 
(27)  Zz=S. 

Il  y  a  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  les  quantités  Z 
et  S  sont  positives  ou  négatives.  Dans  le  premier  cas,  le  corps 
absorbe  de  l'énergie  calorifique  et  accomplit  un  travail  exté- 
rieur égal  ;  dans  le  second  cas,  le  corps  reçoit  un  travail  exté- 
rieur et  dégage  une  quantité  égale  d'énergie  calorifique.  Ces 
deux  cas  sont  compris  dans  un  même  énoncé  : 

Corollaire.  —  Lorsque  le  corps  revient  au  même  état,  la 
quantité  d'énergie  calorifique  absorbée  ou  dégagée  par  le 
corps  est  égale  au  travail  extérieur  accompli  ou  reçu  par  le 
corps. 

Les  machines  thermiques  ont  pour  but  de  transformer  la 
chaleur  en  travail,  ou  inversement  le  travail  en  chaleur.  Dans 
toutes  ces  machines,  le  mouvement  est  périodique  et  l'équa- 
lion  précédente  est  vraie  pour  un  intervalle  de  temps  égal  à 
un  nombre  entier  de  périodes. 

TRAVAIL  extérieur  DANS  LE  CAS  D*UNE  PRESSION  UNIFORME. 

20>  Enfin  les  pressions  extérieures  se  réduisent  le  plus  sou- 
vent à  une  pression  uniforme  s'exerçant  sur  toute  la  surface 
du  corps.  Dans  ce  cas,  le  travail  extériçur  peut  être  exprimé 
d'une  manière  très-simple,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  mouvement 
sensible. 

Soit  V  le  volume  du  corps  A,  p  la  pression  qu'il  supporte  par 
mètre  carré,  un  élément  w  de  la  surface  supportera  la  pres- 
sion ptù.  Supposons  que  le  corps  A  éprouve  un  changement  de 
volume  infiniment  petit,  et  soit  h  la  portion  de  normale  com- 
prise entre  l'élément  &>  et  la  nouvelle  surface  du  corps.  Le 
travail  de  la  réaction  du  corps  A  sur  les  corps  extérieurs  est  /;&)/i 
pour  l'élément  de  surface  w;  le  travail  total  é/S,  accompli  par 
le  corps,  est 

rfS  =r  V  ^  w  A  =r  p^ji^  II. 


0.S  I RÊLIHINAIBES.  —    PROPRifiTfiS   GfiNfiBALBS,    ETC. 

Mais  (ùh  (^g.  3)  est  le  volume  compris  entre  l'élément  &>  ei 
l'élément 

Fig.  3. 


correspondant  de  la  nouvelle  surface;  ^^/i  est  la  variation  de 
volume  dv  du  corps.  On  a  donc 

(t?.8)  dS  =  pdv. 
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3i.  Lorsque  deux  corps  sonl  mis  en  relation,  l'un  d'eux  se 
comporte  généralement  comme  une  source  de  chaleur,  il  se 
refroidit  pendant  que  le  second  s'échauffe.  Cet  échange  de 
chaleur  entre  les  corps  peutavoir  lieu  de  différentes  manières. 
SI  les  corps  sont  en  contact  direct,  ou  s'ils  sont  séparés  par 
des  corps  pondérables  qui  participent  au  mouvement  calori- 
fique, la  communication  de  chaleur  se  fait  par  conductibilité. 
Si,  au  contraire,  il  n'y  a  pas  de  corps  intermédiaires,  ou  si  les 
corps  pondérables  intermédiaires  ne  participent  pas  au  mou- 
vement calorifique,  la  communication  de  chaleur  se  fait  par 
rayonnement.  Enfin,  l'échange  de  chaleur  peut  avoir  lieu  en 
même  temps  par  rayonnement  et  par  conductibilité. 

Dans  tous  les  cas,  si  aucune  cause  extérieure  n'intervient, 
les  deux  corps  arrivent  à  un  état  qui  persiste  indéfiniment;  on 
dit  qu'Us  sont  alors  en  équilibre  de  température  ou  qu'ils  ont 
la  même  température.  C'est  un  état  d'équilibre  mobile,  parce 
qu'on  suppose'  qu'il  y  a  entre  eux  des  échanges  de  chaleur 
continuels  et  équivalents. 

Quand  l'équilibre  a  lieu  entre  deux  corps,  il  est  indépen- 


3o  PRBHiÈRB  PAVTIB.  —  CHAPITRE  I. 

dani  de  la  disposition  qu'on  leur  donne;  on  en  conclut  que 
l'équilibre  de  température  est  un  état  parfaitement  défini,  qui 
ne  peut  avoir  lieu  que  d'une  seule  manière. 

Si  deux  corps  A  et  B  sont  en  équilibre  de  température  avec 
un  troisième  corps  C,  l'expérience  indique  qu'ils  sont  entre 
eux  en  équilibre  de  température. 

Quand  deux  corps  mis  en  relation  ne  sont  pas  en  équilibre 
de  température,  celui  qui  envoie  le  plus  de  chaleur  à  l'autre 
est  dit  à  une  température  plus  élevée.  Si  un  corps  A  est  à  une 
température  plus  élevée  qu'un  deuxième  corps  B,  celui-ci 
étant  en  équilibre  avec  un  troisième  corps  C,  l'expérience  in- 
dique que  le  corps  A  est  aussi  à  une  température  plus  élevée 
que  le  corps  C.  Supposons  de  même  que  le  corps  B  soit  à  une 
température  plus  élevée  que  C  et  moins  élevée  que  A,  et  qu'on 
laisse  refroidir  le  corps  A  jusqu'à  ce  qu'il  soit  en  équilibre 
avec  C,  on  constate  qu'il  passe  par  la  température  du  corps 
intermédiaire  B. 

En  d'autres  termes,  on  peut,  en  classant  les  corps  d'après 
leurs  réactions  calorifiques,  construire  une  échelle  des  tem- 
pératures, et  cette  échelle  des  températures  est  unique. 

Supposons  qu'on  mette  un  même  corps  P  successivement 
en  équilibre  de  température  avec  tous  les  corps  de  l'échelle 
précédente,  il  passera  par  une  série  d'états  successifs  qui 
pourront  servir  à  caractériser  les  différentes  températures  : 
ce  sera  un  thermomètre. 

32.  L'objet  principal  de  la  thermod^ynanique  est  d'étudier  les 
transformations  d'un  corps  homogène,  ayant  dans  toute  son 
étendue  la  même  densité  ou  le  même  volume  spécifîque  v  (le 
volume  spécifique  est  le  volume  de  l'unité  de  poids),  la  même 
température  /,  soumis  sur  toute  sa  surface  à  une  pression  uni- 
forme p,  et  de  plus  sans  mouvement  sensible.  L'état  d'un  corps 
dans  ces  conditions  dépend,  en  général,  de  deux  variables  in- 
dépendantes, son  énergie  actuelle  V,  et  son  énergie  poten- 
tielle W.  Toutes  les  quantités  que  l'on  considère  habituellement 
et  qui  caractérisent  l'état  physique  du  corps,  savoir  la  tempé- 
rature /,  le  volume  spécifique  f  et  la  pression  p,  dépendent 
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de  V  et  W;  ce  sont  des  fondions  de  ces  deux  quantilés, 

f=/(V,W),    i;=/,(V,  W),    />==/,(V,W). 

On  a  ainsi  trois  équations  entre  cinq  grandeurs»  dont  deux 
q  uelconques  peuvent  être  prises  pour  variables  indépendantes  ; 
on  choisit  ordinairement  v  et  p;  alors  la  température  est  une 
fonction  du  volume  et  de  la  pression. 

Toutefois,  dans  certaines  questions,  on  n'est  pas  maître  du 
choix  des  variables,  parce  que  les  fonctions  éprouveraient  de 
grandes  variations  pour  de  petits  changements  des  variables. 
Par  exemple,  dans  la  fusion  de  la  glace  sous  pression  constante, 
le  volume  change  peu  pendant  la  durée  du  phénomène,  et 
rétat  du  corps  éprouve  cependant  une  modification  considé* 
rable;  il  ne  conviendrait  pas  de  prendre  v  ex  p  comme  va- 
riables indépendantes.  La  difficulté  disparaît  si  l'on  prend  pour 
variable  indépendante  l'énergie  potentielle  W;  c'est  la  quan- 
tité qui  éprouve  alors  les  plus  grands  changements. 

DfiPINITION   DE   LA   TEMPÉRATURE. 

33.  Pour  tout  corps  homogène,  placé  dans  les  conditions 
indiquées  précédemment,  il  existe  entre  la  température,  le 
volume  spécifique  et  la  pression  une  relation 

(i)  <p(/,  i^,  />)=:o. 

On  ne  connaît  pas  encore  la  forme  de  cette  fonction  pour 
un  corps  quelconque;  les  lois  de  Gay-Lussac  et  de  Mariotte 
en  donnent  seulement  une  expression  très-approchée  pour  les 
gaz  permanents.  Mais  il  suffit  que  nous  concevions  l'existence 
de  cette  relation  pour  qu'elle  nous  serve  à  définir  les  tempé- 
ratures. Considérons,  en  effet,  un  corps  quelconque  que  l'on 
maintient  sous  pression  constante  ;  de  l'équation  précédente 
on  déduit 

Les  variations  de  volume  d'un  corps  sous  pression  con- 
stante  peuvent  donc  servir  à  graduer  l'échelle  des  tempéra- 
tures, pourvu  que  ce  corps  ne  présente,  pas  de  circonstances 
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particulières,  telles  qu'un  changement  d*état,  dans  les  limites 
de  température  entre  lesquelles  il  sert  de  thermomètre. 

II  y  a  avantage  à  employer  un  gaz  permanent  pour  construire 
le  thermomètre;  on  graduera  Téchelle  des  températures  par 
les  variations  de  volume  d'un  poids  de  gaz  égal  à  l'unité  sous 
une  pression  déterminée.  Soient  Vo  le  volume  de  ce  poids  à 
une  température  déterminée  que  nous  appellerons  zéro,  Vt  le 
volume  de  la  même  masse  à  une  autre  température  définie  /„ 
et  V  le  volume  à  une  température  quelconque  /;  en  supposant 
les  températures  proportionnelles  aux  changements  de  volume 
à  partir  de  la  température  zéro,  on  aura 

t  V  —  Ct 


Si  Ton  pose  a  =  — %  cette  équation  prend  la  forme 

a  est  ce  qu'on  appelle  le  coefficient  de  dilatation  du  gaz. 

3^.  Tous  les  gaz  et  les  vapeurs  surchauffées  tendent  vers  un 
état-limite  caractérisé  parles  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lus- 
sac.  Je  rappelle  ces  deux  lois  : 

I*  Loi  DE  Gay-Lussac.  —  Tous  les  gaz  permanents  ont  le 
même  coefficient  de  dilatât  ion  ^  et  ce  coefficient  est  indépen- 
dant de  la  pression. 

Ce  coefficient  de  dilatation  a  des  gaz  est  d'environ  ~. 

2®  Loi  DE  Mariotte. —  Les  volumes  d'une  même  masse  de  gaz 
A  la  même  température  sont  en  raison  inverse  des  pressions» 

Si  V  est  le  volume  d'une  certaine  masse  de  gaz  sous  la  pres- 
sion p,  v'  le  volume  de  la  même  masse  sous  la  pression  />'  et 
à  la  même  température,  on  a 

^^p     ^"     vp^^'p'- 
Ces  deux  lois  permettent  d'établir  la  relation  qui  existe 
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entre  le  volume  spécifique,  la  température  et  la  pression. 
Soient,  en  eiTet,  v.  le  volume  d*un  poids  de  gaz  égal  à  Tunité 
à  la  température  zéro  et  sous  une  pression  déterminée  /?«, 
V  le  volume  de  la  même  masse  de  gaz  à  la  température  /  et 
sous  la  pression  p.  Appelons  v'  le  volume  du  gaz  sous  la  pres- 
sion /7,  et  à  la  température  /.  On  a,  d'après  la  loi  de  Gay-Lus- 
sac,  (/=  ♦'.(iH- «0»  et,  d'après  celle  de  Mariette,  vp^v^p^. 
On  en  déduit  la  relation  cherchée 

(2)  vp^Vép.li-^oct), 

entre  la  température,  le  volume  et  la  pression. 

Les  deux  constantes  p.  et  a  sont  les  mêmes  pour  tous  les 

gaz.  Si  Ton  pose  a= -?  (a=:273),   la   relation   précédente 
oc 

prend  la  forme 

(3)  çp  =  (xv.p*{a-^  t). 

PREMIER   PRINCIPE   FONDAMENTAL. 

35.  On  mesure  les  quantités  de  chaleur  absorbées  ou  déga- 
gées dans  les  expériences,  en  les  comparant  à  une  autre  quan- 
tité de  chaleur  prise  pour  unité  et  défînie  par  le  passage  d'un 
certain  corps  d'un  état  déterminé  à  un  autre  état  déterminé. 
On  a  pris  pour  unité  de  chaleur  la  quantité  de  chaleur  né- 
cessaire pour  faire  passer  i  kilogramme  d'eau  de  la  tempéra- 
ture de  o  degré  à  la  température  de  i  degré  sous  la  pression 
de  760  millimètres;  c'est  ce  qu'on  appelle  une  calorie. 

Nous  avons  précédemment  représenté  par  Z  une  certaine 
quantité  d'énergie  calorifique;  cette  énergie,  qui  est  une 
force  vive,  était  exprimée  au  moyen  de  l'unité  habituelle  de 
la  force  vive  ou  du  travail,  c'est-à-dire  au  moyen  du  kilo- 
grammètre.  Une  même  quantité  de  chaleur  peut  donc  être 
représentée  par  un  nombre  Q  de  calories  ou  par  un  nombre  Z 
de  kilogrammètres.  Si  l'on  appelle  E  le  rapport  de  la  calorie 
au  kilogrammètre,  on  aura  évidemment 

Z=:EQ. 

Ce  rapport  E  est  ce  qu'on  appelle  V équivalent  mécanique 

3 
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de  la  chaleur;  c'est  le  nombre  de  kilogrammètres  auquel 
équivaut  une   calorie.    Nous  emploierons  aussi   le  rapport 

inverse  A  =  =ij  d  ou 

Q=:AZ. 

Le  premier  principe  fondamental  de  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur  est  exprimé  par  l'équation  {i3)  que  nous  avons 
déduite  du  théorème  des  forces  vives  (n'*28),  et  que  nous 
écrirons  sous  la  forme  la  plus  générale 

(4)  AU=26Fext.+EQ. 

Cette  équation  s'applique  au  mouvement  absolu  ou  au  mou- 
vement relatif  au  centre  de  gravité. 

Ordinairement,  comme  nous  l'avons  dit  au  n®  29,  les  forces 
extérieures  consistent  en  pressions  normales  s'exerçant  sur  la 
surface  du  corps.  Si  l'on  appelle  S  la  somme  des  travaux  des 
réactions  du  corps  considéré  sur  les  corps  extérieurs,  la 
somme  des  travaux  des  forces  extérieures  esj  —  S,  et  l'équa- 
tion précédente  devient 

(5)  EQ  =  AU-f-S, 

ou 

Q  =  A(AU-+-S). 

Elle  montre  que  la  quantité  de  chaleur  absorbée  ou  dégagée 
par  un  corps  est  équivalente  à  ta  variation  de  son  énergie 
(totale  ou  intérieure,  suivant  qu'il  s'agit  du  mouvement  absolu 
ou  du  mouvement  relatif  au  centre  de  gravité),  plus  le  travail 
extérieur  accompli  par  le  corps. 

Lorsque  le  corps  revient  à  son  état  primitif,  la  variation 
d'énergie  AU  étant  nulle,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(6)  EQ  =  S. 

La  quantité  de  chaleur  absorbée  ou  dégagée  par  le  corps  est 
équivalente  à  la  quantité  de  travail  extérieur  accomplie  ou 
reçue  par  le  corps. 

Les  progrès  de  la  théorie  datent  surtout  de  l'époque  où 
l'on  a  conçu  nettement  cette  notion  de  l'équivalence  entre 
une  quantité  de  chaleur  et  une  quantité  de  forces  vives  ou  de 
travail.  La  connaissance  de  la  valeur  numérique  du  rapport  E 
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de  la  calorie  au  kilogrammètre  a  une  grande  imporlance  au 
point  de  vue  des  applications.  Un  grand  nombre  de  physiciens 
ont  cherché  à  le  déterminer;  nous  citerons  quelques-uns  de 
leurs  travaux  les  plus  importants. 

béterminâtion  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

36.  Les  expériences  les  plus  célèbres  sont  celles  de  M.  Joule 
sur  le  frottement.  Dans  ces  expériences,  un  travail  extérieur 
connu  est  dépensé  pour  faire  frotter  deux  «corps  l'un  contre 
l'autre  et  produire  ainsi  une  certaine  quantité  de  chaleur  que 
Ton  mesure  à  l'aide  d'un  calorimètre. 

Un  des  appareils  de  M.  Joule  est  entièrement  construit  en 
laiton.  Il  se  compose  d'un  vase  calorimétrique  rempli  d'eau 
dans  lequel  tourne  un  axe  vertical  portant  seize  palettes  ver- 
ticales qui  passent  dans  les  intervalles  ménagés  entre  des 
lames  fixées  aux  parois  du  calorimètre,  afin  d'augmenter  le 
frottement  du  liquide  sur  lui-même  et  sur  les  pièces  mé- 
talliques. L'axe  tournant  est  muni  d'un  cylindre  extérieur  sur 
lequel  s'enroulent  deux  cordes  dont  chacune  passe  ensuite 
sur  une  poulie  mise  en  mouvement  par  la  descente  d'un  poids. 

La  température  du  calorimètre  étant  i)ien  connue,  on  laisse 
descendre  les  poids  moteurs  et  on  mesure  réchauffement  qui 
en  résulte.  Pour  connaître  le  travail  extérieur  qui  a  été  trans- 
formé en  chaleur,  il  faut  retrancher  du  travail  effectué  par  la 
pesanteur  dans  la  chute  des  poids  la  force  vive  qu'ils  possèdent 
à  la  fin  de  l'expérience  et  le  travail  absorbé  par  la  roideur 
des  cordes  et  par  le  frottement  des  pièces  non  situées  dans 
le  calorimètre.  Pour  évaluer  ce  travail  absorbé  à  l'extérieur 
du  calorimètre,  on  sépare  le  cylindre  de  l'arbre  tournant,  on 
enroule  les  deux  cordes  en  sens  contraires;  l'appareil  est 
alors  en  équilibre,  et  on  détermine  par  tâtonnements  l'excès 
de  poids  qu'il  est  nécessaire  d'appliquer  à  l'une  des  poulies 
pour  donner  à  l'appareil  un  mouvement  uniforme  avec  une 
vitesse  égale  à  celle  de  la  première  expérience.  Cet  excès 
de  poids  est  alors  équilibré  par  les  résistances  extérieures. 
On  peut  donc  calculer  quel  était  le  travail  absorbé  dans  ces 

expériences. 

3. 
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Quant  à  la  chaleur  créée,  elle  se  compose  de  celle  qui  a 
produit  récliauffemeni  du  calorimètre  et  qu'il  est  facile  de  cal- 
culer par  rélévation  de  température  et  de  la  chaleur  enlevée 
par  le  milieu  extérieur;  cette  dernière  est  très-faible  et  on  peut 
révaluer  approximativement.  On  a  ainsi  toutes  les  données  né- 
cessaires pour  déterminer  Téquivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

Dans  le  cas  actuel,  il  y  a  dégagement  ou  création  de  chaleur, 
Q  est  négatif.  Si  Ton  pose  Q  =  —  Q',  Téquatîon  (4)  devient 

6ext.  =  AU-+-EQ'. 

Dans  les  expériences  de  M.  Joule»  les  corps  frottants  sont 
des  liquides  ou  des  solides  très-durs  qui  n'éprouvent  pas 
d'usure  appréciable  pendant  l'opération;  le  poids  du  liquide 
renfermé  dans  le  calorimètre  est  assez  grand  pour  que  l'élé- 
vation de  température  soit  très-faible,  et  enfin  la  présence  des 
palettes  fixes  empêche  le  liquide  d'avoir  une  force  vive  sen- 
sible à  la  On  de  l'expérience.  11  en  résulte  que  la  variation 
d'énergie  AU  des  corps  frottants  est  négligeable  par  rapport  à 
la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  frottement  et  absorbée 
par  le  calorimètre.  On  peut  donc  écrire,  avec  une  approxima- 
tion sufûsante, 

G  ext.  =  EQ'. 

Le  travail  extérieur  est  évalué  en  kitogrammètres;  la  quan- 
tité de  chaleur  dégagée  Q'  est  mesurée  en  calories;  le  rapport 
est  l'équivalent  cherché  E. 

Dans  d'autres  expériences,  M.  Joule  s'est  servi  d'un  calo- 
rimètre en  fer  de  même  forme  que  le  précédent  et  renfer- 
mant du  mercure.  Enfin  il  a  supprimé  l'axe  à  palettes  et  Ta 
remplacé  par  un  anneau  conique  de  fonte  qui  frottait  sur  un 
cône  de  même  substance,  au  sein  d'une  masse  de  mercure. 
Il  a  ainsi  obtenu  les  résultats  suivants  : 

Frottement  de  l'eau  sur  elle-même  et  sur  le  laiton.. .      4^4 >9 

Frottement  du  mercure  sur  lui-même  et  sur  le  fer  .    w  ^  , 

I  426,3 

Frottement  de  la  fonte  sur  elle-même  dans  le  mercure.    <  ^  ^*2 

{  425, b 
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L'accord  de  ces  résultats  est  extrêmement  remarquable;  la 
moyenne  est  environ  426.  C'est  la  valeur  généralement  adop- 
tée pour  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

37.  M.  Uirn  a  suivi  une  marche  inverse.  Il  a  cherché  à 
mesurer  le  travail  accompli  par  la  consommation  d'une  cer- 
taine quantité  de  chaleur  dans  une  machine  à  vapeur  à  con- 
densation. Dans  ce  cas,  le  foyer  fournit  à  la  vapeur  une 
certaine  quantité  de  chaleur  Qa  que  l'on  peut  calculer  d'après 
les  expériences  de  IM.  Regnault,  en  connaissant  la  température 
de  la  vapeur  à  son  entrée  dans  le  cylindre.  Une  portion  Q,  de 
cette  chaleur  est  absorbée  par  l'eau  froide  du  condenseur  ou 
se  dissipe  dans  le  milieu  ambiant;  la  différence  Qs  — Qi  de 
ces  deux  quantités  de  chaleur  est  transformée  en  travail. 
Les  seules  forces  extérieures  dont  il  y  ait  à  tenir  compte  sont 
ici  des  pressions  normales  (n''29).  M.  Hirn  évalue  le  travail 
extérieur  S  accompli  par  la  machine  en  déterminant,  à  des 
intervalles  très-rapprochés,  à  l'aide  d'un  indicateur  de  "Watl, 
la  force  élastique  de  la  vapeur  dans  le  corps  de  pompe.  Ces 
deux  éléments  suffisent  pour  calculer  la  valeur  de  l'équiva- 
lent mécanique.  En  effet,  le  mouvement  de  la  machine  étant 
périodique,  après  un  nombre  entier  de  périodes,  la  variation 
d'énergie  intérieure  AU  est  nulle,  et  l'on  a  la  relation 

S  =  EQ  =  E(Q.-Q.), 

entre  le  travail  extérieur  et  la  chaleur  consommée  (n®  35). 

Toutefois,  cette  méthode  ne  comporte  pas  le  même  degré 
de  précision  que  celle  de  M.  Joule,  parce  que  le  travail  exté- 
rieur est  difficile  à  évaluer  et  que  la  quantité  de  chaleur 
Qi  —  Oi  que  l'on  introduit  dans  le  calcul  est  très-petite  par 
rapporta  celles  qu'il  faut  mesurer;  il  y  a  en  outre  un  grand 
nombre  de  causes  d'erreur  dont  on  ne  peut  pas  tenir  compte 
exactement.  Les  nombres  obtenus  par  M.  Hirn  varient  de  3oo 
à 600,  la  moyenne  est  4^^  •  ces  résultats  sont  donc  peu  con- 
cordants; mais  si  l'on  remarque  que  les  expériences  ont  été 
faites  dans  des  conditions  très-diverses,  avec  des  causes  d'er- 
reur variables  d'une  expérience  à  l'autre,  avec  des  machines 
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de  systèmes  et  de  puissances  très-différents,  et  si  Ton  songe 
aux  difficultés  de  recherches  semblables,  on  devra  considérer 
ces  expériences  de  M.  Hirn  comme  une  confirmation  remar^ 
quable  de  celles  de  M.  Joule. 


CONSÉQUENCES   DU    PREMIER   PRINCIPE. 

38.  Considérons  un  corps  homogène,  sans  mouvement  sen- 
sible, et  soumis  sur  loule  sa  surface  à  une  pression  uniforme; 
rélat  du  corps  est  caractérisé  par  trois  grandeurs,  la  tempéra- 
ture t,  le  volume  spécifique  v  et  la  pression  p.  Mais  nous 
avons  vu  (n*  33)  qu'il  existe  une  relation 


(0 


?(^  ^,  />)  =  o 


entre  ces  trois  quantités;  deux  quelconques  d'entre  elles  suf- 
fisent donc  pour  définir  l'état  du  corps;  pour  le  moment,  nous 
définirons  l'état  du  corps  à  l'aide  des  deux  variables  indépen- 
dantes V  et  p. 

Une  représentation  géométrique  aidera  beaucoup  à  suivre 
les  raisonnements.  Traçons  dans  un  plan  deux  axes  rectangu- 
laires 0(^  et  Op  {Jig.  4)  6^  marquons  le  point  M  du  plan  dont 

Fig.  ',. 
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l'abscisse  OM'  est  égale  à  c  et  l'ordonnée  MM'  à  p  :  la  position 
du  point  M  dans  le  plan  représentera  l'état  du  corps.  Si  le 
corps  passe  de  l'état  A  à  l'état  B,  la  suite  des  transformations 
•  sera  figurée  par  une  ligne  AMB. 

L'aire  plane  ABB'A'  représente  le  travail  extérieur  S  accom- 
pli par  le  corps;  en  effet,  le  corps  n'ayant  pas  de  mouvement 
sensible  et  étant  soumis  à  une  pression  uniforme,  nous  avons 
vu  (n**30)  que  le  travail  extérieur  qui  correspond  à  une  trans- 
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formation  infiniment  petile  MN  est  exprimé  par  la  formule 
dS  =  pdç;  il  est  égal  à  Taire  du  petit  rectangle  MNN'M';  par 
suite,  le  travail  extérieur  accompli  par  le  corps  en  passant  de 
l'état  A  à  rétat  B  est  représenté  par  l'aire  ABB'A'.  Ce  travail 
dépend  non-seulement  des  états  extrêmes  A  et  B,  mais  en- 
core de  la  suite  des  états  intermédiaires,  c'est-à-dire  de  la  ma- 
nière dont  la  transformation  a  eu  lieu,  ou  de  la  forme  de  la 
courbe. 

Concevons  que  le  corps  parte  d'un  état  initial  déterminé  A 
pour  arriver  à  un  état  quelconque  M,  défini  par  les  valeurs  v 
et  p  des  variables.  Le  travail  extérieur  S,  dépendant  de  la  suite 
des  transformations,  ne  peut  pas  éire  considéré  comme  une 
fonction  des  deux  variables  c  et  p.  Au  contraire,  il  est  évident 
que  l'énergie  intérieure  U  du  corps  dépend  uniquement  de 
son  état  actuel;  c'est  une  fonction  parfaitement  déterminée 
de  i' et  de  p;  la  variation  AU  =  U  — Uj  qu'elle  éprouve  en 
passant  de  Tétai  initial  A  à  un  état  quelconque  M  est  aussi  une 
fonction  de  v  et  de  p. 

D'après  Téquation  fondamentale  (n**  35) 

Q=:A(AU-+-S), 

la  quantité  de  chaleur  Q  étant  la  somme  de  deux  quantités, 
dont  Tune  A  AU  est  indépendante  de  la  suite  des  transforma- 
tions et  dont  l'autre  en  dépend,  en  dépend  également;  ce 
n'est  donc. pas  une  fonction  de  v  et  p. 

Si  Ton  applique  Téquation  précédente  à  une  transformation 
infiniment  petite,  et  si  Ton  remplace  dS  par  pdv,  on  obient  la 
relation 

(a)  dQ  =  k(dU-hpdv). 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  rfU  est  la  différentielle 
totale  d'une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  mais 
il  n'en  est  pas  de  même  de  dQ,  Celte  relation  (a),  expression 
du  premier  principe  fondamental  dans  les  conditions  où  nous 
supposons  le  corps,  est  celle  dont  nous  nous  servirons  le  plus 
souvent  dans  la  suite. 

39.  Nous  avons  choisi  dans  ce  qui  précède  les  deux  va- 
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riables  indépendantes  v  et  p  pour  définir  Tétai  du  corps.  U  est 
une  fonction  de  ces  deux  variables;  nous  la  représenterons 
par  V,p,  indiquant  les  variables  indépendantes  par  des  indices, 
afin  d'éviter  toute  confusion.  Si  l'on  remplace  JU  par  sa  va- 
leur 

D  t'  4)  f       '^ 

réquation  (a)  devient 

et  si  Ton  pose,  pour  abréger, 

X  et  Y  étant  deux  fonctions  de  v  et  p,  elle  se  réduit  à  la  forme 

simple 

(a.)  dQ=:\dv-^Ydp. 

l\  existe  une  relation  entre  les  deux  fonctions  X  et  Y.  On  a, 
en  effet, 

;>x___     yi] 

"T        A  r      r        ~t-  A, 

dp  OVdp 

DY       ,    cVU 

■  =  A  : 


d'où  Ton  déduit 

i^p        ov 

Cette  relation  montre  bien  que  le  second  membre  de  Téqua- 

lion  (a,)  n'est  pas  une  différentielle  exacte,  car  il  faudrait  pour 

,  ,.         .   ;)X       DY  .      ^ 

cela  que  1  on  eut  tt—  =  :— -1  et  par  suite  A  =  o. 
dp       ^v        '^ 

40.  Prenons  maintenant  t  ei  v  pour  variables  indépen- 
dantes. U  est  une  fonction  de  t  et  v,  p  est  aussi  une  fonction 
des  mêmes  variables  d'après  la  relation  <^  (t,  v, p)=zo.  On  a 
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alors 

et  réqualion  (a)  devient 


Si  l'on  pose 


l 


^^It-")' 


c  et  /  étant  deux  fonctions  de  /  et  v,  celle  équation  se  réduit 
à  la  forme 

(a,)  dQ=:cdt  -hldv. 

Les  deux  fonctions  c  et  /  ont  une  signification  physique 

qu'il  importe  de  remarquer;  c  est  la  chaleur  spécifique  du 

€orps  à  volume  constant,  et  /  la  chaleur  latente  de  dilatation. 

En  effet,  si  le  volume  est  conslant,  dv=:o,  et  Téquation  se 

réduit  à 

dQ  =  cdt. 

Or,  si  Ton  communique   au  corps  une  quantité  de  chaleur 

AQ,  le  volume  restant  constant,  la  température  s'élève  de  A/; 

AQ 
la  chaleur  spécifique  a  pour  valeur  la  limite  du  rapport  -^5 

elle  est  égale  à  c.  Au  contraire,  si  la  température  reste  con- 
stanie,  l'équation  se  réduit  à 

dQ  =  ldi^; 

/est  la  limite  du  rapport  -^  de  la  quantité  de  chaleur  reçue 

par  le  corps  à  l'accroissement  de  volume  correspondant;  c'est 
la  chaleur  latente  de  dilatation.  Lorsque  le  corps  se  contracte 
parla  chaleur,  Av  est  négatif,  ainsi  que  /. 
Il  existe  aussi  une  relation  entre  les  deux  fonctions  c  et  /. 
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On  a,  en  effel, 


et,  par  suite, 

(«.) 

3/       Si-""      5^ 

M.  Prenons  enfin  t  et  p  comme  variables  indépendantes; 
U  et  f  doivent  être  considérées  comme  des  fonctions  de  /  et 
de  p.  On  a  alors 


dV  = 

=\";"" 

-'^*. 

rfc  = 

4:*- 

rfQ 

=*(^- 

"H)"' 

-(t 

ei 

si  l'on 

pose 

C  = 

-(\^' 

A  = 

-e^ 

''4)'p' 


C  et  A  étant  deux  fonctions  de  /  et  p,  l'équation  (a)  se  met 
sous  une  troisième  forme 

(a,)  dQ  =  Cdt-{-hdp. 

La  fonction  C  est  la  chaleur  spécifique  sous  pression  con- 
stante; car  c'est  la  limite  du  rapport  -^^j  quand  la  pression  ne 

change  pas. 
Il  existe  aussi  une  relation  entre  C  et  h,  car  on  a 

DA  _      /  D^U  JU^\ 

Dp""      \DOp  ■^''d/D/>"^D/J' 
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el,  par  suite. 

Les  trois  formes  (a,),  (a,),  («3),  sous  lesquelles  nous  avons 
mis  réquation  fondamentale  (a),  correspondent  aux  trois 
couples  de  variables  indépendantes  v  et  p,  t  et  v,  t  et  p.  Les 
irois  relations  (a,),  (a,)»  («3)  qui  s'en  déduisent,  ont  été  trou- 
vées par  M.  Clausius. 

FONCTION   D*1NTÉGRABIL1TÉ. 

42.  Nous  avons  vu  (n°39)  que,  si  Ton  prend  v  ti  p  pour 
variables  indépendantes,  l'équation  fondamentale  se  met  sous 
la  forme 

Nous  savons  que  le  second  membre  rt'est  pas  la  différen- 
tielle exacte  d'une  fonction  de  cet  de/?;  mais  on  démontre 
en  mathématiques  qu'une  expression  de  celle  forme,  multi- 
pliée par  une  certaine  fonction,  peut  être  rendue  différenlielle 
exacte;  je  rappelle  en  quelques  mots  la  démonstration  de  cette 
proposition.  Considérons  l'équation  différenlielle 

XrfcH-Yrfp  =  o; 

les  deux  variables  i'  el  /?  sont  ici  fondions  l'une  de  l'autre,  et 
celte  équation  a  une  intégrale  générale.  Supposons-la  trouvée 
et  mise  sous  la  forme 

u  étant  une  constante  arbitraire.  On  en  déduit 

Y'd9+Y;dp=o,  ou   %  =  -y; 

Celle  valeur  de  -^  devant  être  égale  à  celle  que  fournil  l'équa- 
tion difrérentielle,  on  a 

Y  -  F"/ 


44  PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  I. 

Celte  équation  doit  être  vérifiée  identiquement,  c'est-à-dire 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  /i  et  de  i^;  on  a  donc 

l  étant  une  certaine  fonction  de  v  et  de  p.  On  en  déduit 

Si  l'on  divise  maintenant  par  X  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion [a,),  cette  équation  devient 

rfO      X.        Y   .' 

OU 

J^  =  r,dv-^F,dp. 

Le  second  membre  est  alors  la  différentielle  exacte  de  la 
fonction  ¥{v,p);  désignons  cette  fonction  par  /ui,  il  vient  alors 

(7)  -^=dix; 

X  et  fx  sont  deux  nouvelles  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes V  eip.  Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire  peut 
évidemment  être  répété  quelles  que  soient  les  variables  choi- 
sies; il  est  indépendant  du  choix  de  ces  variables. 

Ainsi  :  //  existe  une  fonction  X  des  deux  variables  indépen^ 

dantes  telle,  que  Vexpression  -^   devient  une  différentielle 

exacte. 

43.  11  existe  même  une  infiniié  de  fonctions  qui  jouissent 
de  celle  propriété.  En  effet,  soit  X,  Tune  d'elles,  on  aura 

rfQ        . 
si  Ton  pose 


♦(.)=/; 
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9  (fx)  étant  une  fonction  arbitraire  de  |x,  il  vient 
rfQ X,  rf|tz   dfÂ 

le  second  membre  est  évidemment  la  difTérentielie  exacte 
d'une  certaine  fonction  ^{[j^)  qu'on  obtiendra  en  posant 

Ainsi  :  Quand  on  connaît  une  fonction  X  des  variables  indé- 
pendantes qui  rend  l'expression  -r—  différentielle  exacte^  on 

obtient  une  nouvelle  fonction  qui  jouit  de  la  même  propriété 
en  multipliant  la  première  par  une  fonction  arbitraire  de  ju. 

APPLICATIOlf   AUX    GAZ    PARFAITS. 

44.  Un  gaz  parfait  serait  un  gaz  satisfaisant  d'une  manière 
rigoureuse  aux  lois  expérimentales  qui  ne  sont  applicables 
aux  gaz  réels  que  d'une  manière  approchée.  On  ne  connaît 
pas  de  gaz  jouissant  absolument  de  ces  propriétés,  mais  les 
conséquences  auxquelles  on  arrive  en  supposant  les  gaz  par- 
faits, sont  sensiblement  vraies  pour  les  gaz  réels. 

Premièrb  loi  expérimentale.  Lois  de  Mario t te  et  de  Gay-Lussac. 
—  Ces  deux  lois,  comme  nous  l'avons  vu  (n*  34),  sont  renfer- 
mées dans  l'équation  suivante 

pv  =p.v.[\-\-  at) 
ou 

(3)  pv^ap.v.[a'^  t). 

Cette  équatioiï  suppose  que  la  température  est  mesurée  par 
le  thermomètre  à  air.  Les  constantes  a  et  />•  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  gaz;  v^  est  une  constante  particulière  à  chaque 
gaz,  c'est  le  volume  spécifique  du  gaz  à  la  température  zéro 
et  sous  la  pression  p..  En  réalité  la  constante  a  n'est  pas  abso- 
lument la  même  pour  tous  les  gaz;  mais  les  différences  sont 
faibles,  elles  indiquent  l'existence  d'une  loi  générale  et  de 
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perturbations  secondaires.  Ainsi,  les  valeurs  de  a  =  -  sont 

Pour  l'air  .    273,20 

Pour  riiydrogène 278,13 

Pour  l'acide  carbonique.     278,81 

45.  Deuxième  loi  expérimentale.  Loi  de  Joule.  —  De  ses 
expériences  sur  ia  délente  des  gaz,  M.  Joule  a  conclu  que 
l'énergie  intérieure  d*un  gaz  dépend  uniquement  de  sa  tem- 
pérature et  non  de  son  volume.  En  admettant  celle  loi  nous 
pourrons  poser 

Il  résulte  de  celle  hypothèse  plusieurs  conséquences  im- 
portantes. 

Première  conséquence.  —  En  se  reportant  à  ia  valeur  gé- 
nérale de  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant  (n^'M),  on 
obtient  dans  le  cas  acluel 

/«^         '  A^U 

(8)  ''^^Tt' 

Le  second  membre  est  une  fonction  de  la  température  seule. 
Ainsi  :  La  chaleur  spéciji que  d'un  gaz  à  volume  constant  dé- 
pend uniquement  de  la  température  de  ce  gaz. 

Deuxième  conséquence.  —  On  a  de  même,  pour  la  chaleur 
spécifique  sous  pression  constante  (n"  41), 


/rfU  cV\ 

[df^Pyt)' 


Pour  les  gaz,  nous  connaissons  la  relation  (3}  qui  existe 
entre  le  volume,  la  température  et  la  pression;  on  en  déduit 


P 
et,  par  suite. 


-<K..p.(a^t),     ^-— ^. 


(9)  C^A^^-^a/i.t'.): 

La  chaleur  spécifique  d'un  gaz  sous  pression  constante,  est 
aussi  une  fonction  de  la  température  seule  du  gaz. 
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46.  Troisième  conséquence,  —  En  retranchant  c  de  C  on 
obtient  la  relation 

(lo)  C  —  c=:  Aa/i.f.. 

Ainsi  :  L'excès  de  la  chaleur  spécifique  sous  pression  con- 
stante sur  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant  est  un 
nombre  constant  pour  chaque  gaz. 

On  en  déduit  encore 

(il)  — -— =:Aa/?.. 

Celle  équation  signifie  que  la  différence  des  chaleurs  spéci- 
fiques rapportées  à  l'unité  de  volume  est  une  même  constante 
pour  tous  les  gaz. 

On  peut  aussi  se  servir  de  cette  formule  pour  déterminer 
l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur.  On  a,  en  effet, 

La  chaleur  spécifique  C  sous  pression  constante  est  déter- 
minée directement  par  Texpérience;  la  chaleur  spécifique  c  à 
volume  constant  est  donnée  indirectement  par  la  vitesse  du 
son  dans  les  gaz.  Le  second  membre  est  donc  connu  entière- 
ment. 

C'est  de  celte  manière  que  le  docteur  Mayer  a  donné  la 
première  détermination  approchée  de  Téquivalent  mécanique 
de  la  chaleur.  En  appliquant  à  différents  gaz  les  nombres  qui 
proviennent  des  expériences  les  plus  précises,  on  obtient  les 
résultats  suivants  : 

Avec  l'air E  =  4*^6,0 

Avec  l'oxygène/.  E=: 4^5,7 

Avec  l'azote E  —  43*»^ 

Avec  rhy drogène.  E  =  4^5 , 3 

Aujourd'hui,  on  se  sert  plutôt  de  l'équation  précédente  pour 
calculer  la  valeur  de  c. 


,1 
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47.  Quatrième  conséquence.  —  Puisque  y- =  o»  l'expres- 
sion de  la  chaleur  latente  de  dilatation  /  des  gaz  (n®  M))  de* 
vient 

(i3)  /  =  A/>. 

La  chaleur  latente  de  dilatation  est  pioportionnelle  à   la 
pression. 

Enfin  on  a  encore  (n"*  41) 

h  =  Kp  —  ' 

D'ailleurs,  l'équation 

i'=  -ap.v.ia-Jf  t) 

donne 

^ oLp.if.jn  -^  t) i^ 

il  en  résnite  la  relation  très-simple 
(i4)  A  =  — Av. 

48.  Cinquième  conséquence.  —  On  peut,  dans  le  cas  des 
gaz  parfaits,  déterminer  aisément  la  fonction  d'intégrabilité  À. 

Si  Ton  prend  /  et  (^  pour  variables  indépendantes,  on  a 

dQ  =  c  dt -h  Idv, 
ou,  en  remplaçant  /  par  sa  valeur  Ap, 

dQ^cdt-hApdv. 
Remplaçons /^  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (3),  il  vient 

dQ  =  c dt  -h  Aa p.v^{a  -h  t)  —^ 

d'où 

r= -dt  -f-  Axp.v.  — • 

a-h  t      «-+-/  '^        V 

Le  second  membre  est  évidemment  une  différentielle  exacte, 
car  c  est  une  fonction  de  t  seulement  (n®  45),  et  les  variables 
sont  séparées;  c'est  la  différentielle  d'une  certaine  fonction  a 
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de  /  et  c,  et  l^on  peut  écrire 

rfQ         . 

r=  d  UL. 

a-ht         ^ 
Ainsi  l'une  des  valeurs  de  la  fonction  1  est 
{i5)  l'—a-ht. 

Si  l'on  prend  t  et  p  pour  variables  indépendantes,  on  a 
rfQ  =:  C  (//  -f-  A  dp, 
ou,  d'après  l'équation  (i4)» 

(lQ  =  Cdt  —  Avdp. 
Remplaçons  v  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (3),  il  vient 

dQ  =  Cdt—Kxp.vAa-+-  t)-^j 

d'où 

rfQ  C      .        .  dp 

= .-  dt  —  Aa  Pt  t'o  -^  • 

a-^  t       aH-  t  P 

Puisque  C  est  une  fonction  de  t  seulement  (n°  45),  le  second 
membre  est  encore  la  différentielle  exacte  d'une  certaine  fonc- 
tion /:jt  de  /  et  p.  On  retrouve  pour  X  la  même  valeur  a  4-  / 
que  précédemment,  et  on  arriverait  encore  au  même  résultat 
en  prenant /?  et  v  pour  variables  indépendantes. 

Ainsi,  pour  les  gaz  parfaits,  il  y  a  une  valeur  de  la  fonction 
X  qui  dépend  de  la  tempéralure  seulement. 

49.  Troisième  loi  expérimentale.  —  Nous  avons  déduit  de 
la  loi  de  Joule  que  la  chaleur  spéciQque  sous  pression  con- 
stante C  dépend  uniquement  de  la  température;  l'expérience 
indique  que  cette  chaleur  spécifique  C  est  indépendante  de  la 
température  elle-même  et  que  c*est  une  constante  pour  chaque 
gaz.  Admettons  aussi  cette  loi.  Puisque  la  différence  C  —  c  est 
une  constante  pour  chaque  gaz,  comme  nous  l'avons  vu  (  n®  46], 
il  résulte  de  la  loi  précédente  que  la  chaleur  spécifique  à  vo- 
lume constant  c  est  aussi  une  constante  pour  chaque  gaz. 

50.  Ceci  va  nous  permettre  de  déterminer  la  forme  de  la 
fonction  p..  En  prenant  /  et  t^  pour  variables  indépendantes, 
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nous  avons  trouvé 

rfQ  dt         ,^  dv 

Comme  c  et  C  sont  ici  des  constantes,  Tintégrale  générale  du 
second  membre  est 

|x  =  logB(a-h/)*i/C-'', 
ou,  en  remplaçant  â+  /  par  sa  valeur  tirée  de  Téqualion  (3), 

fX  =  log r-  p'  ifi. 

n 

Comme  la  constante  B  est  arbitraire,  faisons  : r  =i.  il 

{ocp.i^.Y 

vient 

(i6)  (x=^[ogp'v^. 

Si  Ton  prend  t  eip  pour  variables  indépendantes,  on  a 

a  + 1  a-h  t      *  '  p 

L'intégrale  générale  du  second  membre  est 

^  =  IogB'L-,,-;i-  =  Iog^^^^^.p-.c, 

OU,  en  choisissant  convenablement  la  constante  B^ 
jj.  =  \ogp'v^. 

On  arriverait  encore  au   même  'résultat  en  prenant  v  ei  p 
comme  variables  indépendantes.  On  a  donc  pour  les  gaz  par- 
faits 
(17)  A^^  =  d\ogp'v^. 

Si  un  gaz  subit  des  transformations  quelconques  sans  ab- 
sorber ni  dégager  de  chaleur  à  aucune  phase  de  la  transforma- 
tion, le  premier  membre  fêlant  constamment  nul,  il  en  est  de 
même  du  second,  et  le  produit  p*v^  reste  constant;  c'est  la 
loi  de  Poisson. 

51.  CherchonsencoreTénergie  intérieure  d'un  gaz. On  a  (n** (5) 

.rfU 
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OU 

■dV       I  _ 

^  =  -c  =  'Ec. 

Comme  c  est  une  constante,  on  en  déduit 

U  =  U.-hEc(/—  t.), 

U»  étant  la  valeur  de  U  à  la  température  /«.  Ainsi  ia  varia- 
tion de  r énergie  intérieure  U  d'un  gaz  est  proportionnelle  à 
la  variation  de  la  température  comptée  sur  le  thermomètre 
à  nir.  Par  suite,  l'énergie  intérieure  pourra  servir  à  mesurer  la 
température. 

52.  Quàtrièmb  loi  EipfiRiiiBNTALB.  —  L'expérîence  apprend 

encore  que  le  rapport  -»  c'est-à-dire  la  chaleur  spécifique  d'un 

gaz  sous  pression  constante,  ramenée  à  l'unité  de  volume ,  est 
une  même  constante  pour  tous  les  gaz. 

Mais  nous  avons  vu  déjà  (n^*  46)  que  le  rapport     "~  '  a  une 

même  valeur  pour  tous  les  gaz;  il  en  résulte  que  le  rapport 

— ï  c'est-à-dire  la  chaleur  spécifique  à  volume  constant,  ra-- 

menée  à  Vunité  de  volume,  est  aussi  une  même  constante 
pour  tous  les  gaz. 

On  détermine  directement  par  l'expérience  Cet  vA\t  poids 
spécifique  du  gaz  est  -  )  )  il  est  aisé  de  vérifier  que  le  rapport 

-  est  constant;  la  formule  (lo)  permet  de  calculer  ensuite  la 

chaleur  spécifique  c  à  volume  constant.  On  obtient  ainsi  pour 
l'hydrogène  et  l'air  atmosphérique  les  nombres  suivants  : 


C. 

C-c=A«p.f'.. 

c=C— Asp«fft. 

c 

•Vo' 

0,307 

o,3o5 

0,Ql8 

o,ai6 

Air 

B|drogèiie. 

i,a93ia 
0,08957 

0,58751 
3,40900 

0,0489 

0;994 

0,1686 
2,4.5 
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53.  Pour  calculer  toutes  les  quantités  qui  interviennent  dans 
les  transformations  des  gaz,  nous  avons  admis  :  i**  l'équation  (3) 
qui  renferme  la  loi  de  Marîotte  et  celle  de  Gay-Lussac  (n**  44); 
2*"  la  loi  de  Joule  (n®  45);  3®  que  la  chaleur  spécifique  d'un 
gaz  sous  pression  constante  est  indépendante  de  la  température 
(n**  49);  4**  enfin,  que  la  chaleur  spécifique  sous  pression 
constante  rapportée  à  l'unité  de  volume  est  une  même  con- 
stante pour  tous  les  gaz  (n<>  52). 

Les  deux  dernières  lois  ont  été  vérifiées  par  les  expériences 
de  M.  Regnault.  Les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac  ont  été 
établies  depuis  longtemps,  et  M.  Regnault  a  déterminé  d'une 
manière  très-précise  l'approximation  avec  laquelle  on  peut 
appliquer  ces  deux  lois  aux  gaz  les  plus  importants,  tels  que 
l'air,  l'azote,  l'hydrogène,  l'acide  carbonique. 

54.  Quant  à  la  deuxième  loi  que  l'énergie  intérieure  d'un 
gaz  dépend  de  la  température  seule,  elle  résulte  de  certaines 
conceptions  théoriques  sur  la  constitution  des  gaz,  dont  nous 
parlerons  plus  tard;  mais  il  est  bon  de  dire  quelques  mots  des 
vérifications  expérimentales  qui  en  ont  été  faites. 

Gay-Lussac  avait  déjà  montré  que  si  l'on  met  en  communica- 
tion un  ballon  plein  de  gaz  avec  un  autre  ballon  vide  de  même 
capacité,  il  se  produit  dans  le  premier  un  abaissement  de  tempé- 
rature et  dans  le  second  une  élévation  de  température  égale; 
mais  les  différences  de  pression  étaient  trop  faibles  pour  que  les 
variationsde  température  pussent  être  évaluées  avec  précision. 

M.  Joule  a  repris  cette  expérience  en  choisissant  des  condi- 
tions plus  avantageuses.  Dans  une  de  ses  expériences,  M.  Joule 
emploie  deux  récipients  métalliques  égaux,  réunis  à  la  partie 
inférieure  par  un  tube  à  robinet  et  plongés  dans  un  même  ca- 
lorimètre à  eau.  L'un  des  vases  A  contenait  120  grammes  d'air 
sec  à  la  pression  de  22  atmosphères,  l'autre  vase  B  est  vide, 
ou  du  moins  renfermait  de  l'air  à  une  pression  de  un  millième 
d'atmosphère.  Quand  on  ouvre  le  robinet,  le  gaz  se  répartit 
également  dans  les  deux  récipients,  le  volume  est  doublé,  la 
pression  devient  moitié  moindre  et  le  calorimètre  n'accuse 
aucune  variation  de  température. 
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L'air  contenu  dans  le  vase  A  avant  le  mélange  est  à  une  tem- 
pérature /  et  il  possède  une  certaine  énergie  intérieure.  Le 
vase  B  étant  vide,  le  gaz  double  de  volume,  sans  effectuer  au- 
cun travail  extérieur;  d'ailleurs  le  calorimètre  n'indiquant 
aucune  variation  de  température,  la  transformation  s'est  opérée 
sans  absorption  ni  dégagement  de  chaleur.  Si  dans  l'équation 
générale 
(5)  EQ=:AU-hS, 

on  faitS  =  o  et  Q=:o,  il  vient  AU  =  o.  Ainsi,  l'énergie  inté- 
rieure du  gaz  est  restée  constante  pendant  la  transformation; 
elle  est  donc  indépendante  du  volume  et  fonction  de  la  tem- 
pérature seule. 

Dans  une  autre  expérience,  M.  Joule  a  séparé  les  deux  vases 
et  les  a  placés  dans  deux  calorimètres  différents,  en  ayant  soin 
d'entourer  d'un  manchon  le  tube  de  communication,  aRn  d'é- 
viter autant  que  possible  les  perles  de  chaleur  qui  pourraient 
avoir  lieu  par  ce  tube.  L'un  des  vases  A  renferme  encore  un 
gaz  à  la  pression  de  22  atmosphères,  l'autre  B  étant  vide  à 
peu  près.  Quand  on  établit  la  communication,  le  calorimètre 
qui  renfermait  le  gaz  comprimé  se  refroidit,  l'autre  s'échauffe, 
mais  il  y  a  compensation  exacte  entre  la  chaleur  absorbée 
d'un  côté  et  la  chaleur  dégagée  de  l'autre.  Le  gaz  comprimé 
prend  pendant  la  détente  une  vitesse  très-sensible  qui  donne 
lieu  à  une  disparition  d'énergie  calorifique  transformée  en 
énergie  çensibie.  Quand  le  gaz  arrive  dans  le  vase  B,  son 
mouvement  de  translation  se  transforme  en  mouvement  vi- 
bratoire par  les  chocs  contre  les  parois,  l'énergie  sensible  dis- 
paraît et  reproduit  de  l'énergie  calorifique.  Mais  nous  aurons 
l'occasion  plus  tard  d'étudier  ce  phénomène. 

Cette  dernière  expérience  de  H.  Joule  a  été  vérifiée  par 
H.  Regnault  dans  des  circonstances  très-variées. 
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THÉORÈME   DE  CARNOT. 

Transformations  réversibles.  —  Lignes  de  tiansformation.  —  Cycle  de  Carnot. 
—  Loi  expérimentale  de  Clausius.  —  Théorème  de  Carnot.  —  Détermination 
de  la  fonction  d'intéçrabilité;  température  absolue.  —  Équations  de  William 
Thomson.  — Équation  de  Rankine.  —  Remarques  sur  le  théorème  de  Carnot. 


55.  Dans  l'étude  des  transformations  d'un  corps  homogène, 
sans  mouvement  sensible  et  soumis  à  une  pression  uniforme, 
nous  ne  nous  sommes  servi  jusqu'à  présent  que  du  principe 
de  l'équivalence,  qui  n'est  qu'une  conséquence  de  l'hypothèse 
fondamentale  sur  la  nature  de  la  chaleur  et  du  théorème  des 
forces  vives.  Nous  en  avons  déduit  (35)  pour  une  transfert 
jmation  quelconque  AB  l'équation 

(i)  EQ=:AU-f-S. 

Nous  avons  vu  aussi  (n**  42)  qu'on  a  pour  une  transformation 
inGniment  petite  MN  l'équation 


[2) 


dQ       . 


dans  laquelle  X  et  /x  sont  des  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes. 

Fig.  5. 

B 


M'  W 


Quand  le  corps  passe  de  l'état  A  à  l'état  B,  que  nous  carac- 
tériserons par  les  indices  i  et  2,  la  quantité  de  chaleur  qu'il  a 
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absorbée  ou  dégagée  esl,  d'après  Téquation  (a), 


Q=  Tldii. 


Comme  nous  l'avons  remarqué  au  n"  38,  celle  intégrale  ne 
dépend  pas  seulement  de  Tétat  initial  et  de  l'état  iinal  du  corps, 
mais  aussi  de  la  suite  des  transformations,  ou  de  la  courbe 
suivie  pour  aller  de  A  en  B. 
On  a  aussi 

—  =z  Ut—  fX,. 


i: 


Le  second  membre  de  cette  équation  ne  dépend  que  de 
rétat  initial  et  de  Tétat  Onal,  et  nullement  de  la  suite  des 
transformalions  ou  du  chemin  suivi  AMB;  le  premier  membre 
est  donc  aussi  indépendant  de  la  suite  des  transformations. 

En  particulier,  si  le  corps  revient  à  son  état  primitif» 
puisque  ut  =  |:x,,  on  a 

Nous  allons  maintenant  établir  le  second  principe  fonda- 
mental de  la  thermodynamique;  nous  commencerons  par  quel- 
ques considérations  préliminaires. 

TRANSFORMATIONS   RBVERSIELES. 

56.  Quand  un  corps  éprouve  des  transformations  quel- 
conques, accompagnées  de  phénomènes  calorifiques,  il  arrive 
quelquefois  que  les  changements  inverses  peuvent  avoir  lieu 
précisément  dans  les  mêmes  circonstances;  on  dit  alors  que 
la  transformation  est  réversible.  Au  contraire,  la  transformation 
est  dite  non  réversible,  si  les  circonstances  sont  telles  qu'en 
les  reproduisant  dans  Tordre  inverse  on  ne  puisse  pas  faire 
repasser  le  corps  par  les  mêmes  états. 

Imaginons,  par  exemple,  qu'un  corps  extérieur  indéfini  K, 
parfaitement  conducteur,  soit  constamment  en  communication 
avec  le  corps  dont  nous  suivons  les  transformations,  et  lui 
fournisse  ou  lui  enlève  de  la  chaleur  de  façon  que  les  deux 
corps  soient  toujours  à  la  même  température;  la  transforma- 
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lion  sera  évidemment  réversible.  Si  le  corps  a  été  de  l'état  A 
à  rétat  B  en  suivant  un  certain  chemin  AMB»  il  pourra  revenir 
de  rélat  B  à  l'état  A  par  le  même  chemin  BMA  en  sens  in- 
verse. S'il  absorbait  dans  une  phase  MN  de  la  transformation 
directe  une  certaine  quantité  de  chaleur,  il  en  dégagera  une 
quantité  égale  dans  la  phase  correspondante  NM  de  la  trans- 
formation inverse.  Si  le  travail  extérieur  MNN'M'  était  positif 
dans  le  premier  cas,  il  sera  négatif  dans  le  second  cas,  et  le 
même  en  valeur  absolue. 

Pour  que  la  transformation  soit  réversible,  il  est  nécessaire 
que  le  corps  extérieur  K  soit  toujours  à  la  même  température 
que  le  corps  dont  on  suit  les  transformations;  car  si  le  corps 
extérieur  K  était  à  une  température  plus  élevée  que  l'autre, 
il  pourrait  bien  lui  céder  la  chaleur  nécessaire  pour  accomplir 
la  phase  MN  de  la  transformation  directe,  mais  il  ne  pourrait 
pas  recevoir  la  chaleur  que  le  corps  doit  dégager  dans  la  phase 
inverse  NM,  et  la  transformation  inverse  serait  impossible. 

Il  est  une  seconde  condition  à  remplir  pour  qu'une  trans- 
formation soit  réversible.  Nous  avons  appelé  p  la  pression  qui 
correspond  au  volume  spécifique  v  et  à  la  température  /  dans 
rétat  d'équilibre.  Pour  que  la  transformation  soit  réversible, 
il  est  nécessaire  que  la  pression  extérieure,  que  nous  désigne- 
rons parp',  soit  constamment  égale  à/?.  Si  la  pression  exté- 
rieure/c'était moindre  que  /?,  le  corps  pourrait  bien  se  dilater; 
mais  la  transformation  inverse  serait  impossible.  Au  contraire, 
si  la  pression  extérieure  p'  était  plus  grande  que  /?,  le  corps 
pourrait  se  contracter,  mais  la  transformation  inverse  serait 
impossible. 

Dans  ce  qui  suivra,  nous  supposerons  toujours  ces  deux 
conditions  remplies,  c'est-à-dire  les  transformations  réver- 
sibles. 

DES  LIGNES  DE  TRANSFORMATION. 

57.  Parmi  les  diverses  lignes  de  transformation,  il  en  est 
quelques-unes  dont  nous  ferons  fréquemment  usage  et  qu'il 
est  bon  de  distinguer  par  des  noms  particuliers. 

I**  Un  corps  peut  éprouver  une  suite  de  transformations  sans 
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absorber  ni  dégager  de  chaleur  à  aucun  monient;  la  ligne  qui 
représente  cette  suiie  de  transformations  a  été  appelée  ligne 
de  nulle  transmission  par  Verdet,  et  ligne  adiabatique  par 
^M .  Rankine. 

2»  SI  le  corps  reçoit  ou  perd  de  la  chaleur,  de  manière  que 
sa  température  reste  constante,  la  ligne  qui  représente  la  suite 
des  transformfitions  est  dite  ligne  isotherme. 

S"*  EnGn  on  appelle  ligne  é! égale  énergie  une  ligne  de  trans- 
formation telle  que.  le  corps  conserve  constamment  la  même 
énergie  intérieure. 

Quand  on  connaît  la  loi  de  transformation  d'un  corps,  on 
peut  obtenir  facilement  les  équations  de  ces  différentes  lignes. 
Prenons  p  t\v  comme  variables  indépendantes;  toutes  les  au- 
tres grandeurs  qui  dépendent  de  Tétat  du  corps  sont  des  fonc- 
tions de  ces  deux  variables,  et  Ton  a 

U  =  F(t',/i), 

Si  Ton  regarde  /  comme  une  constante  dans  la  première 
équation,  cette  équation  représentera  une  ligne  isotherme; 
c'est  donc  l'équation  générale  des  lignes  isothermes.  De  même, 
la  seconde,  dans  laquelle  on  regarde  U  comme  une  constante, 
est  l'équation  générale  des  lignes  d'égale  énergie,  et  la  troi- 
sième, dans  laquelle  on  regarde  /x  comme  une  constante,  est 
l'équation  générale  des  lignes  adiabatiqucs. 

58.  Supposons,  par  exemple,  qu'un  corps  passe  de  l'état 

Fig.  6. 
P 


h(vM  p. }  à  l'état  B(v3,/^s)  en  suivant  la  ligne  de  transforma- 
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tion  AB.  Menons  par  le  point  A  la  ligne  d'égale  énergie  Ui  et 
par  le  point  B  la  ligne  adiabatique  /x,;  ces  deux  lignes  se  cou- 
pent au  point  C.  L'équation  fondamentale 

(i)  EQ  =  AU-hS 

devient  ici 

Le  travail  extérieur  S  accompli  par  le  corps  est  représenté 
par  Taire  du  trapèze  curviligne  ABB'A'.  Je  dis  que  la  variation 
d'énergie  intérieure  U,—  U,  est  représentée  par  l'aire  du  tra- 
pèze BCC'B'.  Supposons,  en  effet,  que  le  corps  aille  de  Téut  B 
à  l'eut  C  en  suivant  la  ligne  adiabatique  /x,;  comme  la  chaleur 
gagnée  par  le  corps  est  nulle,  et  que  l'énergie  intérieure  est  la 
même  au  point  C  qu'au  point  A,  on  aura,  en  appelant  S'  le 
travail  extérieur  accompli  par  cette  transformation, 

U.-U,-^-S'=:o, 
ou 

U,-U.  =  S'. 

L'énergie  intérieure  diminue  et  se  transforme  en  travail,  et 
ce  travail  S'  est  représenté  par  l'aire  du  trapèze  curviligne 
BCC'B'.  La  quantité  de  chaleur  Q  communiquée  au  corps  pen- 
dant la  transformation  AB  est  figurée  en  unités  mécaniques 
par  la  somme  des  deux  aires  ABB'A'-h  BCC'B'. 

59.  Ces  différentes  lignes  sont  faciles  à  déterminer  lorsque 
le  corps  est  un  gaz  parfait. 

On  voit  d'abord  qu'elles  se  réduisent  à  deux  espèces  seule- 
ment; car  l'énergie  d'un  gaz  sans  mouvement  sensible  (n'^bS) 
ne  dépendant  que  de  la  température,  dans  toute  transforma- 
tion où  la  température  restera  constante,  l'énergie  intérieure 
restera  aussi  constante;  pour  un  gaz  parfait,  les  lignes  iso- 
thermes et  les  lignes  d'égale  énergie  sont  donc  identiques. 

Chaque  ligne  isotherme  est  une  hyperbole  équilatère  don- 
née par  l'équation 

dans  laquelle  on  considère  t  comme  une  constante. 
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Nbus  avons  trouvé  (n**  49) 

En  considérant  /x  comme  une  constante,  Téquation  des  lignes 
adiabatiques  sera  donc 

Ce  sont  aussi  des  courbes  de  forme  hyperbolique,  asymp- 
totes aux  deux  axes  des  coordonnées  ov  et  op;  la  constante  C 
étant  plus  grande  que  Cy  Tordonnée  p  décroît  plus  rapidement 
que  celle  de  l'hyperbole  équilatère,  quand  v  augmente. 
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60.  On  appelle  çj'cle  une  suite  de  transformations  telles  que 
le  corps  revienne  à  son  état  primitif.  Parmi  tous  les  cycles 
imaginables,  il  en  est  un  qui  joue  un  rôle  important  dans  cette 
théorie;  il  est  formé  de  deux  lignes  isothermes  et  de  deux 
lignes  adiabatiques  :  on  l'appelle  cycle  de  Carnot. 

Considérons  deux  lignes  isothermes  DC  et  AB,  correspon- 
dant» la  première  à  la  température  />,  la  seconde  à  une  tem- 
pérature plus  élevée  tu  et  deux  lignes  adiabatiques  AD  et  BC 
correspondant  aux  valeurs  ^it  et  /xs.  Si  le  corps  part  de  l'é- 
tat A  et  y  revient  après  avoir  éprouvé  les  transformations 

Fig.  7. 

p 


successives  AB,  BC,  CD,  DA,  il  aura  suivi  un  cycle  de  Carnot. 
Pour  que  cette  transformation  soit  possible,  il  faut  concevoir 
deux  corps  étrangers  indéfinis  parfaitement  conducteurs, 
l'un  Kaà  la  température  t^  l'autre  K,  à  la  température  />,  avec 
lesquels  le  corps  considéré  sera  mis  alternaiivement  en  com- 
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municaiion.  Supposons  le  cycle  parcouru  dans  le  sens  ABC!ï)A, 
que  nous  appellerons  direct. 

1*"  Pendant  la  transformaiion  AB,  le  corps  est  à  la  tempéra- 
ture constante  ^;  il  reçoit  du  corps  extérieur  K,  une  certaine 
quantité  de  chaleur  Q,;  cette  chaleur  produit  une  variation 
d'énergie  intérieure  et  un  travail  extérieur  positif  figuré  par 
Taire  du  trapèze  ABB' A' . 

2?  Pendant  la  transformation  BC  suivant  une  ligne  adiaba- 
tique,  le  corps  n'a  aucune  communication  calorifique  avec 
l'extérieur,  il  ne  reçoit  ni  ne  perd  de  la  chaleur,  l'énergie  in- 
térieure diminue  et  se  transforme  en  un  travail  extérieur  po- 
sitif BCC'B'. 

En  allant  de  l'état  A  à  l'état  C  le  corps  a  donc  effectué  un 
travail  extérieur  figuré  par  l'aire  ABCC'A'. 

3**  Pendant  la  transformation  CD  à  la  température  con- 
stante /„  le  travail  extérieur  est  négatif.  La  pression  extérieure 
fournit  au  corps  une  certaine  quantité  de  travail  CDD'C;  ce 
travail  produit  une  variation  d'énergie  intérieure,  et  le  déga- 
gement d'une  certaine  quantité  de  chaleur  Qt,  qui  se  porte  sur 
le  corps  extérieur  Ki  en  contact  avec  le  corps  considéré,  et  à 
la  même  température  que  lui. 

4"*  Enfin  le  long  de  la  ligne  adiabatique  DA,  toute  commu- 
nication de  chaleur  est  de  nouveau  supprimée;  le  travail  exté- 
rieur reçu  DAA'D'  augmente  l'énergie  intérieure  du  corps  et 
ramène  le  corps  à  l'état  primitif  A. 

Le  corps,  dont  nous  avons  considéré  les  transformations,  est 
une  véritable  machine  fonctionnant  suivant  le  cycle  de  Car- 
not.  Elle  est  alternativement  en  communication  avec  le  corps 
extérieur  K2,  auquel  elle  enlève  une  certaine  quantité  de  cha- 
leur Qj  à  latempérature  constante  /j,  et  avec  le  corps  extérieur 
Kl,  auquel  elle  cède  une  quantité  de  chaleur  Qi  à  la  tempéra- 
ture constante  ^. 

Après  chaque  cycle,  l'énergie  intérieure  U  reprenant  sa  va- 
leur primitive,  on  a  AU  =  o  et  l'équation  fondamentale 

(!)  EQ=rAUH-S 

se  réduit  à 

EQ  =  S. 
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La  quantité  de  chaleur  Q  =  Q,— Q,  gagnée  par  la  machine 
est  changée  en  une  quantité  équivalentes  de  travail  extérieur; 
cette  quantité  de  travail  S  est  la  différence  entre  le  travail 
ABCC'A'  produit  par  la  machine  et  le  travail  reçu  CDAA'  C;  elle 
est  figurée  par  l'aire  du  cycle  ABCD. 

61.  Il  est  clair  qu'une  pareille  machine  est  reversihle.  Sup- 
posons qu'elle  fonctionne  en  sens  inverse  en  partant  de 
l'état  D. 

Suivant  la  ligne  isotherme  DC,  la  machine  prend  au  corps  ex- 
térieur Ki  une  quantité  de  chaleur  qui  est  précisément  égale 
àQiy  elle  éprouve  une  variation  d'énergie  intérieure  et  pro* 
duitun  travail  extérieur  figuré  par  Taire  DCC'D'.  Suivant  la 
ligne  adiabatiqpe  CB,  elle  reçoit  un  travail  extérieur  CBBT/ 
qui  produit  un  accroissement  d'énergie  intérieure.  Suivant  la 
ligne  Isotherme  BA,  la  machine  éprouve  une  variation  d'éner-> 
•gie  intérieure,  reçoit  un  travail  extérieur  BAA'B'  et  cède  au 
corps  extérieur  K,  la  quantité  de  chaleur  Q,.  Enfin,  suivant  la 
ligne  adiabatique  AD,  il  y  a  une  diminution  d'énergie  inté- 
rieure qui  produit  le  travail  extérieur  ADD'A'. 

Dans  ce  jeu  inverse,  la  machine  prend  à  la  source  inférieure 
K|  une  quantité  de  chaleur  Qi  et  verse  sur  la  source  supérieure 
K,  une  quantité  de  chaleur  plus  grande  Q3;  il  y  a  création 
d'une  quantité  de  chaleur  Qs--  Qi.  En  même  temps  la  machine 
a  reçu  une  quantité  de  travail  extérieur  CBAA'C  plus  grande 
que  celui  ADCC'A'  qu'elle  a  accompli;  la  différence  S  est  fi- 
gurée par  l'aire  du  cycle  ABCD.  Cette  quantité  S  de  travail 
absorbée  par  la  machine  est  transformée  en  une  quantité  équi- 
valente de  chaleur,  et  l'on  a  l'équation 

S  =  E(Q,-Q.). 

Ainsi,  dans  le  jeu  direct,  la  quantité  de  chaleur  Qt—  Q,  est 
transformée  en  une  quantité  équivalente  S  de  travail  extérieur 
accompli  par  la  machine;  c'est  une  machine  motrice.  Dans  le 
jeu  inverse,  il  y  a  eu  au  contraire  transformation  d'une  quan- 
tité S  de  travail  extérieur  en  une  quantité  équivalente  Q,—  Qi 
de  chaleur;  on  a  alors  une  machine  créant  de  la  chaleur  par 
le  travail. 
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LOI   BXPtRIHENTALB   DE   CLAII8IU8. 

62.  Lorsque  deux  corps  parfaîtement  conducteurs  K,  et  K,^ 
le  premier  à  une  température  /j,  le  second  à  une  température 
inférieure  /,,  sont  en  communication  directe  d'une  manière 
quelconque,  soit  par  rayonnement,  soit  par  conductibilité,  la 
chaleur  passe  du  corps  K,  au  corps  Ki,  et,  si  l'on  suppose  ces 
deux  corps  infiniment  grands  de  manière  que  leurs  tempéra- 
tures ne  changent  pas  sensiblement,  le  passage  de  la  chaleur 
a  lieu  indéfiniment  dans  le  même  sens  et  d'une  manière  uni- 
forme. Supposons  maintenant  que  ces  deux  corps  conducteurs 
soient  mis  en  relation,  non  plus  directement,  mais  par  l'inter- 
médiaire d'une  machine  fonctionnant  suivant  le  cycle  deCarnot, 
M.  Clausius  admet  que,  quelle  que  soit  la  combinaison  adop- 
tée, il  est  impossible  de  transporter  de  la  chaleur  du  corps  le 
plus  froid  Kl  sur  le  corps  le  plus  chaud  Ks  sans  une  dépense 
de  travail. 

Cette  loi  n'est  pas  absolument  évidente,  mais  on  l'admet 
comme  une  généralisation  de  la  manière  dont  s'effectue  le 
passage  de  la  chaleur  entre  deux  corps  mis  en  communication 
directe  l'un  avec  l'autre. 

THÉORtHE   DE    GARNOT. 

63.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que,  pour  tous  les  rorps  fonc- 
tionnant suivant  des  cycles  de  Carnot  entre  les  mêmes  limites 
de  température,  le  rapport  de  la  quantité  de  chaleur  puisée 
à  la  source  supérieure  à  la  quantité  de  chaleur  transformée  en 
travail  est  constant. 

Concevons  différents  corps  fonctionnant  dans  le  sens  direct 
suivant  des  cycles  de  Carnot,  formés  de  lignes  adiabatiques 
quelconques  et  de  lignes  isothermes  correspondant  aux 
mêmes  températures  t^  et  /i;  ces  lignes  isothermes  ne  sont 
pas  pour  cela  identiques,  puisque  leur  forme  dépend  de  la 
nature  des  corps.  Si  Ton  appelle  Qa,  Q,,  Q,,. . .  les  quantités 
de  chaleur  que  ces  différents  corps  empruntent  à  la  source 
supérieure  Ka,  Qi>  Q",,  Q%. . .  les  quantités  de  chaleur  qu'ils 
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cèdent  à  la  source  inférieure  K,>  le  théorème  de  Carnot  si- 
gnifie que  les  rapports 

Q>     _     O;     _     Q^, 

sont  égaux. 

Nous  pouvons  nous  borner  à  considérer  deux  corps  ;  il  s'a- 
git de  démontrer  que  l'on  a 

Q»    _    q;      ^^   o>-o.  _o» 


Nous  allons  faire  voir  que  si  ces  deux  rapports  n'étaient  pas 
égaux,  on  serait  conduit  à  une  conséquence  en  contradiciion 
avec  la  loi  expérimentale  de  M.  Clausius. 

Supposons  le  premier  rapport  commensurable  et  égal  au 
rapport  de  deux  nombres  entiers  m  et  n^ 

et  admettons  que  le  deuxième  rapport  -^  diffère  du  premier, 
soit  par  exemple  plus  petit.  On  aurait 

ou 

(4)  mQ',- nQ,>o. 

Appelons  A  et  B  les  deux  corps  considérés,  fonctionnant,  le 
premier  suivant  le  cycle  (A),  le  second  suivant  le  cycle  (B). 
Formons  avec  ces  deux  corps  une  machine  complexe  dans 
laquelle  le  corps  A  parcoure  n  fois  le  cycle  (  A  )  dans  le  sens  di- 
rect, pendant  que  le  second  (B)  parcoure  m  fois  le  cycle  (B) 
dans  le  sens  inverse. 

Évaluons  d'abord  le  travail  extérieur  accompli  parla  machine 
pendant  cette  période  de  fonciionnement.  A  chaque  cycle,  le 
corps  A  transforme  la  quantité  0,—  Qi  de  chaleur  en  travail; 
pendant  toute  la  période,  il  a  donc  effectué  le  travail 

iiE(Q,-Q.). 
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Le  corps  B  produit  à  chaque  cycle  la  quantité  de  chaleur 
Q\  —  Q'f  ;  il  absorbe  donc  pendant  la  même  période  une  quan- 
tité de  travail  égale  à 

mE(Q;-Q'.). 

Il  en  résulte  que  le  travail  total  accompli  par  la  machine 

est 

nE(Q,-Q.)-mE(Q',-Cr.), 

quantité  nulle  d'après  la  relation  (3).  La  machine  ne  dépense 
donc  ni  ne  produit  aucun  travail  extérieur. 

Évaluons  maintenant  les  échanges  de  chaleur.  Le  corps  A, 
fonctionnant  dans  le  sens  direct,  enlève  à  la  source  supérieure 
K,y  pendant  la  période  considérée,  la  quantité  de  chaleur  /iQ,  et 
porte  sur  la  source  inférieure  une  quantité  de  chaleur  /iQi. 
Le  corpsB,  fonctionnant  en  sens  inverse,  enlève  à  la  source  K| 
une  quantité  de  chaleur  mQ',,  et  porte  sur  la  source  Ks  une 
quantité  de  chaleur  mQ',.  La  source  supérieure  a  donc  reçu  la 
quantité  de  chaleur 

mQ',-nQ„ 

et  la  source  inférieure  a  perdu  la  quantité 

Ces  deux  quantités  de  chaleur  sont  égales  d'après  l'équa- 
tion (3),  et  elles  sont  positives  d'après  la  relation  (4).  Ainsi 
la  machine  transporterait  une  quantité  de  chaleur  mQ^--  /iQi 
de  la  source  inférieure  à  la  source  supérieure  sans  aucune 
dépense  de  travail,  ce  qui  est  contraire  à  la  loi  expérimentale 
de  M.  Clausius. 

On  démontrerait  de  même  que  le  second  rapport  ne  peut 
être  plus  grand  que  le  premier;  ces  deux  rapports  sont  donc 
égaux,  et  l'on  a 

Oj — Qi    (y  —  (y 

64.  Corollaire.  —  Des  rapports  égaux  ^^^^-r; — -rz:    \w       » 

V»  Vi 
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on  déduit 

(6)  Q'_<y.. 

Ainsi,  pour  tous  les  corps  fonctionnant  suivant  des  cycles  de 

Carnot,  entre  les  mêmes  limites  de  température,  le  rapport  ^ 

de  la  quantité  de  chaleur  puisée  à  la  source  supérieure  à  lia 
quantité  de  chaleur  cédée  à  la  source  inférieure  est  constant. 

Ce  rapport  est  le  même  pour  tous  les  corps;  il  est  indé- 
pendant des  lignes  adiabatiques  /x,  et  [i%  qui  forment  le  cycle  ; 
il  dépend  uniquement  des  températures  extrêmes  ^  et  /i*  Nous 
allons  nous  servir  de  cette  propriété  pour  déterminer  la  forme 
des  fonctions  X  que  nous  avons  considérées  déjà  et  qui  rendent 
l'équation  fondamentale  intégrable. 

dêtbriiinàtion  de  Là  fonction  d'intégrabilité. 
température  absolue. 

65.  Supposons  qu'une  machine  fonctionne  suivant  le  cycle 
de  Carnot  ABCD,  formé  par  deux  lignes  isothermes  U  et  /., 
et  deux  lignes  adiabatiques  infîniment  voisines.  Il  suffira  de 
poser  yLi  =  Hf  /utj  =  /x  4-  rf/x.  Pour  toute  transformation  infini- 
ment petite  n"*  (^-l),  on  sait  que  Ton  a 

rfQ  =  Idii, 

1  étant  une  fonction  des  variables  indépendantes. 

Appelons  X,  la  valeur  de  cette  fonction  au  point  D  et  X,  la 

Fig.  8. 


valeur  de  la  même  fonction  au  point  A.  On  a  donc^  pour  la 

5 
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transformation  DC, 

et,  pour  la  transformation  ÂB, 

Qa  =  h  dlJL, 

La  valeur  de  r/fx  est  la  même  pour  ces  deux  transformations, 
puisqu'elles  ont  lieu  entre  les  deux  mêmes  lignes  adiabatiques 
/JL  et  /x  -t-  dfj..  On  en  déduit 

Mais  nous  venons  de  voir  que  le  rapport  ^  est  indépendant 

des  lignes  adiabatiques  a,  et  /xj,  c'est-à-dire  dans  le  cas  actuel 
de  yi  et  rfa,  et  le  même  pour  tous  les  corps;  donc  le  rapport 

r^  des  valeurs  de  >  aux  points  correspondants  A  et  D  de  deux 

lignes  isothermes  U  et  /,  (nous  appelons  points  correspon- 
dants les  points  situés  sur  une  même  ligne  adiabatique  /x)  est 
indépendant  de  ^,  et  pour  tous  les  corps  c'est  une  même  fonc- 
tion de  /i  et  /,. 

66.  Il  en  résulte  que  la  fonction  X  est  égale  à  une  même 
fonction /(/)  delà  température  pour  tous  les  corps,  multipliée 
par  une  fonction  de  jx  particulière  et  arbitraire  pour  chaque 
corps,c'est-à-dire  que  Ton  a 

(7)  X=/(/)x<p(f). 

On  peut  vériOer  d'abord  que  cette  condition  est  suffisante  ; 
car  si  elle  est  remplie,  on  a 

i.=/(^)Xq.(fx); 
d'où 

Le  rapport  J-  est  alors  pour  tous  les  corps  une  même  fonc- 
tion des  températures  t,  et  t,. 
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Je  dis  mainlenam  que  celte  forme  de  la  foncUon  "k  est  une 
conséquence  nécessaire  du  ihéorème  de  Carnot.  En  effet,  si  le 

rapport  ^  dépend  uniquement  des  températures  /s  et  /.,  il  en  est 

de  même  du  rapport  -^ — ^ vqui  est  égal  à  r^—  i,  et  aussi  du 
rapport 


Imaginons  que  les  deux  lignes  isothermes  /i  et  />  soient  in- 
Animent  voisines  l'une  de  l'autre;  il  suffit  pour  cela  de  poser 
ti=  ty  ti=:  t  -^  dt.  Nous  pouvons  prendre  ^  et  fx  comme  va- 
riables indépendantes,  c'est-à-dire  déterminer  chaque  point  ou 
chaque  état  du  corps  par  l'intersection  d'une  ligne  isotherme  / 
et  d'une  ligne  adiabatique  ^.  La  quantité  X  est  alors  une  fonc- 
tion de  /  et  ^  ;  la  limite  du  rapport  -^ — -'  est  la  dérivée  partielle 

ç—  de  cette  fonction  par  rapport  à  /,  en  supposant  u  constante. 
On  a  ainsi 

En  vertu  de  ce  qui  précède,  ce  rapport  est  pour  tous  les 
corps  une  mâme  fonction  '^^  (t)  de  la  température;  on  peut 
donc  écrire 

En  intégrant  par  rapport  à  la  variable  ^  et  remarquant  que 
la  constante  introduite  par  l'intégration  est  une  fonction  ar- 
bitraire de  l'autre  variable  /x,  on  a 


ou 

Si  l'on  pose 


logX^J'  +  COrf/^-logçCfJL), 
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il  vieni 

La  fonciion  ^{l)  élani  la  même  pour  lous  les  corps,  il  en  esl 
de  même  de  la  fonciion /(/).  Ainsi  la  forme  que  nous  avons 
ailribuée  à  la  fonciion  1  esl  une  conséquence  du  ihéorème  de 
Carnot. 
Comme  la  fonciion  9  (]ul)  esl  arbilraire,  on  peul  prendre 

ce  qui  donne 

Ainsi,  parmi  les  fonctions  d'intégrabilité,  il  y  en  a  une, 
fonction  de  la  température  seule,  et  la  même  pour  tous  les 
corps. 

67.  Il  esl  nalurel  de  se  servir  de  celle  foncUon  1  pour  con- 
slruire  une  échelle  des  lempéralures  que  nous  appellerons 
échelle  des  températures  absolues.  Si  Ton  désigne  par  T  la 
lempéralure  absolue,  ceci  revieni  à  poser  T  = }.. 

Celle  échelle  esl  connue;  nous  avons  trouvé  pour  les  gaz 
parfaits  (n°  48)  X  =  a  4-  ^  /  étant  la  lempéralure  marquée  par 
le  thermomètre  à  air,  et  la  constante  a  a^anl  une  valeur  égale 
à  273  ;  cette  fonction  X  de  la  température  seule,  étant  la  même 
pour  tous  les  corps,  on  a,  d*une  manière  générale,  X=:  a  +  /, 
et  par  suite 

(8)  T  =  a4-/. 

Ainsi  l'échelle  des  températures  absolues  coïncide  avec 
celle  du  thermomètre  à  air;  il  suffit  de  supposer  le  zéro  ab* 
solu  placé  à  278  degrés  au-dessous  du  zéro  ordinaire. 

L'existence  d'une  fonction  d'intégrabililé  X  la  même  pour 
lous  les  corps  et  qui  nous  a  servi  à  définir  la  lempéralure  ab- 
solue, constitue  le  second  principe  fondamental  de  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur;  il  se  traduit  par  l'équation 

(6)  ^:^^d,. 
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OÙ  /ui  est  une  fonclion  déterminée  des  deux  variables  indépen- 
dantes, et  particulière  à  chaque  espèce  de  corps. 

.  68.  Pour  une  transformation  fînie  quelconque,  on  a 

(9)  •         J^     ^  =  /.,-;Fm 

ex,  et  (jLi  étant  les  valeurs  de  la  fonction  p  au  commencement 
et  à  la  fin.  Si  la  transformation  s'accomplit  suivant  une  ligne 
isotherme,  T  étant  constant,  Téquation  précédente  devient 

On  en  conclut  que  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
opérer  une  transformation  suivant  unç  ligne  isotherme  quel- 
conque, entre  deux  lignes  adiabatiques  données,  est  propor- 
tionnelle à  la  température  absolue. 

Fiff-  9- 


Le  cycle  de  Carnot  (n®60)  est  formé  de  deux  lignes  iso- 
thermes AB  et  DC  comprises  entre  deux  lignes  adiabatiques 
AD  et  BC,  On  a  donc,  en  vertu  de  la  relation  (lo), 

Q.      0. 

(  1 1  j  Y  —  "f^ ."»  ~*  f*" 

ou 

0.-Q.     T3-T, 


(i:*) 


Q,      ~     ï, 
Telle  est,  dans  l'expression  du  théorème  de  Carnot  (n**63), 
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la  valeur  du  rapport  de  la  quaniité  de  chaleur  transformée  en 
travail  à  la  quantité  de  chaleur  puisée  à  la  source  supérieure. 

69.  Le  second  principe  fondamental  (b)  est  une  consé-r 
quence  immédiate  du  théorème  de  Carnot,  que  nous  avons 
établi  à  Taide  d'une  loi  expérimentale  de  M.  Clausius,  exten- 
sion des  lois  ordinaires  relatives  à  l'équilibre  de  la  tempéra- 
ture et  à  la  communication  de  la  chaleur.  On  comprendra  bien 
toute  l'importance  du  théorème  de  Carnot  et  l'immense  service 
qu'il  a  rendu  à  la  science,  si  Ton  se  rappelle  que  l'on  ne  con- 
naît pas  pour  les  corps  quelconques  les  conditions  méca- 
niques de  l'équilibre  de  la  température.  11  semblait  donc  que 
la  notion  d'égalité  de  température  dût  rester  une  notion  pure- 
ment empirique  et  que  la  théorie  de  la  chaleur  fut  arrêtée  dès 
ses  premiers  pas.  Heureusement  le  théorème  de  Carnot  a 
permis  de  tourner  ia  difficulté,  en  établissant  une  relation 
générale  (b)  entre  la  quantité  de  chaleur  et  la  température. 

70.  La  même  difilculté  n'existe  pas  pour  les  gaz  parfaits.  A 
l'aide  de  leurs  propriétés  connues,  nous  avons  démontré  di- 
rectement l'existence  d'une  fonction  d'intégrabilité  commune 
à  tous  les  gaz  et  dépendant  de  la  température  seule;  cette 
fonction  est  lz=z  a-h  t  =  T  (nous  posons  ici   pour  abréger 

T  =  a-ht).   On   en  déduit  ~^  =  du.:  La  relation  9^  ==  ^j^ 

(n<*68),  et  par  conséquent  le  théorème  de  Carnot,  est  une 
conséquence  de  cette  propriété. 

Nous  avons  démontré  d'une  manière  générale  (n**  66), 
et  sans  avoir  recours  à  aucune  propriété  particulière,  Texis- 
tence  d'une  fonction  d'intégrabilité  commune  à  tous  les  corps 
et  ne  dépendant  que  de  la  température.  Si  l'on  fait  usage  des 
propriétés  des  gaz  parfaits,  on  peut  simplifier  un  peu  la  dé- 
monstration. Considérons  un  corps  quelconque  et  un  gaz 
fonctionnant  suivant  des  cycles  de  Carnot  entre  les  mêmes 
limites  de  température  T,  et  ï,;  on  a,  d'après  .le  théorème 
de  Carnot  (n°  64), 
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les  quaniilés  de  chaleur  Qj  et  Q,  se  rapportant  au  corps  consi- 
déré, les  quantités  Q',  et  Q',  au  gaz.  Mais,  d'après  les  proprié- 

T 

tés  des  gaz,  ce  dernier  rapport  est  connu  et  égal  à  ^;  on  a 

0        T 
donc  77  ==  qT-  Nous  avons  vu  (n"  65)  que,  si  l'on  suppose  le 

cycle  compris  entre  deux  lignes  adiabatiques  infiniment  voi- 
sines |x  et  /x  4-  rf/x,  la  limite  du  rapport  ^  est  égale  à  ^;  on  a 

X       T  X        X  X 

donc  Y  =  7=^9  o\i7f-  =  7f"  On  en  conclut  que  le  rapport  ^ 

conserve  une  valeur  constante  le  long  d'une  ligne  adiabatique 
DA;  c'est  donc  une  fonction  de  /x,  indépendante  de  T,  et  l'on 
a  X=T<p(u).  Mais  on  sait  (n*  43)  que  quand  on  a  trouvé  une 
fonction  d'intégrabilité,  on  en  obtient  une  autre  en  multipliant 
ou  divisant  la  première  par  une  fonction  arbitraire  de  //;  si 
Ton  divise  la  précédente  par  <p(/x),  on  a  X=:T. 

EQUATIONS   DE   WILLIAM   THOUSON. 

71.  M.William  Thomson  a  déduit  du  second  principe  fon- 
damental 

(»)  '-§=«, 

plusieurs  relations  importantes. 
Quand  on  prend  v  ei  p  pour  variables  indépendantes,  on  a 

dQ  =  Xdi^-hYdp, 
et,  par  suite, 

,        rfQ      X,       Y   , 

dliz=:—   :=-^dV'^^dp. 

Le  second  membre  étant  une  différentielle  exacte,  on  doit 
avoir 

-5 


72  PRÉMIÈIIB   PAKTIB.  —   CHAPtT&E   II. 

OU 

^p  ^p  De  ov 

Dp  ^v  \^p        ^vj 

A  Takle  de  Téquation  (a,)  de  M.  Clausius  (n**  39),  cette  équa- 
tion se  simplifie  et  devient 

^^  '  ^p  Dv 

72.   Prenons  maintenant  T  et  v  pour  variables  indépen- 
dantes. On  a  alors 

rfQ  =  c  rf/  -h  /rfi/  =  c  rfT  -t-  / dv, 
ou 

-^  =  ç  c/T  -h  ,j  d^^. 

Cette   expression   étant  une  différentielle  exacle,  on  a  de 
même 

J.-J. 

ou 


En  venu  de  la  seconde  équation  (oc,)  de  M.CIausius  (n*  40), 
cette  équation  se  réduit  à 

73.  Prenons  enfin  /  et  p  comme  variables  indépendantes. 

On  a 

dQ  =  CdT-^hdp, 

ou 
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ce  qui  donne  l'équation  de  condition 

ou 

T^C         SA       . 


A  =  T 


La  troisième  équation  {«,)  de  M.  Clausius  (n*  41)  ramène 
cette  équation  à  la  forme  simple 

((3.)  A  =  -At|^. 

74.  L'équation  (|3,)  est  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction  T  des 
deux  variables  indépendantes  v  et  p.  Dans  l'équation  [^7)  p  est 
regardée  comme  une  fonction  de  T  et  v,  et  dans  l'équation  (  (3»} 
i^  comme  une  fonction  de  T  et  p.  Mais  on  peut  transformer 
ces  deux  dernières  équations  en  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  auxquelles  doivent  satisfaire  la  même  fonction  Tdes 
deux  variables  indépendantes  v  et  p. 

Représentons,  en  effet,  par 

^{T,v,p)  =  o 

la  relation  inconnue  qui  existe  entre  la  température,  le  volume 
spécifique  et  la  pression.  Si  l'on  y  regarde  f  comme  une  con- 
stante, les  deux  quantités  variables  T  ei  p  seront  fonctions 
l'une  de  l'autre,   et  il  est  évident   que  les  deux  dérivées 

^— '  T^  Que  l'on  obtient  en  considérant,  soit  p  comme  une 
V  p  0 1  ' 

fonction  de  T,  soit  T  comme  une  fonction  de  p,  ont  un  pro- 
duit égal  à  l'unité.  L'équation  (p,)  peut  donc  élre  remplacée 
par  la  suivante 

(?',)  7^3!  =  AT. 
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De  même,  si  l'on  regarde  p  comme  constante,  les  deux 
quantités  T  et  c  seront  fonctions  l'une  de  l'autre,  et  les  deux 

dérivées  ^-.  —  auront  un  produit  égal  a  1  unité;  1  équation 

(Pa)  deviendra 


Il  résulte  de  là  que  la  même  fonction  T  des  deux  variables 
indépendantes  v  Ql  p  satisfait  aux  trois  équations  aux  dérivées 
partielles  ((3,),  (|3',),  (P^).  La  première  équation  contient  les 
deux  dérivées  partielles,  chacune  des  deux  autres  n'en  con- 
tient qu'une. 

ÉQUATION   DE   RANKINE. 

75.  Nous  avons  vu  (n*»  68)  que  la  quantité  de  chaleur  néces- 
saire pour  effectuer  une  transformation  suivant  une  ligne  iso- 
therme AB  est  donnée  par  la  formule 


(i3) 


Q  =  T(fx,-^.). 


M.  Rankine  a  trouvé  de  cette  même  quantité  de  chaleur  une 
autre  expression  qu'il  est  bon  de  connaître.  Si  Ton  appelle  S 
le  travail  extérieur  accompli  par  le  corps  pendant  la  transfor- 
mation AB,  on  a 


r  pdv. 


Imaginons  que  le  corps  parcoure  une  autre  ligne  isotherme 
A,B,  limitée  aux  mêmes  valeurs  Vx  et  (^,  du  volume  spécifique, 

Fig.  10. 


0|         A'  V  V 

c'est-à-dire  comprise  entre  les  parallèles  AA',  BB'j  le  travail 
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extérieur  accompli  dans  une  de  ces  transformations  est  une 
fonction  de  la  température  de  la  ligne  isotherme  correspon- 
dante. Prenons  v  et  T  pour  variables  indépendantes,  et  sup- 
posons la  ligne  isotherme  AiB,  infiniment  voisine  de  AB;  la 
variation  de  travail  pour  ce  changement  de  ligne  isotherme  est 
figuré  par  Taire  AA,  B,  B,  et  Von  a 


«/(;. 


L'équation  générale    , 

dQ  =  cdT-hldv 

se  réduit,  pour'une  ligne  isotherme,  à 

dQ  =  ldv. 
En  remplaçant  /  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  ([i,),  on  a 


d'où 


rfQ  =  AT^rf., 


«=-X"f^T*- 


On  en  déduit  la  formule 

(•4)  Q  =  '^''5l" 

REMARQUES  SUR  LE  THÉORÈME  DE  CARNOT. 

76.  Le  théorème  que  Sadi  Carnot  a  énoncé  en  1824»  et  qui 
joue  un  si  grand  rôle  dans  la  nouvelle  théorie  où  l'on  consi- 
dère la  chaleur  comme  un  mouvement,  provient  cependant 
d'une  idée  théorique  toute  différente.  Carnot,  raisonnant  dans 
l'hypothèse  de  la  matérialité  du  calorique,  assimilait  la  chaleur 
contenue  dans  un  corps,  à  une  certaine  température,  à  un 
poids  maintenu  à  un  certain  niveau.  Pour  lui,  le  passage  de  la 
chaleur  du  corps  chaud  au  corps  froid,  dans  le  jeu  d'une  ma- 
chine thermique,  était  un  phénomène  mécanique  analogue  à  la 
chute  d'un  corps  d'une  certaine  hauteur.  Il  admettait  donc  que 
toute  la  chaleur  perdue  par  la  source  supérieure  passait  dans 
la  source  inférieure,  en  descendant  d'un  niveau  à  un  autre;  en 
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d'autres  termes,  il  supposait  Q3  =  Q,.  Dans  cet  ordre  d'idées, 
le  travail  accompli  par  la  chute  de  chaleur,  dans  une  machine 
fonctionnant  suivant  le  cycle  ABCD,  est  le  produit  du  poids  Q, 
de  chaleur  par  la  différence  de  niveau,  c'est-à-dire  par  la  diffé- 

Fîg.  1 1 . 


rence  de  température  /,  —  /,.  Le  rapport  du  travail  accompli 
Q3(^—  /i)  au  poids  de  chaleur  Qs  est  égal  à  la  différence  de 
température  />  —  /|.  Pour  un  autre  corps  fonctionnant  suivant 
un  cycle  compris  entre  les  mêmes  limites  de  température,  ce 
rapport  a  évidemment  la  même  valeur. 

Dans  la  marche  inverse  de  la  machine,  il  faut  dépenser  un 
travail  extérieur  égal  à  Q,  (/,  ~  /,)  pour  élever  le  poids  Q,  de 
chaleur  du  niveau  /,  au  niveau  /a;  le  rapport  du  travail  dé- 
pensé au  poids  de  chaleur  déplacé  est  encore  constant. 

Cetie  image  de  Carnot  contient  un  grand  fonds  de  vérité, 

Fig.  12. 


\         T.-     '.. 


\''- 


parce  qu'elle  assimile  un  phénomène  thermique  à  un  phéno- 
mène mécanique;  mais  elle  est  défectueuse  en  ce  qu'elle 
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suppose  que  la  quantité  de  chaleur  reste  constante  dans  le  jeu 
de  la  machine.  Comme  nous  Tavons  vu,  dans  la  marche  directe, 
la  quantité  Qt,  puisée  à  la  source  supérieure,  est  plus  grande 
que  la  quantité  Q,  transmise  à  la  source  inférieure;  la  dif- 
férence Qs  *— Q.  est  changée  en  travail.  Dans  la  marche  in- 
verse, au  contraire,  le  travail  dépensé  crée  de  la  chaleur. 

Dans  ces  derniers  temps,  M.  Zeuner  a  modifié  l'image  de 
Carnot  de  manière  à  la  mettre  d'accord  avec  l'idée  nouvelle. 
Considérons  les  lignes  isothermes  A,B„  A^B,.  AsBs,. ..,  cor- 
respondant aux  températures  absolues  T„  T„  Tj,. . .,  et  com- 
prises entre  deux  lignes  adiaba^ques  données /x,  et  ^3.  D*après 
réquation  (10),  établie  au  n^  68,  on  a 

T.       T,      Ï5         ' 

P 

En  désignant  par  =  la  valeur  de  ces  rapports  égaux,  on  en 

déduit 

EQ.  =  PT.,    EQ,:^PT.,    EQs^PTa 

Si  Ton  compare  la  quantité  P  à  un  poids,  les  quantités  de 
chaleur  Q„  Qj,  Q3,...,  seront  assimilées  aux  énergies  po- 
tentielles de  ce  poids  P  placé  à  diverses  hauteurs  T,,T„T3,.... 
Dans  le  jeu  de  la  machine  suivant  le  cycle  deCarnot  AsBsB.A,, 
ie  poids  P  descendant  du  niveau  T,  au  niveau  Ti,  il  y  a  perte 
d'une  quantité  PT,  — PT,  =  E(Q,— Q.)  d'énergie  potentielle 
ou  de  chaleur,  et  production  d'une  quantité  égale  de  travail. 
Mais  aujourd'hui  ces  comparaisons  n'offrent  plus  aucun  avan- 
tage; il  vaut  mieux  s'en  tenir  à  l'idée  qui  sert  de  base  à  la 
théorie  nouvelle,  savoir  la  transformation  de  l'énergie  calori- 
fique en  travail,  ou  inversement. 


,8 
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CHAPITRE  IIL 

MACHINES  A  FEU. 

Principes  généraux.  —  Machines  à  gaz.  —  Régénérateur  de  chaleur.  —  Machine 
de  Stirling.  —  Machine  d'Ericsson. 


PRINCIPES    GÉNÉRAUX. 

77.  Nous  allons  appliquer  les  formules  qui  précèdent  à  l'é- 
lude des  machines  à  feu,  destinées  à  transformer  la  chaleur  en 
travail. 

Considérons  d'abord  une  machine  à  feu  fonctionnant  sui- 
vant  un  cycle  de  Carnot  ABCD,  et  mise  alternativement  en  com- 
munication avec  une  source  de  chaleur  K,  à  la  température  Ts 
et  un  réfrigérant  K,  à  la  température  Ti.  La  machine  prend  à  la 
source  une  quantité  de  chaleur  Q,  et  verse  sur  le  réfrigérant 
une  quantité  plus  petite  Q,.  La  différence  Qi  —  Q,  a  été  trans- 
formée en  un  travail  extérieur  S,  figuré  par  Taire  ABCD. 

Fig.  i3. 


f 

1    !  'iT 

0 

A»      0'       B»  C            i' 

On  a,  d'après  la  première  loi  (n^*  35), 
S  =  E(Q.-Q.). 
On  appelle  coefficient  économique  ou  rendement  d'une  ma- 
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chine  à  feu  le  rappori  de  la  quantité  de  chaleur  transformée 
en  travail  à  la  quantité  de  chaleur  prise  à  la  source;  ce  rap- 
port est  égal  a 

L'application  de  la  seconde  loi  nous  donne  la  valeur  de  ce 
rapport.  Nous  avons  trouvé,  en  effet  (n«68), 


0.-Q. 


T, 


T. 


Ce  rapport  dépend  uniquement  des  températures  extrêmes, 
entre  lesquelles  fonctionne  la  machine.  Dans  la  pratique,  il 
faut  chercher  à  augmenter  ce  rapport;  pour  cela  on  abaisse  la 
température  inférieure  T,  et  on  élève  la  température  supé- 
rieure Ts,  autant  qu'il  est  possible.  Supposons,  par  exemple^ 
que  la  température  supérieure  soit  de  3oo  degrés  centigrades 
et  la  température  inférieure  de  i5  degrés;  la  valeur  du  coeffi- 
cient économique  sera 

T,-T.       /.-/,  285  285 


^  ^-î  environ-- 
573  2 


T,  a  4-/2       Î73 -h  3oo 

Ce  serait  là  une  condition  très-avantageuse  au  point  de  vue 
du  rendement;  on  ne  l'a  jamais  réalisée. 

78.  Considérons  maintenant  une  machine  fonctionnant  sui- 
vant un  cycle  quelconque  ABCD  (fig,  i4);  il  est  nécessaire 

Fig.  14. 


pour  cela  que  la  machine  soit  en  communication  alternative- 
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ment  avec  une  source  à  température  variable»  à  laquelle  elle 
emprunte  de  la  chaleur  pendant  une  phase  de  la  transforma- 
tion, et  avec  un  réfrigérant  à  température  variable,  auquel  elle 
cède  de  la  chaleur.  Menons  deux  lignes  isothermes  T,  et  T,  et 
deux  lignes  adiabatiques  /x,  et  fx,  tangentes  à  ce  cycle,  de  ma- 
nière à  lui  circonscrire  un  cycle  de  Carnot,  et  désignons  par 
A,  B,  C,  D  les  points  de  contact  de  ces  quatre  courbes  avec 
le  cycle  proposé. 

Tout  le  long  de  la  ligne  ABC,  la  machine  absorbe  de  la  cha- 
leur; car  la  fonction  yi  va  en  croissant  du  point  A  au  point  C, 
et  Ton  a,  pour  une  transformation  infiniment  petite^ 

rfQ=Trf/x; 

appelons  Qt  la  quantité  de  chaleur  absorbée  dans  cette  por- 
tion du  cycle.  Suivant  la  courbe  CDA,  au  contraire,  la  machine 
dégage  de  la  chaleur;  car  la  fonction  fji  diminuant,  àfi  et  dQ 
sont  tous  deux  négatifs  ;  appelons  Q,  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  dans  cette  partie  du  cycle. 

La  température  va  en  croissant  le  long  du  chemin  DAB,  et 
en  décroissant  suivant  BCD;  menons  les  lignes  isothermes  AF 
et  CE  qui  passent  par  les  points  A  et  C;  on  voit  que  la  source, 
pendant  la  transformation  A£,està  une  température  inférieure 
à  celle  du  réfrigérant  au  point  C. 

Pour  un  cycle  quelconque,  on  a  (n**  68) 


/f 


T=*' 


en  mettant  en  évidence  le  signe  de  dQ,  on  écrira  cette  équa- 
tion de  la  manière  suivante  : 


Jabc  '-        •/CE 


'  --^-u^- 


Le  long  de  la  courbe  ABC,  la  température  T  du  corps  dont 
on  suit  les  modifications  est  inférieure  à  la  température  maxi- 
mum Ti,  celle  du  point  B;  on  a  donc 


r    dQ^fdQ 

Lc'T>J  T-' 
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OU  bien,  comme  Ts  est  constant, 


L 


ABC    *  *» 


Au  contraire,  le  long  de  CDA,  la  température  du  corps  e^t 
supérieure  à  la  température  minimum  Ti,  celle  du  point  D,  ei 
Ton  a 


•/CDA    ^  J      ^' 


ou  bien 


/    T 

./CDA    * 


On  a  donc,  en  vertu  de  l'équation  (  i  ), 

t;-t;<''' 


ou 


On  déduit  de  là 


ou 


Qa-Q.      T,~T, 

Qa         ^        T, 

Le  coefficient  économique  d'une  machine  fonctionnant  sui- 
vant un  cycle  quelconque  est  donc  plus  petit  que  si  la  machine 
fonctionnait  suivant  un  cycle  de  Carnot  entre  les  températures 
extrêmes  Ta  et  T,.  Le  mode  de  transformation  le  plus  avanta- 
geux est  donc  le  cycle  de  Carnot;  il  donne  le  coefficient  éco- 
nomique maximum.  Ce  qui  le  caractérise,  c'est  que  la  source 
fournit  de  la  chaleur  à  la  machine  à  une  température  consianie, 
et  que  le  dégagement  de  chaleur  dans  le  réfrigérant  a  lieu  aussi 
à  une  température  constante. 

6 


Si 


PREUIÈRS    PARTIE.  —    CBAPlTRfi   III. 


MACHINES    A    GAZ. 


79.  Dans  une  machine  à  gaz  parfait  on  peut  calculer  com- 
plètement toutes  les  circonstances  du  phénomène,  parce  que 
Ton  connaît  les  équations  des  lignes  de  transformation. 

Considérons  une  machine  à  gaz  fonctionnant  suivant  un 
cycle  de  Carnot  ABCD  {Jtg.  i5),  et  désignons  par  c,,  Va,  v\,  c',, 
les  volumes  spécifiques  du  gaz  aux  points  A,B,  C,  D.  Les 

Fig.  i5. 


lignes  isothermes  sont  ici  des  hyperbolds  équilatères  (n°  59), 
et  Fénergie  intérieure  ne  change  pas  pendant  une  transforma- 
tion à  température  constante  (n**  W);  toute  la  chaleur  fournie 
par  la  source  le  long  de  la  ligne  AB  est  donc  transformée  en 
travail  figuré  par  Taire  ABB'A'.  Soit  M  le  poids  de  gaz  que 
renferme  la  machine,  Qj  la  quantité  de  chaleur  absorbée  sui- 
vant AB,  on  a 

Qj  =  MT,(/z,  — pi,). 

L'équation  des  lignes  adiabatiques  pour  les  gaz  (n*  50)  est 
im^logBT-^i^c -^ 
On  a  donc  ici,  pour  les  deux  points  A  et  B, 


ce  qui  donne 


F»-^t  =  (C-c)log-, 


Q.  =  MT,(C-c)log-, 
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OU  bien,  en  remplaçant  C  —  c  par  sa  valeur  kap.v^  (  n"  4-6 ), 

Q,=  MAay7.c'oTalog  -• 
Le  travail  extérieur  ABB'A'  est 


May7.(^.T,log-. 


Le  long  de  la  ligne  adiabatique  BC,  l'énergie  intérieure  di- 
minue et  se  transforme  en  travail  BCC'B'.  Cette  perte  d'éner- 
gie correspond  à  l'abaissement  de  température  Ta  —  T,  ;  elle  a 

pour  valeur  (n®  51) 

MEc(T,  — T.). 

Suivant  la  ligne  isotherme  CD,  le  gaz  absorbe  un  travail 
extérieur  CDD'C,  son  volume  diminue  et  il  dégage  sur  le 
réfrigérant  une  quantité  Q,  de  chaleur  donnée  par  l'équation 

Q.=  MA«/?.i/.T.log^. 

Nous  avons  vu  que,  pour  toute  machine  fonctionnant  suivant 
un  cycle  de  Carnot,  on  a 

pour  que  cette  relation  soit  satisfaite  dans  le  cas  actuel,  il  faut 
que 

^  — ^. 

Enfin,  suivant  la  ligne  adiabatique  DA,  le  gaz  reçoit  un  tra- 
vail extérieur  DAA'D',  et  l'énergie  intérieure  augmente  de  la 
quantité 

MEc(T,-T.). 

On  voit  par  laque  le  travail  extérieur  effectué  par  la  détente 
du  gaz,  suivant  la  ligne  adiabatique  BC,  est  égal  au  travail  ex- 
térieur dépensé  pour  faire  fonctionner  la  machine  pendant  la 
deuxième  période  de  compression  DA.  La  quantité  de  chaleur 
disparue  est 

Oa-Q.^MAa/lei'ofTa-TjlOg^, 
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et  le  travail  extérieur,  figuré  par  l'aire  du  trapèze  curviligne 
ABCI),  est  égal  à 

Ma/i.(^.(T,-T,)Iog~. 

On  peut,  du  reste,  vériQer  aisément  celle  conséquence  en 
calculant  directement  le  travail  extérieur.  En  effet,  le  travail 
accompli  suivant  la  ligne  AB  a  pour  expression 


pdv  =  Mûf  p.  i'.  T,  log  —  » 


en  vertu  de  la  relation 

c'est  la  valeur  que  neus  avons  trouvée  plus  haut  en  nous  ser- 
vant de  réquation  des  lignes  adiabatiques. 


RÉGÉNÉRATEURS   DE   CHALEUR. 

80.  Supposons  maintenant  que  la  machine  fonctionne  sui- 
vant un  cycle  quelconque,  entre  les  températures  extrêmes  Tj 
et  ï,,  et  circonscrivons  à  ce  cycle  un  cycle  de  Carnot  langent 
aux  points  A,B,  C,D  {fig.  i6).  On  sait  (n*^ 78}  que  le  coefficient 

Fig.  i6. 


économique  est  plus  petit  que  celui  que  donnerait  un  cycle  de 
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Carnol  compris  entre  les  mêmes  limites  de  température,  et 
l'on  a 

a      ^     T,     ' 

Comme  le  cycle  de  Carnol  est  difficile  à  réaliser  dans  la  pra- 
tique, on  a  cherché  à  atteindre  le  rendement  maximum  par  un 
moyen  détourné,  à  l'aide  des  régénérateurs  de  chaleur. 

Menons  les  lignes  isothermes  CE,  AF  qui  passent  par  les 
points  de  contact  C  et  A;  imaginons  Tare  AE  divisé  en  un  cer- 
tain nombre  d'éléments,  et  menons  des  lignes  isothermes  par 
les  points  de  division;  nous  décomposerons  ainsi  l'arc  CF  en 
un  même  nombre  d'éléments  correspondants.  Pour  la  trans- 
formation qui  a  lieu  suivant  l'élément  m/i,  la  source  fournit 
au  gaz  une  quantité  dq-,  de  chaleur  à  la  température  T,  et,  pour 
la  transformation  correspondante  suivant  l'élément  m'/i',  la 
machine  dégage  sur  le  réfrigérant  une  quantité  dçi  de  chaleur. 
Comme  ces  deux  quantités  de  chaleur  sont  à  la  même  tempé- 
rature, on  peut  concevoir  un  corps  extérieur  à  la  tempéra- 
ture T,  qui  recueille  la  chaleur  rf^,  dégagée  pendant  la  trans- 
formation m'n',  et  qui  la  rende  à  la  machine  pour  concourir 
à  la  transformation  correspondante  mn  à  la  même  tempéra- 
ture. Si  les  quantités  de  chaleur  dçi  et  dçt  sont  égales,  la  cha- 
leur dégagée  suivant  l'élément  m' /i' suffira  pour  la  transfor- 
mation mn,  et  si  les  courbes  CF  et  AE  sont  telles  que  cette 
condition  soit  réalisée  pour  tous  les  éléments  correspondants, 
la  chaleur  dégagée  pendant  la  transformation  CF  pourra  ser- 
vir à  opérer  la  transformation  AE  sans  aucune  dépense  de 
travail. 

Ce  corps  étranger,  qui  conserve  pour  une  phase  de  la  trans- 
formation la  chaleur  dégagée  dans  une  autre  phase,  est  un 
régénérateur  de  chaleur, 

81.  De  cette  façon,  le  foyer  ne  fournira  de  la  chaleur  que 
suivant  la  ligne  EBC,  et  la  machine  cédera  de  la  chaleur  au 
réfrigérant  le  long  de  la  ligne  FDA.  L'addition  du  régénérateur 
de  chaleur  a  diminué  la  dépense,  mais  le  coefficient  écono- 
mique est  encore  plus  petit  que  pour  un  cycle  de  Carnot.  En 
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effet,  on  a,  pour  un  cycle  quelconque  (n*»  68),  Téquation 


/ 


rfQ 
T 


En  meltanl  en  évidence  les  signes  des  différents  termes  de 
cette  somme  pour  les  portions  du  cycle  considéré,  on  obtient 

J      ^  c/AE    A         c/EBC    A  JC¥    ^         JfDA    ^ 

La  température  étant  la  même  pour  les  éléments  correspon- 
dants miiy  m'n'  ot  les  quantités  de  chaleur  dqt  et  dçt  étant 
supposées  égales,  on  a 

JXE   A         Je?    ^ 

et  réquation  devient 

/  f'-f  f =»■ 

Or,  le  long  de  EBC,  la  température  est  inférieure  à  Ti;  le  long 
de  FDA  elle  est  supérieure  à  T,  ;  on  a  donc 

ou 

Q.       "^       Ï2 

82.  On  peut  cependant  modifier  le  cycle  de  manière  à  réali- 
ser le  coefficient  économique  maximum  ;  il  suffit  pour  cela  que 
la  température  soit  constante  sur  la  ligne  EBC  et  aussi  sur  FDA, 
c'est-à-dire  que  ces  deux  lignes  soient  des  lignes  isothermes. 
Le  problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions. 

Formons,  en  effet,  un  cycle  avec  deux  lignes  isothermes 
quelconques  BC  et  AD  {Jig,  17)  aux  températures  T,  et  T,, 
une  ligne  arbitraire  AB,  et  terminons  le  cycle  par  une  qua- 
trième ligne  CD  telle  que  les  quantités  de  chaleur  absorbée  et 
dégagée  sur  deux  éléments  correspondants  des  lignes  AB  et  CD 
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soient  égales.  On  a  alors 

c/BC  T       Jda  T         ^*       T'- 
et,  par  suite, 

Q.      ^      T,     • 

Un  pareil  cycle  est  aussi  avantageux  que  le  cycle  de  Carnoi; 
mais  il  nécessite  l'emploi  d'un  régénérateur  de  chaleur. 
La  ligne  AB  étant  donnée,  la  ligne  CD  est  déterminée  par  la 

Fig.  17. 


condition  que  l'on  ait,  pour  deux  élémenis  correspondants  mn, 
m'n\  l'équation 

Désignons  par  v  qx,  p  les  coordonnées  du  point  m,  par  v'  eip' 
celles  du  point  m';  on  a  (n**  40) 

dq^=:M{cdt^  Idv), 
ou{n«47) 

rfg,  =  M  ( c rf^  -4-  Ap  rf(/ ). 

La  chaleur  spécifique  c  étant  indépendante  du  volume  (n®45) 
et  la  variation  de  température  dt  étant  la  même  pour  les  deux 
éléments,  on  a  aussi 

rf//.  =  M(crf/-f-A/rf/), 

et  la  condition  cherchée  devient 

pdv=:p'di/. 

Comme  les  points  m  et  m'  appartiennent  à  une  ligne  iso- 
therme, on  peut  appliquer  la  loi  de  Marioite  pv^=^pWy  ce  qui 
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donne 

dv       dv' 

d'où 

V=    hv'y 

el,  par  suite. 

-f 

/}  étant  un  nombre  arbitraire. 

Ainsi,  quand  on  connaît  l'équation  9  (i^,  p)  r=  o  de  la  ligne  AB, 
il  suffit  d  y  remplacer .i'. et  p  par  les  valeurs  précédentes  pour 
obtenir  Téquaiion  de  la  ligne  CD, 


(-.?)= 


MACHINE  DE   STIRLING. 


83.  Dans  la  macbine  de  Stirling,  qui  réalise  les  conditions 
précédentes,  la  ligne  AB  est  une  parallèle  à  l'axe  Op  [fig.  18  ; 

Fig.  18. 


B 

T.     ■  J*"' 

1 

1 

B'                            C 

t» 

elle  a  pour  équation 

V  —  c,  =  o. 

L'équation  de  la  ligne  CD  sera  donc 

h  v'  ^  V^z=z  o, 

ou 

i^'  =  -r-  =  (/,  ; 
n 

cette  ligne  est  aussi  une  droite  parallèle  à  Op. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  directement  que  deux  lignes 
parallèles  à  Op  satisfont  aux  conditions  du  problème;  car,  dans 
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rc  cas,  pour  deux  éléments  m  et  m'  situés  entre  deux  lignes 

isothermes,  on  a 

{/gj=  dqi  =  Mcdt, 

Dans  celte  machine,  le  foyer  fournit  de  la  chaleur  au  gaz  suivant 
la  ligne  isotherme  BC  et  cette  chaleur  se  transforme  en  travail 
extérieur.  Suivant  la  ligne  CD,  le  gaz  se  refroidit  à  volume 
constant,  sans  travail  extérieur,  et  cède  de  ta  chaleur  au  régé- 
nérateur. Le  long  de  la  ligne  isotherme  DA,  une  portion  du 
travail  produit  suivant  BC  est  employée  à  comprimer  le  gaz 
et  à  le  ramener  à  son  volume  primitif;  en  même  temps  le  gaz 
cède  au  réfrigérant  une  quantité  de  chaleur  qui  est  perdue, 
parce  qu'elle  est  à  la  température  la  plus  basse  de  la  machine. 
Enfin,  suivant  la  ligne  AB,  le  gaz  est  réchauffé  à  volume  con- 
stant et  ramené  à  la  pression  primitive  à  l'aide  de  la  chaleur 
que  lui  fournit  le  régénérateur. 

MACHINE  d'éRICSSON. 

84.  Dans  la  première  machine  d'Ericsson,  le  problème  est 
résolu  d*une  manière  peu  différente.  La  ligne  AB  est  une 

Fîg.  19. 


r 

\^ 

N 

\.  ' 

1 

"^      1 

^'  c 

'                 1 
1 

1 

1 

0 '  A'        D- 

droite  parallèle  à  Taxe  Ot'  (Jig,  19)  et  ayant  pour  équation 
La  ligne  CD,  ayant  pour  équation 

ou 

p'=:kp,=  p,, 

est  aussi  une  droite  parallèle  à  Ov.  Le  foyer  fournit  de  la  cha- 
leur le  long  de  la  ligne  isotherme  BC  et  le  réfrigérant  en  ab- 
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sorbe  le  long  de  la  ligne  isotherme  DA.  La  régénération  de 
chaleur  a  lieu  ici  sous  pression  constante,  tandis  qu'elle  s'ef- 
fectue à  volume  constant  dans  la  machine  de  Stirling. 

Il  est  facile  de  voir  directement  qu'il  y  a  compensation 
entre  la  chaleur  reçue  par  le  régénérateur  le  long  de  la  ligne 
CD  et  celle  qu'il  rend  au  gaz  suivant  AB.  On  a  en  général 
(n*>W) 

dq  =  'Sl{{:dt-^hdp), 

Pour  une  transformation  sous  pression  constante,  le  terme  h  dp 
est  nul;  le  gain  et  la  perte  de  chaleur  suivant  deux  éléments 
correspondants  m  et  m!  des  lignes  AB  et  CD  sont  donc 

dq^=dq,  —  }ILCdt. 
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CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE  DES  VAPEURS. 

Vapeurs  saturées.  —  Transformation  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur.  — 
Équation  de  Clausius.  ~  Équation  de  W.  Thomson.  —  Densités  des  vapeurs 
saturées.  —  Chaleur  spécifique  de  la  vapeur  saturée.  —  Condensation  dans  la 
détente  de  la  vapeur  d'eau.  —  Énergie  intérieure  d'un  mélange  de  liquide 
et  de  vapeur.  —  Transformation  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  suivant 
une  ligne  adiabatique.  —  Travail  dans  la  détente. 


VAPEURS   SATURÉES. 

85.  Quand  on  diminue  progressivement  le  volume  d'une 
vapeur  sèche^  en  la  soumettant  à  une  pression  de  plus  en  plus 
grande  et  la  maintenant  à  une  température  constante,  il  existe 
une  limite  de  pression  que  Ton  ne  peut  dépasser.  Dès  que 
Ton  arrive  à  cette  pression  maximum,  la  vapeur  est  dite  sa^ 
turée;  si  le  volume  continue  à  diminuer,  une  partie  de  la  va- 
peur se  transforme  en  liquide  et  la  pression  reste  constante. 
Cette  tension  maxipium  de  la  vapeur,  à  une  température 
donnée,  dépend  de  la  nature  du  corps;  c'est  une  fonction 
de  la  température;  nous  la  représenterons  par 

(.)  p  =  F(0. 

De  même,  de  la  vapeur  étant  soumise  à  une  pression  con- 
stante /?,  si  Ton  abaisse  peu  à  peu  la  température,  on  ar- 
rive à  une  température  limite  au-dessous  de  laquelle  on  ne 
peut  descendre.  Dès  que  Ton  arrive  à  cette  température  mini- 
mum, la  vapeur  est  saturée;  et  si  Ton  continue  à  enlever  de 
la  chaleur,  la  vapeur  se  liquéfie  en  partie,  et  tant  qu'il  subsiste 
de  la  vapeur,  la  température  reste  constante.  En  imaginant 
l'équation  (i)  résolue  par  rapport  à  /,  on  obtient  la  tempéra- 
ture minimum  de  la  vapeur  sous  pression  donnée 

(2)  '  =  ?{/?). 
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Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  la  tension  de  la  vapeur  sa- 
turée à  la  température  /,  ou  inversement  la  température  delà 
vapeur  saturée  sous  la  pression  p. 

86.  Pendant  que  la  vapeur  se  liquéfie,  elle  dégage  de  la 
chaleur;  on  appelle  cAfl/e«r/«/p/i/e  de  vaporisation  la  quantité 
de  chaleur  L  que  dégage  un  kilogramme  de  vapeur  saturée 
pour  se  liquéfier  sous  pression  constante,  et  par  conséquent 
à  température  constante;  cette  quantité  de  chaleur  dépend  de 
la  nature  du  corps;  c'est  une  fonction  de  la  température  à 
laquelle  s'effectue  le  changement  d'état. 

87.  Inversement,  un  liquide  que  l'on  échauffe  sous  une 
pression  constante  p  entre  généralement  en  ébullition  à  la 
température  t  définie  par  l'équation  (2);  mais,  tandis  que  la 
liquéfaction  est  un  phénomène  très-net  qui  a  toujours  lieu  à 
la  même  température  sous  une  pression  donnée,  le  phénomène 
inverse,  c'est-à  dire  la  vaporisation,  est  beaucoup  moins  régu- 
lier. Ainsi,  on  a  remarqué  que,  lorsque  la  masse  liquide  que 
Ton  échauffe  n'a  pas  de  surface  libre,  on  peut  élever  ce  li- 
quide sous  la  pression  p  à  une  température  /-ho,  supérieure 
à  la  température  constante  t  de  la  vapeur  saturée.  Si  alors  le 
liquide  se  vaporise,  la  chaleur  latente  L'  qu'il  absorbera  ne 
sera  plus  la  même  que  celle  qu'il  absorbait  dans  l'ébuUition 
normale. 

Considérons  en  effet  un  liquide  qui  éprouve,  sous  la  pres- 
sion p,  l'ébuUition  normale  à  la  température  /;  son  volume 

Fig.  ao. 


A  D 


"i 


augmente  d'une  manière  considérable,  et,  comme  la  pression 
reste  constante  pendant  toute  la  durée  du  phénomène,  la 
transformation  sera  représentée  par  la  droite  AB  parallèle  à 
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l'axe  Oi'  [Jig.  20).  Élevons  maintenant  celte  vapeur  à  la  tem- 
pérature /  4-  6,  sous  la  même  pression,  le  volume  augmentera 
un  peu,  la  vapeur  sera  surchauffée  et  cette^  nouvelle  trans- 
formation sera  représentée  par  la  droite  BC.  Appelons  C  la  cha- 
leur spécifique  du  liquide  sous  pression  constante  et  C  la 
chaleur  spécifique  de  la  vapeur  sous  pression  constante.  L'é- 
bullition  normale  AB  exige  une  quantité  de  chaleur  L; 
réchauffement  BC  de  la  vapeur  sous  pression  constante  exige 

ensuite  une  quantité  de  chaleur  1         Cdt.  La  quantité  totale 

de  chaleur  absorbée  par  1  kilogramme  de  liquide  pour  passer 
de  l'état  A  à  l'état  C  est  donc 


-i 


Cdt. 


Supposons  maintenant  qu'on  échauffe  d'abord  le  liquide, 
sans  le  vaporiser,  de  la  température  /  à  la  température  /  +  0, 
sous  la  pression  p;  son  volume  augmentera  un  peu  et  le  li- 
quide passera  de  l'état  A  à  l'état  D.  Le  liquide  éprouve  ensuite 
l'ébullition  retardée  sous  la  pression  p  et  arrive  au  même  état 
Gnai  C.  La  quantité  totale  de  chaleur  absorbée  dans  cette  se- 
conde transformation  a  pour  expression 

/  Crf^-hL'. 

Ces  deux  quantités  de  chaleur  sont  égales;  car  le  travail  exté- 
rieur ACC'A'  est  le  même  pour  les  deux  transformations,  et 
la  variation  d'énergie  intérieure  est  aussi  la  même,  puisque 
l'état  initial  et  l'état  final  sont  identiques  dans  les  deux  cas. 
On  a  donc 

Cdi=  /         Cdt^V, 

d'où  l'on  déduit 

(C- C)(//. 

Or  l'expérience  indique  que  Ta  chaleur  spécifique  de  tous 


94  PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  lY. 

les  liquides,  au  moins  dans  le  voisinage  du  point  d'éhullilion, 
est  plus  grande  que  celle  de  leurs  vapeurs;  on  a  doncC'<lC, 
el  par  suite  L'  <  L.  Pour  Teau,  par  exemple,  on  a 

C  =  i,C'=o,48o5. 

On  conclut  de  là  que,  lorsqu'un  liquide  entre  en  ébullition 
sous  une  pression  déterminée,  la  chaleur  latente  maximum 
est  celle  qui  correspond  à  rébuUilion  normale. 

88.  M.  Regnault  a  déterminé  par  l'expérience  la  chaleur  la- 
tente L  de  vaporisation  pour  quelques  liquides  à  diverses 
températures,  et  il  a  représenté  par  des  formules  empiriques 
les  résultats  de  ses  expériences.  Il  a  trouvé  pour  Teaû 

L  =  6o6,5o  —  0,695/  -—  0,00002  /*— -  o,oooooo3  /*, 
et  pour  réther 

L  =  94>oo  —  OjOygoi  '  —  o,ooo85i4/^ 

La  chaleur  latente  produit  un  travail  extérieur  ABB'A'  assez 
considérable,  à  cause  du  grand  accroissement  de  volume; 
mais  la  plus  grande  partie  est  employée  à  l'augmentation  d'é- 
nergie intérieure  qu'éprouve  le  liquide  pour  se  transformer 
en  vapeur.  Désignons,  en  effet,  par  u  le  volume  spécifique  du 
liquide  à  la  température  /,  par  u'  le  volume  spécifique  de  la 
vapeur  saturée  à  la  même  température,  et  supposons  que  la 
transformation  ait  lieu  sous  la  pression  constante  p.  Le  tra- 
vail extérieur  est  p  {u'  —  u),  et  l'on  a 

EL  =  AU -h /?(«'- a), 
d'où 

AM]=L  —  \p[u'-u). 

Si  l'on  fait  le  calcul  pour  l'eau  et  Téther,  en  supposant  que 
la  pression  p  soit  de  760  millimètres,  on  obtient  : 

Pour  l'eau, 
kp(u' —  «)  =  3i,io  H- 0,0096/  —  0,00002/'  —  0,000  000  3 /'y 
AAU  =  576,40  —  0,791  /; 
Pour  l'éther, 

kp[u! —  u):=  7>46  -♦-  0,02747  /  —  0,000  1354  /', 
A  AU  =  86,54  — 0,10648/  —  0,0007160/'. 
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TRANSFORMATION  d'uN  MÉLANGE  DE  LIQUIDE  ET  DE  VAPEUR. 

89.  Considérons  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  saturée 
formant  un  poids  total  de  i  kilogramme  à  la  température  /. 
Soit  X  le  poids  de  la  \apeur  dans  le  mélange,  i  —  x  celui  du 
liquide,  u  et  u'  les  volumes  spécifiques  du  liquide  et  de  la 
vapeur  et  v  le  volume  du  mélange;  on  a 

(3)  v=  uii  —  x]-{'  u!  X  =  u  -h  {u'  —  u)x. 

Les  quatre  quantités  u,  u\  p^  L  sont  des  fonctions  de  la 
température  seule  ;  t' est  une  fonction  de  /  et  de  or  ;  nous  pouvons 
donc  prendre  t  eix  comme  variables  indépendantes.  Considé- 
rons une  transformation  infmiment  petite  qui  fasse  passer  le 
mélange  de  Tétat  (/,  ar)  à  l'étal  {t  -hdtyX-h  dx).  La  chaleur 
nécessaire  pour  opérer  celte  transformation  est  employée  : 
I**  à  échauffer  un  poids  i  —  ^  de  liquide;  2**  à  échauffer  un 
poids  X  de  vapeur;  S*"  à  vaporiser  un  poids  dx  de  liquide.  On 
a  donc 

dQ  =  {i  —  x)(Cdt  -h  hdp)  -h  x{C dt  -h  h' dp)-hLdx. 
La  pressioi^  p  de  la  vapeur  saturée  étant  une  fonction  de  la 

température  seule,  on  peut  remplacer  dp  par  -j^  dt  et  mettre 
réquation  sous  la  forme 

rfQ  =  {i-a:)(c  +  /i^W/+x(c^A'^)rf/-f-Lrf^. 
Posons,  pour  abréger, 

at 
m'  =  C'  +  /«'^; 

les  quantités  C,  A,  m,  C,  A',  m!  sont  des  fonctions  de  la  tem- 
pérature seule;  car  elles  se  rapportent  à  l'état  de  saturation 
qui  correspond  à  la  température  /.  Le  coefficient  m'  est  ce 
qu'on  appelle  chaleur  spécifique  de  la  vapeur  saturée  sèche  ; 
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en  même  temps  qu'on  élève  la  température,  on  augmente  la 
pression,  de  manière  que  la  vapeur  reste  saturée,  mais  sans 
condensation  partielle.  L'équation  devient  alors 

rfQ  ==  [/n(i  —  j:)  -h  m' x]  dt  4-  Lrfjr, 
ou 

(4)  d(i  =  {m  ^  {m!  —  m)x]dt  -i-hdx. 

Si  Ton  remplace  dv  par  sa  valeur  tirée  de  Téquation  (3), 

,        du  j^  diu*  —  u)  j-  ,   ,         .  j 

rfv  =  -r-dt  -hx  —^—7- •'  dt  -h  r  m'  —  iijdx, 

dt  dt  ' 

le  travail  extérieur  accompli 

dS=^pdv 
a  pour  expression 

Enfin,  de  la  première  équation  fondamentale 
(a)  dQ  =  A[d\]-^pdu), 

on  déduit  ta  variation  d'énergie  intérieure 

(5)  A(/U  =  rm-4^(m^-m)j:-Ap^-A;?x'^^"^']^"nrf/ 

-h  [L  —  A/?(m'—  u)]dx. 

ÉQUATION   DE   CLAUSIU8. 

90.  Nous  suivrons  la  même  marche  qu'au  n"*  39.  L'énergie 
intérieure  U  du  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  est  une  fonc- 
tion déterminée  des  deux  variables  indépendantes  /  et  jt,  qui 
définissent  l'état  du  mélange.  L'équation  (5)  donne  la  diffé- 
rentielle totale  de  cette  fonction  et  par  conséquent  ses  deux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On  a  ainsi  : 

A   —  1=  m  -^  [m  —  mjx  —  Ap  -7-  —  Apx -^ 9 

A  ;—  =  L  —  Ap{u'—u). 

cx 
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On  en  déduit 

A  r-pr—  =  m'—  m  —  Kp         ,^ — j 

^t^jp  '^         dt 

.    :)'U         dh       .,   ,        .dp       .     d{u'.—  u) 
En  égalant  ces  deux  valeurs  on  obtient  la  relation 


ÉQUATION   DB   W.    THOHSON. 

91.  L'équation  (4)  donne  aussi 
(6)  ^^;nH-(m^-m)x^^^L^^ 

Hais,  en  vertu  du  second  principe  fondamental  (n**  67), 
rfQ        , 

le  second  membre  de  l'équation  (6)  est  la  difTérentielle  exacte 
d'une  fonction  ^l  des  deux  variables  indépendantes  T  et  jt;  il 
en  résulte  la  relation 


(P) 

rfT    ~       T 

m 

—  ^ 

que 

l'on 

peut 

meure  sous  la  forme 

(p.) 

dh      L 

-  m 

Enfin  la  combinaison  des  deux  équations  (a)  et  (^i)  conduit 
à  la  troisième  relation 

(y)  \  =  k(u'-u)^. 

92.  Si  dans  l'équation  (6)  on  remplace  m'—  m  par  sa  valeur 

7 
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tjrée  de  l'équation  (|3),  on  a 

rfQ_m  ._  .   _  ,/L\  ,   L 


ou 


La  quantité  m  étant  une  fonction  de  la  température  seule, 
on  reconnail  que  le  second  membre  est  bien  une  différen- 
tielle exacte  ;  en  intégrant  on  a 


-   T    "^Jt.  T 


T. 

dJ. 


Si  Ton  y  regarde  [l  comme  une  constante,  cette  équation 
est  celle  des  lignes  adiabatiques. 

Les  équations  précédentes  conduisent  à  des  conséquences 
importantes  que  nous  allons  successivement  passer  en  revue- 

BENSlTtS   DES   VAPEURS   SATURÉES. 

93.  De  réquation  (y)  on  déduit 
(8)  u'-u       ^^ 


dT 


La  chaleur  latente  L  et  la  tension  p  de  la  vapeur  saturée 
sont  des  fonctions  de  la  température  qui  ont  été  déterminées 
empiriquement  par  M.  Regnault  pour  quelques  liquides;  Té- 
quation  (8)  permet  donc  de  calculer  a'  —  «.  D'ailleurs  le  vo- 
lume spécifique  u  du  liquide  est  sensiblement  constant,  on 
connaîtra  donc  aussi  le  volume  spécifique  u'  de  la  vapeur  et, 
par  suite,  sa  densité.  Voici  les  résultats  calculés  pour  la  va- 
peur d'eau  par  M.  Clausius  : 
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u'  CALCCLÉ 

e 

U    CALCCLÉ. 

m'  OBftKETÉ. 

parla 
lot  d«  Harlolte. 

58%i 

8,a3 

8,37 

8,38 

,           92,66 

a,ii 

3,l5 

a, 18          ' 

1         117,17 

0.947 

0,94» 

0.99» 

!         144,74 

0,437 

o,43q 

0,466 

Les  valeurs  de  h'  ont  été  déterminées  expérimentalement 
par  MM.  Fairbairn  et  Taite  ;  on  voit  qu'elles  s'accordent  très- 
bien  avec  celles  qui  ont  été  déduites  de  la  théorie,  et  elles 
sont  notablement  plus  faibles  que  celles  que  Ton  obtient  en 
appliquant  la  loi  de  Mariotte  aux  vapeurs  comme  on  le  faisait 

autrefois. 

•     ' 

94.  Les  deux  quantités/»  et  u'  sont  des  fonctions  de  la  tempé- 
rature, elles  sont  donc  fonction  l'une  de  l'autre,  et  M.  Zeuner 
a  trouvé  que  la  relation  qui  existe  entre  cea  deux  fonctions 
est  représentée  assez  exactement  par  l'équation 

Pour  la  vapeur  d'eau,  les  deux  constantes  n  eib  ont  les  va- 
leurs suivantes 

n=  1,0646, 

ft—  1,704. 

En  représentant  celte  équation  par  une  courbe  L  {Jig.  21), 
on  obtient  une  sorte  d'hyperbole  qui  flgure  la  ligne  de  trans- 
formation de  la  vapeur  saturée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  tout  point  B  situé  à  droite  de  la 
ligne  L  indique  un  état  de  vapeur  surchauffée,  tandis  qu'un 
point  C  situé  à  gauche  indique  une  condensation  partielle.  En 
effet,  en  A,  sur  la  ligne  L,  la  vapeur  est  saturée  et  sèche  ;  sup- 
posons qu'en  laissant  la  pression  constante,  on  élève  graduel- 
lement la  température,  le  volume  augmentera  et  la  vapeur  ten- 
dra vers  rétat  de  gaz  parfait;  le  surchauffement  de  la  vapeur 
sous  pression  constante  est  figuré  par  la  droite  AB  parallèle  à 
l'axe  ov.  Au  contraire,  si  l'on  enlève  de  la  chaleur,  la  pression 

7- 
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restant  toujours  constante,  il  y  aura  condensation  partielle,  et 
le  volume  diminuera  peu  à  peu;  la  température  restant  con- 

Fig.  ai. 

\ 

\ 

\^ 


stante  pendant  cette  transformation,  la  portion  de  droiteAC, 
parallèle  à  Taxe  o(/,  est  une  ligne  isotherme  pour  le  mélange 
de  vapeur  et  de  liquide. 

CHALEUR   SPÉCIFIQUE   DE  LA   VAPEUR   SATURÉE. 

95.  Nous  venons  de  déterminer  le  volume  spécifique  u'  de 
la  vapeur  saturée  à  l'aide  de  la  tension  et  de  la  chaleur  latente. 
La  connaissance  de  la  chaleur  latente  suffit  pour  déterminer 
la  chaleur  spécifique  m'  de  la  vapeur  saturée.  Nous  nous  ser- 
virons pour  cela  de  Téqualion  (^)  du  n°  91 ,  qui  donne  la 
différence  m' --m, 

(9)  m'-m  =  T-All. 

On  peut  d'ailleurs  sans  erreur  sensible  remplacer  le  coeffi- 
cient m  par  la  chaleur  spécifique  C  du  liquide;  car  le  coefficient 
h  est  très-petit  pour  les  liquides,  puisque  leur  compressibi- 
lité  est  très-faible;  on  aura  ainsi  m'. 

On  peut  diviser  les  liquides  en  trois  catégories  :  pour  les 
uns  la  valeur  de  m' est  négative;  pour  d'autres  elle  est  positive  ; 
enfin  il  y  a  un  troisième  groupe  de  liquides  pour  lesquels  la 
valeur  de  m'  est  négative  au-dessous  d'une  certaine  tempéra- 
ture et  positive  au-dessus. 

L'équation  générale 
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pour  une  vapeur  qui  reste  saturée  et  sèche,  peut  s'écrire 


"«=("-'' w)^-f. 


puisqu'il  iry  a  plus  alors  qu'une  seule  variable  indépendante 
T.  On  en  déduit 

Or,  quand  la  température  s'élève,  le  volume  spécifique  de 

du' 
la  vapeur  saturée  diminue,  la  dérivée  -jTp  ^sl  donc  négative; 

le  second  membre  de  l'équation  se  compose  ainsi  de  deux 
termes  de  signes  contraires  ayant  des  valeurs  comparables; 
on  conçoit  donc  que  la  valeur  de  m'  puisse  être,  suivant  les 
cas,  positive  ou  négative.  Voici  les  résultats  calculés  par 
M.  Clausius  : 


t 

m' 

Vapeur  d'eau 

9^166 
•»7»>7 

i44.7'i 

-1,398 
-.,266 
-1,107 
—0,807 

(        ^ 
Snlfnre  de  carbone ....        80 

160 

-o,i81 
~o,i6/, 
—0,157 

1 

f        0 

Vapeur  d'éiber^ |      *° 

(     120 

-+-0,116 

-1-0,120 
-+-0,128 

H-o,i33 

On  voit  d'après  ce  tableau  que  la  vapeur  d'eau  et  le  sulfure 
de  carbone  appartiennent  à  la  première  catégorie;  la  chaleur 
spécifique  de  la  vapeur  saturée  est  négative  et  sa  valeur  ab- 
solue va  en  diminuant  à  mesure  que  la  température  s'élève. 
La  vapeur  d'élher  appartient  à  la  seconde  catégorie;  la  valeur 
de  m!  est  positive  et  va  en  augmentant  avec  la  température. 
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La  iroisième  catégorie  comprend  la  benzine,  le  chloroforme, 
le  chlorure  de  carbone.  Dans  tous  les  cas,  la  valeur  relative 
de  m'  croît  avec  la  température;  on  est  donc  conduit  à  penser 
que  tous  les  liquides  se  comportent  de  la  même  manière,  que 
la  chaleur  spécifique  de  la  vapeur  saturée  est  négative  au-des- 
sous d'une  certaine  température,  à  partir  de  laquelle  elle  devient 
positive  et  va  constamment  en  croissant.  Les  nombres  du  ta- 
bleau précédent  semblent  même  indiquer  que  cette  tempéra- 
ture limite  n'est  pas  très-élevée  pour  la  vapeur  d'eau. 

CONDENSATION  DANS  LA  DÉTBNTB  DB  LA  VAPEUR  d'eAU. 

96.  Le  signe  de  m'  a  une  grande  importance  dans  l'étude 
des  machines  à  vapeur.  Supposons  qu'une  vapeur  éprouve  une 
transformation  infiniment  petite  en  restant  saturée  et  sèche,  la 
quantité  de  chaleur  nécessaire  à  cette  transformation  sera 

rfQ=m'rf/, 
ou 


m 


Or  la   dérivée  -jj  est  toujours  négative,  la  valeur  de  m'  est 

aussi  négative  pour  la  vapeur  d'eau,  il  en  résulte  que  pour 
la  vapeur  d'eau  rfQ  et  du'  ont  le  même  signe. 

Considérons  donc  i  kilogramme  de  vapeur  d'eau  saturée 
et  sèche  occupant  le  volume  t/  à  une  certaine  température  /; 
comprimons-la  et  supposons  qu'elle  reste  saturée  et  sèche;  la 
variation  du!  est  négative  et  par  suite  dQ  est  aussi  négative, 
c'est-à-dire  que  la  vapeur  dégage  de  la  chaleur.  Mais  si  la  com- 
pression est  assez  rapide  pour  que  cette  chaleur  dégagée  n'ait 
pas  le  temps  de  se  répandre  sur  les  corps  extérieurs,  elle  échauf- 
fera la  vapeur  et  la  portera  au-dessus  de  son  point  de  satura- 
tion. Donc  la  vapeur  d'eau  est  surchauffée  par  la  compression. 

Supposons,  au  contraire,  que  la  vapeur  saturée  se  dilate, 
du'  et  rfQ  sont  tous  deux  positifs,  c'est-à-dire  qu'il  y  a  ab- 
sorption de  chaleur.  Ainsi,  quand  de  la  vapeur  d'eau  est  sa- 
turée et  sèche,  si  l'on  veut  augmenter  son  volume  en  la  main- 
tenant saturée  et  sèche,  il  faut  lui  fournir  de  la  chaleur.  Si  la 
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dilatation  est  assez  rapide  pour  que  les  corps  extérieurs  n'aient 
pas  le  temps  de  lui  fournir  la  chaleur  nécessaire,  les  choses  se 
passeront  comme  si,  la  chaleur  ayant  été  fournie  pour  maintenir 
la  vapeur  saturée  et  sèche  sous  le  volume  m'h-  rfw',  on  enle- 
vait ensuite  cette  chaleur»  le  volume  restant  le  même  et  égal 
à  a' 4-  du';  il  y  aura  évidemment  condensation  partielle.  Donc 
la  vapeur  d*eau  se  condense  en  partie  pendant  la  détente. 

Pour  la  vapeur  d'élher,  m'  ayant  un  signe  différent,  les 
phénomènes  sont  opposés;  la  compression  produit  une  con- 
densation partielle,  et  la  dilatation  surchauffe  la  vapeur. 

97.  Cette  condensation  de  la  vapeur  d'eau  pendant  la  dé- 
tente a  été  démontrée  théoriquement  à  peu  près  à  la  même 
époque  par  M.  Clausius  et  par  M.  Rankine.  M.  Hirn  l'a  véri- 
Qée  expérimentalement.  Pour  cela  il  introduit  de  la  vapeur 
saturée  bien  sèche,  et  à  une  pression  plus  grande  que  la  pres- 
sion atmosphérique,  dans  un  cylindre  fermé  par  deux  plaques 
de  verre  ;  le  cylindre  est  alors  parfaitement  transparent.  Quand 
on  le  met  en  communication  avec  l'atmosphère  en  ouvrant 
un  robinet,  il  y  a  dilatation  rapide,  la  vapeur  se  condense  en 
partie  et  forme  dans  le  cylindre  un  nuage  opaque  de  goutte- 
lettes liquides. 

M.  Hirn  a  réalisé  aussi  l'expérience  inverse  avec  la  vapeur 
d'éther.  Il  remplit  de  vapeur  d'éther  sèche  et  saturée  un  bal- 
lon communiquant  avec  un  cylindre  dans  lequel  peut  se  mou- 
voir un  piston.  Quand  on  pousse  rapidement  le  piston  dans 
le  cylindre,  la  vapeur  est  comprimée,  et  il  se  forme  un  nuage 
indiquant  une  condensation  partielle. 

On  peut  représenter  ces  résultats  géométriquement.  Sup- 
posons que  la  courbe  LL  (Jig»  22)  soit  la  ligne  de  saturation 
de  la  vapeur  d'eau;  menons  la  ligne  adiabatique  AB;  cette 
ligne  coupera  la  ligne  précédente  comme  l'indique  la  figure. 
En  M  la  vapeur  est  saturée  et^  sèche  ;  si  on  la  comprime 
sans  dégagement  ni  absorption  de  chaleur,  la  vapeur,  comme 
nous  l'avons  vu,  se  surchauffe;  la  portion  de  gauche  MA-  de 
la  ligne  adiabatique  est  donc  située  au-dessus  de  L.  Au  con- 
traire, si  la  vapeur  se  détend  sans  dégagement  ni  absorption 
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de  chaleur,  il  y  a  condensation  pariielle,  et  par  conséquent  la 
partie  MB  de  la  ligne  adiabatique  est  située  au-dessous  de  L. 

Fîg.  M. 


..\;' 


î'..-... 


^    ~-J' 


Pour  la  vapeur  d'éther,  la  ligne  adiabatique  A'B'  est  disposée 
inversement. 

98.  On  ne  connaissait  pas  autrefois  cette  condensation  de 
la  vapeur  d'eau  dans  les  machines  à  détente  et  Ton  était  con- 
duit à  des  résultats  complètement  erronés  sur  le  rendement 
de  ces  machines.  Supposons  qu'un  cylindre  reçoive  de  la  va- 
peur saturée  et  sèche  et  qu'on  supprime  la  communication 
avec  la  chaudière  quand  le  piston  n'a  parcouru  qu'une  partie 
de  sa  course,  la  vapeur  se  détend;  une  partie  se  condense  et 
dégage,  en  se  condensant,  de  la  chaleur  qui  se  transforme  en 
travail.  C'est  là  la  source  principale  du  travail  dans  ces  ma- 
chines. 

Considérons,  par  exemple,  une  machine  à  haute  pression 
dont  la  chaudière  soit  à  x52  degrés  et  le  condenseur  à  40, 
et  supposons  la  détente  complète,  c'est-à-dire  telle,  que  la 
vapeur  après  la  détente  ait  une  tension  égale  à  la  tension 
maximum  de  la  vapeur  à  4^  degrés.  La  quantité  de  chaleur 
nécessaire  pour  porter  i  kilogramme  d'eau  de  zéro  à  t  degrés 
et  le  vaporiser  ensuite  est 

Q  =  Cr4-L; 

si   Ton  remplace  L  par  la  valeur  donnée   par  M.  Regnault 
(n"*  88),  on  a  approximativement 

(10)  Q  =  6o6,5o  4-0,305/. 

Pour/  =  l52^  Q  =  653;  mais  comme  l'eau  alimentaire  est 

à  40  degrés,  la  dépense  de  chaleur  pour  chaque  kilogramme 
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de  vapeur  est6i3  calories.  Si  la  vapeur  n'éprouvait  aucune 
condensation  partielle  pendant  la  détente  et  arrivait  dans  le 
condenseur  à  Télat  de  vapeur  saturée  sèche  à  4o  degrés,  en  se 
condensant  à  cette  température  elle  abandonnerait  679  calo- 
ries. La  différence,  soit  34  calories  seulement,  serait  trans- 
formée en  travail.  Le  coefficient  économique  ne  serait  donc 

34  I 

que  2r-^»  environ  -3- 
010  10 

Concevons  maintenant  que  la  machine  fonctionne  entre  les 

mêmes  liipites  de  température  162  et  4^  degrés,  suivant  un 

cycle  de  Carnot,  on  aura  le  coefficient  économique 

T,~T,  _        112       _  112 
T,      "~  2734-  i52  ~  425' 

environ  ^«  Ainsi  le  coefficient  économique  calculé  d'après 

l'ancienne  théorie  est  quatre  fois  trop  faible.  Ceci  montre  bien 
qu'une  partie  de  la  vapeur  s'est  condensée  pendant  la  détente 
et  que  la  chaleur  dégagée  par  cette  condensation  partielle  a 
été  transformée  en  travail. 

ÉNERGIE   INtÉRlEURE  d'uN   MÉLANGE   DE   LIQUIDE   ET   DE   VAPEUR. 

99.  Appelons  U«  l'énergie  intérieure  d'un  kilogramme  de 
liquide  à  la  température  T«  sous  la  pression  correspondante /?«. 
On  échauffe  ce  liquide  jusqu'à  la  température  T,  sous  la  pres- 
sion variable  p,  en  ayant  soin  qu'à  chaque  instant  la  pression 
supportée  par  le  liquide  soit  égale  à  la  tension  maximum  de 
la  vapeur  à  la  température  correspondante.  Supposons,  en 
outre,  qu'il  ne  se  forme  pas  de  vapeur,  le  liquide  étant  par 
exemple  enfermé  dans  un  cylindre  dont  le  piston  se  déplace 
de  manière  à  permettre  seulement  la  dilatation  du  liquide. 
La  chaleur  nécessaire  à  cette  transformation  sera 

»T 

mdl. 

/T. 

De  la  première  équation  fondamentale 


E  /     mrf/  =  AUH-  r   du, 
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on  déduit 

AU  =  E/     mdt—  f    pdu. 

Supposons  qu'alors  on  volatilise  un  poids  x  de  liquide,  en 
laissant  la  température  constante;  la  quantité  de  chaleur  né- 
cessaire pour  cette  volatilisation  sera  Lx,  et,  en  appelant  A'U 
la  variation  d'énergie  intérieure  correspondante,  on  aura 

ELx  =  ^'l] -h  p{u'-^u)x, 

d'où 

A'U  =  ELar  -  p[u'—  u) X. 

La  variation  d'énergie  intérieure  du  mélange  est  évidemment 
égale  à  AU  +  A'U;  on  aura  donc,  en  appelant  U  l'énergie 
intérieure  de  ce  mélange, 

V  —  U,=  E(Lx-h  f    mdt\—p{u'—H)x—i    pdu. 

Le  terme  U«  est  une  constante  qui  dépend  de  la  nature  du 
liquide. 

Il  est  utile  de  modifier  un  peu  cette  expression  pour  en 
rendre  les  applications  plus  commodes.  On  a,  en  intégrant  par 
parties, 

/    pdu  =  pu^  ptUi,-—  j     u  dp. 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  il  vient 

XJ-V.^eIlx-^  f   mdt\ 

—  p [a  4- («'—«)  a:] -h /?o  a. -h  /     udp, 

ou  bien,  en  remarquant  que  le  volume  v  du  mélange  est  égal 
à  u  -\-{u'-—  u)x, 

(il)      U  — U.  =  E[Ljt-h  /    mrfTj— y^t'-h/i.tt.  4-  /     udp. 
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La  variation  d'énergie  intérieure  entre  deux  états  du  mé- 
lange caractérisés  par  les  indices  i  et  2  est  donnée  par  l'é- 
quation 

!U,  —  U,  =  E  (L,:r.,  —  L.  X,  ) 

Dans  la  pratique,  on  peut  se  contenter  d'une  formule  ap- 
prochée plus  simple.  Nous  avons  vu  que,  pour  les  liquides, 
le  coefficient  m  diffère  très-peu  de  la  chaleur  spécifique  sous 
pression  constante  C,  parce  que  la  compressibilité  est  très- 
faible.  D'autre  part,  le  volume  spécifique  u  du  liquide  change 
peu.  En  remplaçant  m  par  C  et  considérant  u  comme  constant 
et  égal  à  ££«,  on  aura,  avec  une  approximation  suffisante, 

(i3j  U  =  U.4-ELa7-*-EC(T  —  T0  — /?(«'—«), 

U,  —  U ,  =  E  (  L,  a:,  —  L ,  ^ ,  ) -*- EC  (  T.  —  T .  ) 


(i4) 


TRAnSFOBMATION  D*UM  MËLAÏÏGB  DE  LIQUIDE  ET  DE  VAPEUR  SUIVANT  UNE 
LIGNE  ADIABATIQUE.  —  TRAVAIL  DANS  LA  DÉTENTE. 

100.  Nous  avons  trouvé  (n°92),  pour  une  transformation 
quelconque  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur,  l'équation 

Si  le  mélange  n'a  aucune  communication  de  chaleur  avec  l'ex- 
térieur pendant  la  transformation,  et  par  conséquent  n'éprouve 
ni  gain  ni  perte  de  chaleur,  cette  équation  devient 


o  =  ^rfH-rf 


m' 


ou 

dJ. 


,/La7\  m 

\YJ-~T' 


On  en  déduit  par  l'intégration 
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Xx  et  Xt  étant  les  poids  de  vapeur  dans  un  kilogramnie  du  mé- 
lange aux  températures  T,  et  Tj. 

Si  l'on  connaît  le  titre  Xi  du  mélange  à  la  température  Ti , 
cette  équation  permettra  de  calculer  le  titre  x^  du  mélange  à 
une  température  quelconque  T,.  On  pourra  ensuite  détermi- 
ner le  volume  du  mélange  à  l'aide  de  la  formule 

V    ^  H  -h(tt' —  u)x. 

Si  Ton  remplace  ^2  par  sa  valeur  lirée  de  l'équation  (i5), 
réquation  (12)  devient 

T. -T.  ^^• 


U,  —  U,  =:  EL,  X, 


(16) 


—  pjv^-^  fxVt  -\-  f      u  dp. 


101.  Comme  il  n*y  a  ni  perte  ni  gain  de  chaleur  pendant 
cette  transformation,  le  travail  extérieur  accompli  S  est  égal  à 
la  perte  d'énergie  intérieure  U,  —  U2;  on  a  donc 

I  S::=E(L,jr,  —  Ux,) 
^'''     I  -hp^v,  —  pii^x  —  t,  I    'mdT— I    \dp. 

M.  Clausius  a  appliqué  ces  formules  à  la  détente  de  la  va- 
peur d'eau  saturée,  comme  elle  a  lieu  dans  les  machines  à 
vapeur.  Considérons,  par  exemple,  de  la  vapeur  d'eau  satu- 
rée et  sèche  à  la  température  de  i5o  degrés,  et  prenons  pour 
unité  de  volume  le  volume  occupé  par  un  kilogramme  de  va- 
peur dans  ces  conditions  ;  on  a  alors  /,  =  1 5o,  :r,  =  i ,  i',  =  i . 
Le  tableau  suivant  indique  le  poids  de  la  vapeur  qui  reste,  le 
volume  du  mélange  et  le  travail  extérieur  accompli  à  diffé- 
rentes températures  : 


t 

' 

»» 

s 

v' 

1350 

0,936 

1.88 

1 1  3ook»m 

i,93 

100 

0,911 

3,90 

3?»  100 

4, «6 

75 

0,866 

9,23 

35900 

10,11 

5o 

0,821 

a5,7 

49800 

«9»7 

u3 

0,776 

8S,7 

63900 

107,1 
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11  se  produit,  comme  on  le  voit,  une  condensation  de  plus 
en  plus  grande  à  mesure  que  la  détente  de  la  vapeur  se  pro- 
longe.  Nous  remarquons  que  le  volume  du  mélange  est  devenu 
vingt-six  fois  plus  grand  depuis  la  température  de  i5o  degrés 
jusqu'à  la  température  de  5o  degrés  ;  il  est  impossible  de  pous- 
ser la  détente  jusqu'à  cette  limite. 

Si  l'on  calculait  le  volume  v'  de  la  vapeur  en  appliquant  la 
loi  de  Mariotte,  et  supposant  qu'il  n'y  ait  pas  de  condensation, 
on  trouverait  des  nombres  trop  grands;  c'est  ce  que  montre 
la  dernière  colonne  du  tableau. 


IIO 
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CHAPITRE   V. 


CHAPITRE  V, 

MACHINES  A  VAPEUR. 

Machine  idéale.  —  Machines  réelles.  —  Détente  incomplète.  —  Perfectionnements 
de  la  machine  à  Tapeur  :  chemise  à  vapeur  de  Watt  ;  emploi  de  la  vapeur 
surdiauiTée;  machines  à  deux  liquides. 


MAOHINB   IDÉALE* 

102.  Considérons  d'abord  une  machine  idéale  fonctionnant 
suivant  un  cycle  de  Carnot»  et  qu*on  peut  se  figurer  de  la  ma- 
nière suivante. 

Un  même  cylindre  remplirait  à  la  fois  le  rôle  de  chaudière, 
de  corps  de  pompe  et  de  condenseur.  Imaginons  que  dans  le 
cylindre  existe  un  poids  M  d'eau  a  la  température  T,  et  sous  la 

Fig.  a3. 
i       i.      B 
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Foyer.|  Eaa.  ^ 
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pression  correspondante  p^;  la  chaleur  fournie  par  le  foyer 
transforme  une  partie  de  cette  eau  en  vapeur  à  la  température 
constante  T,;  cette  première  phase  de  l'opération  est  repré- 
sentée par  une  ligne  isotherme  AB,  parallèleà  Taxe  Oc',  puisque 
la  tension  de  la  vapeur  est  constante.  On  laisse  ensuite  la  dé- 
tente s'opérer  suivant  une  ligne  adiabatique  BC,  jusqu'à  la 
température  Tt.  Pendant  la  troisième  phase,  on  comprime  le  mé- 
lange à  la  température  constante  Ti,  suivant  la  ligne  isotherme 
CD,  et  l'on  peut  supposer  que  le  cylindre  est  alors  entouré 
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d'eau  froide  à  la  température  Ti.  Enfin  on  comprime  de  nou- 
veau suivant  la  ligne  adiabatique  DA,  de  manière  à  ramener  le 
mélange  à  son  état  primitif  A. 

Le  long  de  la  ligne  isotherme  AB,  une  portion  M:r,  du  liquide 
s'est  transformée  en  vapeur,  et  la  source  a  fourni  pour  cela 
une  quantité  Qide  chaleur  donnée  par  l'équation 

Q9  =  Li  H^a  =  MLi  JT). 

De  B  en  C,  le  mélange  se  détend  sans  gain  ni  perte  de  cha- 
leur,  et  si  l'on  appelle  x^  la  fraction  de  vapeur  qui  reste  à 
l'état  C,  on  aura,  d'après  l'équation  (i5)  du  n"*  100, 


L|  X\  JLs  X\         i 


Cette  équation  permet  de  calculer  or,;  on  connaîtra  donc  l'état 
du  mélange  au  point  €• 

Suivant  la  ligne  isotherme  CD,  une  nouvelle  quantité  de  va- 
peur se  condense  à  la  température  constante  Ti,  et  si  l'on 
appelle  x'  la  fraction  de  vapeur  qui  reste  au  point  D,  la  quan« 
tité  de  chaleur  Q,  dégagée  sur  le  réfrigérant  sera  exprimée  par 
réquation 

Qt=zML,[x^—x'). 

Quant  à  la  valeur  de  x\  elle  sera  déterminée  par  la  condition 
que  le  mélange  revienne  du  point  D  au  point  A,  c'est-à-dire  à 
l'état  primitif,  en  suivant  une  ligne  adiabatique.  11  faut  pour 
cela  que  l'on  ait,  en  remarquant  qu'au  point  A  la  valeur  de  x 
est  nulle, 

La  fraction  x^  de  vapeur  qui  a  été  produite  est  donnée  arbi- 
trairement, et  l'on  peut  calculer  toutes  les  autres  quantités  en 
fonction  de  celle-là.  En  retranchant  l'équation  (a)  de  l'équa- 
tion (i),  on  obtient 

L,(^,  —  a:')  _  LaJf, 
T.         ""    T,  ' 
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Le  titre  initial  oTa  de  la  vapeur  étant  donné,  on  déterminera 
Xx  par  réquation  (i5)  du  n®  100 

L,  ^,       LîJTj       Z**^»! 


T.    "    Ta 


rfT. 


Le  volume  Vi  est  aussi  connu  ;  car  en  appelant  u\  le  volume 
spécifique  de  la  vapeur  saturée  sèche  à  la  température  T„  on  a 

Si  l'on  remplacerai  par  sa  valeur,  Texpression  du  travail  pen- 
dant la  détente  devient 


M     EL,  X,  -^ —  Va  (/?,  —  pt  ) 


En  y  ajoutant  le  travail  produit  par  la  vapeur  à  pleine  pression, 
on  obtient  le  travail  total 

(4)    M[EL,:Paîi^-hEJ"  'm^i-^'^T+j^'w^^ 

11  faut  retrancher  de  cette  somme  le  travail  nécessaire  pour 
le  jeu  de  la  pompe  alimentaire  D,  qui,  à  chaque  coup  de  piston, 
prend  un  poids  M  de  liquide  dans  le  condenseur  à  la  tempé- 
rature ti  et  à  la  pression  /?„  et  le  porte  dans  la  chaudière  sous 
une  pression  plus  élevée  pt.  Désignons  par  H  la  pression  at- 
mosphérique, le  travail  nécessaire  pour  soulever  le  piston  de 
celte  pompe  sera 

M(H-/;.)«, 

CI,  pour  refouler  le  liquide  dans  la  chaudière,  il  faudra  encore 
dépenser  un  travail  égal  à 

Td(p,—  U)u. 

Le  travail  nécessaire  au  jeu  de  la  pompe  alimentaire  est  donc 

égala 

1â{p»—pi)u. 
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Comme  le  volume  spécifique  du  liquide  u  change  très-peu, 
on  a  sensiblement 


Par  suite  le  travail  disponible  à  chaque  coup  de  piston  sera 
en  définitive 

(5)        S==ME[L,x,Ii=l?^+J  •^(.-li^rfT]. 

lOi.  On  aurait  pu  obtenir  ce  travail,  en  évaluant  la  quantité 
de  chaleur  disparue  pour  chaque  coup  de  piston.  Le  foyer 
fournit  d'abord  une  quantité  de  chaleur  égale  à  MC(T,— T,) 
pour  porter  Teau  de  la  chaudière  de  la  température  Ti  à  la 
température T3  sous  la  pression/;,;  une  fraction  Xt  de  ce  li- 
quide est  ensuite  transformée  en  vapeur  à  la  même  pression, 
ce  qui  exige  une  quantité  de  chaleur  égale  à  ML}  j:,.  La  cha- 
leur totale  Qs  fournie  par  le  foyer  est  donc 

Q,=  ML,jr,H-MC(T,— T.). 

Après  la  détente,  le  mélange  est  à  la  température  T,  et  ren- 
ferme un  poids  M(i  — X,)  de  liquide  qui  n'éprouve  aucun 
changement,  et  un  poids  M:r,  de  vapeur  qui  se  liquéfie  dans 
le  condenseur  et  dégage  une  quantité  Qi  de  chaleur  égale  à 
HLi  Xx.  La  quantité  de  chaleur  transformée  en  travail  est  donc 

Q,-Q.  =  M[L,a:,-L.j;,-hC(T,-T,)]. 

Nous  avons  vu  déjà  que  pour  les  liquides  on  peut  remplacer 
sans  erreur  sensible  C  par  m,  nous  écrirons  alors 

C(T,-T.)=jr  *m(/T. 

En  substituant  celte  valeur  dans  Téquation  précédente,  et 
remplaçant  Xx  par  sa  valeur,  on  a 

Q,_Q.  =  m[l.x,IiZ;I: +^^*;n  (.- Tl^rfl]. 

On  retrouve  ainsi  la  formule  (5). 

8. 
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Dans  cette  machine,  le  coefficient  économique  a  pour  valeur 


0.-Q. 


L,^,î^+j^  •«»(.- Il)  dT 


L,x,+  I      mdT 


■f 


et  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 

'T. 


Q,      ""      T.  ri\      , 

LjjTa-h  /       mdT 

On  voit  que  le  coefficient  économique  est  plus  petil  que  si  la 
machine  foncUonnail  suivant  un  cycle  de  Carnot;  Timperfec- 
tion  du  jeu  de  la  machine  donne  lieu  à  une  perte  de  travail. 

On  voit  encore  qu'il  y  a  avantage  à  employer  de  la  vapeur 
sèche;  car  en  faisant  ^2=  i,on  diminue  le  second  terme,  elle 
coefficient  économique  se  rapproche  de  la  valeur  maximum. 
Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  suit,  que  la  vapeur  fournie 
par  la  chaudière  est  saturée,  mais  sèche. 

105.  Soit,  par  exemple,  une  machine  dont  la  chaudière  est 
à  la  température  de  i5o  degrés  et  fournit  de  la  vapeur  sèche» 
et  dont  le  condenseur  est  à  5o  degrés.  Dans  ces  limites  de 
température,  le  coefficient  économique  maximum  est 

T.-T,  100  _ 

— ?F —  =  — z ?-  =  0,236. 

Ti  273  -h  i5o         * 

Dans  la  machine  que  nous  avons  considérée,  le  travail  produit 
par  un  kilogramme  de  vapeur  sèche,  d'après  Téquation  (5),  est 

En  remplaçant  m  par  la  chaleur  spécifique  C  que  Ton  suppose 
constante,  on  obtient  une  formule  plus  simple  et  suffisam- 
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ment  approchée  pour  la  pratique: 

S==E  [l,Î^^+C(T,- T.)  ~CT.log îjl  =  i3aE. 

La  quantité  de  chaleur  fournie  par  le  foyer  est 

Q,  =:  C  (  T,  -  T,  )  -h  L,  =  602. 

,32 

Le  coefficient  économique  est  ^ —  =  0,119.  L'imperfection 
du  cycle  le  diminue  de  0,017. 

DÉTENTE   INCOMPLÈTE. 

106.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  la  détente 
de  la  vapeur  complète,  depuis  la  température  de  i5o  degrés 
de  la  chaudière,  jusque  la  température  5o  degrés  du  conden- 
seur, ety  dans  ces  conditions,  le  volume  final  de  la  vapeur, 
comme  nous  lavons  vu  (n"*  101),  serait  vingt-six  fois  le  vo- 
lume primitif.  Dans  la  pratique,  on  est  loin  d'utiliser  toute  la 
détente;  le  volume  final  de  la  vapeur  ne  dépasse  guère  quatre 
fois  le  volume  primitif;  il  résulte  de  là  une  nouvelle  perte  de 
travail. 

Supposons  donc  qu'on  arrête  la  détente  au  point  F(y!^.  24),  à 
la  température  T';  la  vapeur,  ayant  alors  une  tension  /?'  supé- 
rieure à  /?,,  se  précipite  dans  le  condenseur;  la  perte  de  tra- 
vail est  figurée  par  Taire  FCG;  c'est  la  portion  du  travail  de  la 
détente  qui  n'est  pas  utilisée.  Appelons  v'  le  volume  spéci- 
fique en  F  et  a;'  le  titre  du  mélange;  d'après  l'équation  (17) 
du  n*»101,  le  travail  de  la  détente  incomplète  BF,  diminué  du 
travail  de  la  pression  /;,  qui  s'exerce  sur  la  face  inférieure  du 
piston,  est 

M  rE(L,:r,  —  L' jt')  H-  p'v'  —  p,  v, 

-hE/     *mdT-hl    '  udp  —  p^(v''-^^,)\' 
Jv  Jp'  J 

Si  l'on  remplace  x'  par  sa  valeur,  donnée  par  l'équation 


ux'    ux, ,  r  '^^x 
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on  a 


"[ 


J^ f 


En  y  ajoutant  le  travail  à  pleine  pression  et  retranchant  le  tra- 
vail nécessaire  au  jeu  de  la  pompe  alimentaire,  on  obtient  le 
travail  disponible 

[mTeL^ot^Îî^ 
(n)  )      L  ^^  T, 

Kl)  \  /*^«    /     T'\     n 

(  4-(p'~p.)(i''~M)H-Ej^    m(^i--^jdTj. 

La  valeur  approchée  du  travail  disponible  fourni  par  un  kilo- 
gramme de  vapeur  sèche  est  donc 

(8)  L         T, 

(  -HC(T,-r)-criog^J. 

Supposons  que,  dans  la  machine  que  nous  avons  prise 
comme  exemple,  la  détente  cesse  à  la  température  de  loo  de- 
grés ;  le  volume  de  la  vapeur  à  la  fin  de  la  détente  est  environ 
quatre  fois  plus  grand  qu'au  commencement;  Téquation  pré- 
cédente donne  S=g9E.  La  détente  complète  donnait  S=i32E; 
la  perte  de  travail  due  à  l'imperfection  de  la  détente  est  donc 
33  E,  c'est-à-dire  un  quart  du  travail  total  que  Ton  obtiendrait 
avec  la  détente  complète. 

PERFECTIONNEMENTS  DE  LA  MACHINE  A  TAPEUR.  —  CHEMISE  A  TAPEUR 

DE  WATT. 

lOT.  Walt  a-  imaginé  d'entourer  le  corps  de  pompe  d'un 
deuxième  cylindre  dans  lequel  passent  les  gaz  du  foyer,  après 
avoir  échauffé  la  chaudière,  et  avant  de  se  rendre  dans  la  che- 
minée; ces  gaz  fournissent  de  la  chaleur  à  la  vapeur  et  em- 
pêchent la  condensation  qui  a- lieu  habituellement    endant 
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la  détente.  On  évite  ainsi  la  formation  dans  le  corps  de  pompe 
de  l'eau  de  condensation,  qui  gêne  la  marche  du  piston,  et  le 
rendement  est  augmenté  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'augmen- 
ter la  dépense  de  combustible. 

Supposons  que  les  gaz  du  foyer  maintiennent  constamment 
la  vapeur  à  l'étal  de  vapeur  saturée  sèche,  et  calculons  le  tra- 
vail disponible  dans  ces  conditions. 

Si  l'on  emploie  un  poids  M  de  vapeur  pour  chaque  coup  de 
piston,  il  faudra  d'abord  une  quantité    de  chaleur  égale  à 


-r 


C  c/T  pour  élever  l'eau  de  la  température  T»  à  la  tem- 
pérature T3,  puis  la  quantité  ML,  pour  la  vaporisation  à  la 
température  T,,  et  enfin  la  quantité   I      m'dT  pour  mainte- 

nir  la  vapeur  sèche  de  la  température  T,  à  la  température  T,. 
La  quantité  totale  de  chaleur  Q,  fournie  par  le  foyer  est  donc 

Q,  =  m(  r   *CdT-tU-\-f  "m'rfTV 
ou  bien 


La  vapeur  arrive  alors  sèche  au  condenseur,  et  la  quantité  de 
chaleur  qu'elle  lui  fournit  est 

Q.  ^  ML.. 

La  quantité  de  chaleur  transformée  en  travail  est  donc 

Q,-Q,=:MrL,-L. -+-  r   *CrfT-+-r   V/w'jrfTl. 

Si  Ton  remplace  C  par  m,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  le 
travail  produit  par  un  kilogramme  de  vapeur  a  pour  valeur 

S^eFl,— L. -h  r   '(m-m')rfTl. 

On  peut  simplifier  celte  expression  à  l'aide  de  l'équation  (^,) 
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de  M.  W.  Thomson  (n<'91), 


on  en  déduit 

dL   .    L 

m      m  =      jj  +  j. 

X.'"""- 

-m')dT  =  —  (L,~L,)-^ 

et,  par  suite, 
(9) 

S  =  Er'^dT, 

'T.L 


On  a,  d'après  les  expériences  de  M.  Regnault, 

L  =  6o6y5o  —  0,695  /  =  796,25  —  0,695  T, 

d'où 

L       796, a5  ^  ^ 

'et,  en  remplaçant  dans  la  formule  (9), 

(10)  S=Er796,251ogîj-o,695(T,-T.)]. 

Si  l'on  applique  cette  formule  à  une  machine  fonctionnant 
avec  une  chaudière  à  i5o  degrés  et  un  condenseur  à  5o  de- 
grés, on  trouve  S=  i44£*  La  machine  ordinaire,  fonctionnant 
entre  les  mêmes  limites  de  température  (n^  105),  donne  i3a£; 
ie  bénéfice  est  12E.  Avec  cette  modification  de  Watt,  le  foyer 
fournit  sans  doute  à  la  vapeur  une  plus  grande  quantité  de 
chaleur;  mais  avec  la  même  dépense  de  combustible,  le  tra- 
vail a  été  augmenté  de  -n-  de  sa  valeur,  et  le  corps  de  pompe 
a  été  débarrassé  de  l'eau  de  condensation. 

EMPLOI  DE  LA  VAPEUR  SURCHAUFFÉE. 

108.  Dans  les  machines  qui  précèdent,  nous  avons  supposé 
que  la  vapeur  était  toujours  saturée,  en  arrivant  dans  le  corps 
de  pompe  et  pendant  la  détente.  Pour  augmenter  le  coefficient 
économique,  il  faudrait  porter  la  chaudière  à  une  très-haute 
température;  mais  la  tension  de  la  vapeur  d'eau  crott  si  rapi- 
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dément  quand  la  température  s'élève,  que  l'on  est  bientôt 
arrêté  par  le  défaut  de  résistance  des  chaudières.  On  évite 
cette  difficulté  en  employant  de  la  vapeur  surchauffée;  on  peut 
alors  élever  la  température  sans  augmenter  outre  mesure  la 
tension  de  la  vapeur.  La  vapeur,  en  sortant  de  la  première 
chaudière,  passe  dans  une  deuxième  chaudière,  où  elle  est 
échauffée  par  les  gaz  qui  ont  déjà  servi  à  chauffer  la  première 
chaudière  ;  la  pression  de  la  vapeur  ne  change  pas  parce  que 
les  deux  chaudières  restent  constamment  en  communication, 
et  il  n'en  résulte  aucune  nouvelle  dépense  de  combustible. 
Cette  vapeur  surchauffée  se  rend  dans  le  corps  de  pompe  où 
elle  travaille  d'abord  à  pleine  pression,  puis  se  détend  et  se 
rend  au  condenseur. 

Soit  E  (^gr.aS)  l'état  de  l'eau  qui  arrive  dans  la  première 
chaudière  à  la  température  Tt  du  condenseur  et  sous  la  près- 
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sien  pt;  elle  est  d'abord  échauffée  tout  en  restant  liquide  jus- 
qu'à la  température  Ta  et  passe  à  l'état  A  en  changeant  très- 
peu  de  volume;  alors  elle  se  transforme  en  vapeur  saturée 
sèche  à  la  même  pression  pi  et  arrive  à  l'étal  Ai.  Ensuite  la 
vapeur  passe  dans  la  deuxième  chaudière  où  les  gaz  du  foyer 
réchauffent  sous  pression  constante  jusqu'à  la  température  T'j, 
et  l'amènent  à  l'état  B.  La  quantité  Qi  de  chaleur  fournie  par 
le  foyer  pendant  ces  trois  transformations  est 

Q,=Mr  r  'crfT-hL,H-r  'c^tI. 

Enfin  la  vapeur  se  rend  dans  le  corps  de  pompe,  travaille,  et 
se  détend  de  la  pression  p^  à  la  pression  /?,  du  condenseur  sui- 
vant la  ligne  adiabatique  BC.  Quoique  d'abord  surchauffée. 


122  PREMIÈRE   PARTIE.    —    CHAPITRE  V. 

la  vapeur  devient  bienlôt  saturée  pendant  la  détente;  elle  se 
condense  ensuite  partiellement,  et  se  trouve  au  titre  x^  quand 
elle  arrive  au  condenseur,  où  elle  se  liquéfie.  L'eau  est  alors 
à  rétat  D,  et  le  jeu  de  la  pompe  alimentaire,  qui  la  porte  dans 
la  chaudière,  Tamène  à  l'état  primitif  E  sous  la  pression  ps, 
suivant  une  ligne  adiabatique  D£  qui  est  sensiblement  une 
droite  parallèle  à  op,  puisque  le  changement  de  volume  est 
très-faible. 
La  quantité  de  chaleur  dégagée  sur  le  condenseur  est 

Qi  =  ML|  x^, , 

et  la  chaleur  transformée  en  travail 

Q,-Q,  =  MrL,-L,^.  +  r   'crfT+  r   'C'c/tI. 

Pour  déterminer  le  titre  final  jt,  de  la  vapeur,  nous  appli- 
querons l'équation 


/^ 


=  o. 


vraie  pour  tout  cycle  fermé  (n®  68).  Dans  le  cas  actuel  cette 
équation  devient 

*T«C  ,^     L,      r^\çi  ,^  L.^. 

= h  o  =  o. 


On  en  déduit 


=k<-X:%"- 


Eh  portant  cette  valeur  de  Xx  dans  l'expression  de  la  chaleur 
transformée  en  travail,  il  vient 

Q,-Q.  =  M[LaIl^' 
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Le  travail  produit  par  un  kilogramme  de  vapeur  est  donc 


T.-T 


XM-ï)-<'<^(-t)-]- 


Dans  la  machine  ordinaire  nous  avons  trouvé  (n°  105) 

En  remarquanl  que  m  esl  à  peu  près  égal  à  C,  on  voit  que 
dans  la  machine  à  vapeur  surchauffée  il  y  a  un  bénéfice  de 
travail  égal  à 

(la).  S^S.  =  eJ  •c'(i-^rfT). 

Supposons  que,  la  première  chaudière  étanl  à  i5o  degrés  et 
le  condenseur  à  5o  degrés,  comme  précédemment,  la  va- 
peur soit  surchauffée  jusqu'à  3oo  degrés  et  que  la  détente 
soit  complète.  La  chaleur  spécifique  C  de  la  vapeur  surchauf- 
fée est  encore  mal  connue;  nous  la  supposerons  constante  et 
égale  à  o,48o5.  On  trouve  alors  x^  =  0,771,  S  —  S«  =  aSE,  d'où 
Ton  déduit  9  =  i55E.  On  voit  que,  sans  dépense  nouvelle  de 
combustible,  le  rendement  de  la  machine  est  augmenté  du 
sixième  de  sa  valeur.  Aussi  l'emploi  de  la  vapeur  surchauffée 
est-il  Tun  des  perfectionnements  les  plus  importants  qui  aient 
été  apportés  à  la  machine  à  vapeur. 

MACHINES   À   DEUX   LIQUIDES. 

109.  Il  est  important,  comme  nous  l'avons  vu,  pour  le  ren- 
dement de  la  machine,  que  les  deux  températures  T^etT, , 
entre  lesquelles  elle  fonctionne,  soient,  l'une  aussi  élevée, 
l'autre  aussi  basse  que  possible,  et  que  la  vapeur  opère  sa  dé- 
tente complète  de  l'une  à  l'autre.  Mais  cette  dernière  condi- 
tion exigerait  que  la  machine  eût  des  dimensions  impossibles 
à  réaliser.  On  a  essayé  de  résoudre  la  difficulté  en  employant 
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deux  liquides  très-inégalement  volatils,  par  exemple  Teau  et 
réther.  La  machine  est  double;  la  vapeur  d'eau  produite  dans 
la  chaudière  par  la  chaleur  du  foyer  à  la  température  Ts  se  rend 
dans  un  condenseur,  qui  est  à  une  température  T' intermé- 
diaire entre  Ta  et  T.;  la  chaleur  dégagée  dans  ce  condenseur 
sert  ensuite  à  vaporiser  Téther;  la  vapeur  d'éther,  produite  à 
la  température  T',  pousse  un  second  piston  et  se  rend  dans  un 
second  condenseur  à  la  température  T..  Le  premier  conden- 
seur joue  le  rôle  de  foyer  pour  la  machine  à  éther.  Or  on  peut 
choisir  la  température  intermédiaire  T'  de  manière  à  rendre 
possible  la  détente  complète  delà  vapeur  d'eau  entre  les  tem- 
pératures T,  et  T'  et  celle  de  la  vapeur  d'éther  de  T'a  T,. 

Au  point  de  vue  théorique,  une  machine  à  deux  liquides  se 
comporte  exactement  comme  une  machine  à  un  seul  liquide 
fonctionnant  entre  les  mêmes  limites  de  température  T,  et  T,. 

Supposons  les  machines  parfaites,  c'est-à-dire  fonctionnant 
suivant  des  cycles  de  Carnot.  Dans  la  première  machine,  fonc- 
tionnant entre  les  températures  T,  et  T',  le  foyer  fournil  une 
quantité  de  chaleur  Qt,  dont  une  partie 

y,     T, 

est  transformée  en  travail  ;  l'autre  partie 

T' 

se  dégage  dans  le  premier  condenseur  et  sert  de  foyer  à  la 
seconde  machine.  Cette  nouvelle  quantité  de  chaleur  Q'  se  di- 
vise en  deux  parties;  Tune 

V  rr>t 

est  transformée  en  travail,  l'autre 

T. 

se  dégage  dans  le  deuxième  condenseur  et  est  définitivement 
perdue. 
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La  quantité  totale  de  chaleur  transformée  en  travail  est  donc 

y» — j — •-  y, — jï —  —  ^2 — j — h  M» — j — — vfj — j — • 

La  chaleur  perdue  est 

Les  résultats  sont  exactement  les  mêmes  que  si  Ton  avait 
employé  une  machine  unique  fonctionnant  suivant  un  cycle 
de  Carnot  entre  les  deux  températures  extrêmes  T,  et  T,  des 
deux  machines  accouplées. 
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CHAPITRE  YI. 

ÉCOULEMENT  DES  FLUIDES. 

Principes  généraux.  —  Écoulement  d'un  liquide;  —  d'un  gaz  parfait, 
lement  des  vapeurs.  —  Injecteur  GiflTard. 


-  Écou- 


PRINCIPES   GÉNÉRAUX. 


110.  Imaginons  deux  cylindres  communiquant  ensemble, 
la  section  du  premier  cylindre  étant  très-grande  par  rapport  à 
celle  du  second  (Jig.  26).  Supposons  que  deux  pistons  A  elB 

Fig.  36. 


A   A' 


-!k 


D 


se  meuvent  dans  ces  deux  cylindres,  et  qu'une  certaine  masse 
de  fluide  soit  enfermée  entre  eux.  Il  y  aura  écoulement  du 
grand  cylindre  vers  le  petit,  si  la  pression  ^„  exercée  sur  le 
fluide  par  le  piston  A,  est  supérieure  à  la  pression  p^ 
qu'exerce  le  piston  B.  Appelons  Vx  le  volume  spécifique  du 
fluide  dans  le  grand  cylindre  et  T|  sa  température,  à  une  assez 
grande  distance  de  l'ouverture;  v^  et  T,  le  volume  spécifique 
et  la  température  dans  le  petit  cylindre.  Soient  encore  Wx  et  u', 
les  vitesses  de  translation  du  fluide  dans  les  deux  cylindres, 
et  considérons  l'état  des  choses  lorsque  l'écoulement  est  de- 
venu régulier. 

Appliquons  à  la  masse  totale  de  fluide  en  mouvement  le 
théorème  des  forces  vives.  Au  temps  /,  cette  masse  occupe  le 
volume  AB;  au  temps  t-hdt,  le  piston  A  étant  venu  en  A\ 
le  piston  B  en  B',  la  masse  fluide  occupe  le  volume  A'  B'. 
Écrivons  que  la  variation  d'énergie  totale  est  égale  à  la  somme 
des  travaux  des  forces  extérieures  (n""  26).  Si  l'on  compare 
la  masse  fluide  dans  ses  deux  positions  AB,  A'B',  on  re- 
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marque  que  les  parties  qui  occupent  dans  les  deux  cas  le 
volume  A'B  sont  dans  le  même  état  et  par  conséquent  ont  la 
même  énergie;  la  variation  de  l'énergie  est  donc  la  différence 
entre  l'énergie  de  la  masse  BB'  et  celle  de  la  masse  AA'.  Ap- 
pelons dm  les  poids  des  masses  égales  AA^  BB'  ;  désignons 
par  Ui  rénergie  intérieure  de  Tunité  de  poids  de  fluide  à  la 
température  Ti  et  sous  la  pression  /?, ,  par  U,  celle  qui  se  rap- 
porte à  la  température  Ta  et  à  la  pression  p,.  L'énergie  totale 

de  la  masse  AA'  sera  exprimée  par  dxa  l—^  -hVAy  celle  de  la 

masse  BB'  par  dm  (  — ^  H-  U,  |  ;  la  variation  d'énergie  de  la 
masse  totale  de  fluide  en  mouvement  est  donc 

D'autre  part,  le  travail  des  pressions  est  ^,  i',  rfnr  — /?,  i',  rfcj. 
L'équation  des  forces  vives  devient  ainsi 

dm  l  —^ -4-  Uj  —  U,  j  =  p,  c,  dd  —  /?,  Vi  dm, 

d'où  l'on  lire 

(0  îîll^=;,.i,.-y,,C.,-(U,-U.). 

Cette  équation  suppose  qu'il  n'y  a  pas  eu  de  communication 
caloriflque  avec  l'extérieur. 

111.  Le  changement  d'état  du  fluide  s'opère  entre  une  cer- 
taine surface  courbe  abc  située  dans  le  grand  cylindre  et  une 
surface  plane  de  dans  le  petit  cylindre;  une  molécule  du  fluide 
suit  une  ligne  telle  que  hk,  normale  à  ces  deux  surfaces. 
Considérons  donc  une  masse  infiniment  petite  m  de  fluide, 
se  mouvant  suivant  la  ligne  hk;  la  pression  extérieure  qui 
s'exerce  sur  cette  masse  m  n'est  pas  la  même  tout  autour;  elle 
est  plus  grande  à  gauche  qu'à  droite  :  c'est  là  ce  qui  produit 

l'accroissement  de  son  énergie  sensible •  Étudions  main- 

2 


ia8  PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  VI. 

tenant  le  mouvement  intérieur  de  la  masse  m,  c'est-à-dire  son 
mouvement  relatif  à  son  centre  de  gravité;  nous  savons 
que  le  théorème  des  forces  vives  s'applique  au  mouvement  re- 
latif au  centre  de  gravité.  Si  la  pression  extérieure  qui  s'exerce 
sur  la  surface  de  la  masse  m  était  uniforme,  le  travail  de  cette 
pression  dans  le  mouvement  relatif  serait  —  mgpdv;  celte 
pression  n'est  pas  uniforme,  mais  la  différence  qui  en  résulte 
est  une  quantité  petite  d'ordre  supérieur  et  par  conséquent 
négligeable.  Si  donc  on  désigne  par  mgdQ  la  quantité  de  cha- 
leur que  reçoit  la  masse  m  dans  le  temps  dt,  le  théorème  des 
forces  vives  appliqué  au  mouvement  intérieur  de  cette  petite 
masse  (  n"*  28)  donnera  Téquation 

mgdU  =  mgEdQ  —  mgpdv, 
ou 

[a)  dQ  =  \(d\]-hpdv). 

C'est  la  première  équation  fondamentale  (n**  38).  Nous  admet- 
trons que  la  même  relation  (p(T,  (/,/?)  =  o,  entre  les  trois 
quantités  qui  caractérisent  l'état  intérieur  de  la  masse  m,  sub- 
siste, que  cette  masse  ait  ou  n'ait  pas  de  mouvement  sensible. 
Il  est  évident  que  la  seconde  équation  fondamentale  (n"  67) 

w  ^=^. 

subsistera  également,  [i  étant  une  même  fonction  de  deux  va- 
riables indépendantes.  Il  en  résulte  que  toutes  les  consé- 
quences que  nous  avons  déduites  de  ces  deux  équations  fon- 
damentales s'appliqueront  à  la  transformation  intérieure  de  la 
masse  m,  comme  si  cette  masse  n'avait  pas  de  mouvement 
sensible. 

Dans  le  cas  actuel,  nous  supposons  que  le  passage  de  la 
masse  m  du  point  h  au  point  k  s'opère  dans  un  temps  assez 
court  pour  qu'il  n'y  ait  aucun  échange  de  chaleur  entre  celte 
masse  m  et  la  masse  environnante;  dQ  étant  nulle,  l'équa- 
tion (a)  se  réduit  à 

dV  -j-  pdv  =  o. 
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On  en  déduit,  en  inlégrant  du  poinl  h  au  point  k\ 

(2)  U,-U.=r-  f  ^pdv, 

et,  en  remplaçant  U,  —  Ui  par  sa  valeur  dans  l'équation  (i), 

Si  l'on  intégre  le  dernier  terme  par  parties,  celte  équation  se 
simplifie  et  devient 

^g  Jp,  Jp^ 

Le  volume  v,  qui  entre  sous  l'intégrale,  est  une  fonction  de 
la  pression /?,  donnée  par  cette  condition  que  la  transformation 
du  fluide  s'opère  suivant  une  ligne  adiabatique,  c'est-à-dire 
sans  communication  calorifique  avec  Textérieur. 

ÉCOULEMENT   d'uM    LIQUIDE. 

112.  Appliquons  ces  résultats  à  l'écoulement  d'un  liquide 
regardé  comme  incompressible;  le  volume  v  est  alors  con- 
stant, et  l'équation  (3  )  devienl 

(4)  ^^^^^ih-pr)^' 

Supposons  que  la  seciion  du  cylindre  soit  très-grande  par  rap- 
port à  celle  du  tube  d'écoulement,  la  vitesse  (v,  sera  très- 
petite  et  négligeable,  ce  qui  réduit  l'équation  à 

(5)  ^  =  (/'.-?.)«'- 

On  arrive  ainsi  à  une  formule  bien  connue  d'hvdrodynamique 
qui  renferme  la  loi  de  Torricelli  sur  l'écoulement  des  liquides. 

ÉCOULEMBKT  d'uN   GàZ   PARFAIT. 

113.  Pour  étudier  l'écoulement  d'un  gaz,  il  sera  plus  com- 
mode d'employer  l'équation  (i),  parce  que  l'on  connaît  la  va- 
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leurdeTénergie  iniérieure.  On  a,  en  effet,  peuples  gaz(n°  51), 

U,--U,:r=Ec(T,-T.), 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Téquaiion  (i),  il  vient 
î?^i^I;^  =  (ay7oi'.+  Ec)(T.--TO. 

On  a  d'ailleurs  (n«  46) 

a/?«Co  =  E(C  — c); 
on  en  déduit 

(6)  iii îli  =  EC(T.-T.). 

On  ne  connaît  pas  ordinairement  la  température  T,  dans  le 
tube  d'écoulement,  mais  on  peut  la  calculer  en  fonction  de  la 
pression  p^  qui  est  connue.  On  a,  pour  un  gaz  parfait  (n**  50), 
réquation  générale 

pe  ^C  _-  g^i^ 

Comme  la  transformation  du  gaz  a  lieu  dans  le  cas  actuel  sui- 
vant une  ligne  adiabatiquc,  la  valeur  de  yi  est  constante,  et  l'on 
peut  écrire 

On  a  atissi 

pi  Vi  __  T\. 


de  ces  deux  relations  on  déduit 

c  _ 

'1'. 
et 


fê)^- 


C-r 


Cette  équation  (7)  fera  connaître  la  valeur  de  T,;  en  substi- 
tuant cette  valeur  dans  Téquation  (6)  on  aura  la  vitesse  d'écou- 
lement (V,. 


fiCODLBMENT    DES   FLUIDES.  l3l 

Lorsque  la. vitesse  w,  est  négligeable,  Téqualion  (6)  se  ré- 
duit à 

(8)  ^  =  EC(T.-TO. 

114.  application  numérique»  —  Appliquons  celle  formule 
à  l'écoulemenl  d'une  masse  d'air  qui  sorl  d'un  vase  où  la 
température  est  de  3o  degrés  el  la  pression  d'une  atmosphère 
et  demie,  et  qui  se  rend  dans  l'atmosphère.  On  a  alors 

3 
/,  =  3o®,  Pi  =  -  alm.,  p^  =  i  atm. 

C  =  0,2875,  c  =  0,1684,  C  —  c  =  0,0791. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (7),  il  vient 


3)  =269% 


ou 

«,=-4-. 

La  formule  (8)  donne  alors 

<Vj  ==  258". 

On  voit  que  dans  ces  conditions  l'écoulement  du  gaz  est  ac- 
compagné d'un  grand  abaissement  de  température  el  qu'il  a 
lieu  avec  une  vitesse  considérable,  258  mètres  par  seconde. 

115.  Considérons  encore  deux  vases  A  et  B  [fig.  27)  com- 
muniquant à  l'aide  d'un  tube  fermé  par  un  robinet,  et  remplis 

Fig.  27. 

d'un  même  gaz  dans  des  conditions  différentes,  el  éludions 
le  phénomène  qui  se  produit  quand  on  ouvre  le  robinet  qui 
les  sépare. 

Appelons  Vi  le  volume  du  ballon  A,  Mi  le  poids  de  gaz 
qu'il  renferme,  d'abord,  Vi  le  volume  spécifique  de  ce  gaz, 

9- 
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px  sa  pression,  T,  sa  température;  appelons  V,,  M»,  v,,  p^  les 
mêmes  quantités  relatives  au  ballon  B. 

Supposons  /?!  >p2  et  considérons  Tétat  des  choses  au  mo- 
ment où  un  poids  M  de  gaz  s'est  écoulé  du  vase  A  dans  le 
vase  B.  Le  poids  du  gaz  renfermé  dans  le  ballon  A  est  alors 
M,—  M,  et  son  étal  est  caractérisé  par  les  valeurs  v\,  p\,  T,  ; 
le  ballon  B  renferme  un  poids  M,h-  M  de  gaz  dont  l'état  est 
caractérisé  par  les  valeurs  c,,  p\,  T,.  Toutes  ces  valeurs  nou- 
velles sont  des  fonctions  du  poids  M  de  gaz  écoulé;  il  s'agit 
de  les  déterminer. 

Le  poids  M,  —  M  de  gaz  n'occupait  d'abord  qu'une  partie  du 
ballon  A;  ce  gaz  s'est  ensuite  dilaté  de  manière  à  occuper  le 
volume  tout  entier  V,,  sans  communication  de  chaleur  avec 
l'extérieur.  On  a  donc,  pour  la  transformation  de  cette  masse 
de  gaz,  qui  s'effectue  suivant  une  ligne  adiabatique,  l'équation 


Le  rapport  -7-  est  connu;  car  on  a 

•^1 


V.         ,  V. 


<'i  =  ir»     *'i  = 


d'où 


et,  par  suite. 


I  Jfll  —  Jll 

t-,       M. -M 

</.  ~      M.      ' 


cette  équation  donne  la  pression  p\  dans  le  ballon  A. 

Pour  déterminer  la  température  T, ,   nous  remarquerons 
qu'on  a  encore,  pour  la  même  transformation, 


C-r 


T.  "U/       ' 
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d'où 


C-r 


Les  équations  (9)  et  (10)  déterminent  complètement  l'état  du 
gaz  dans  le  premier  ballon. 

Dans  le  second  ballon  B,  il  y  a  un  poids  M, 4-  M  de  gaz  for- 
mant un  mélange  homogène.  L'énergie  totale  de  la  masse  en- 
lière  de  gaz  renfermée  dans  les  deux  ballons  n'a  pas  changé 
pendant  l'opération,  puisqu'il  n'y  a  pas  eu  de  travail  extérieur 
accompli;  cette  condition  permettra  de  déterminer  l'état  du 
gaz  dans  le  ballon  B.  On  a  en  général,  pour  l'unité  de  poids 
d'un  gaz  (n*  51), 

En  écrivant  que  l'énergie  totale  est  la  même  au  commence- 
ment et  à  la  fm  de  l'opération,  on  obtient  l'équation 

M.(U.-+-EcT,)-4-M,{U.-4-EcT,) 

=  (M.-M)(U.-4-Ecr,)-f-(M,-hM)(U.-hEcrj, 

ou  bien 

M.T.4-M.T,==(M,-M)r,-4-(M,-^M)T;. 

Si  l'on  remplace  T,  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (10),  on 
en  déduit 

_    M. Ta  M. T.    r       /M.~M\"-1 


Pour  calculer  la  valeur  de  p\,  nous  nous  servirons  de  l'é- 

quation 

'■■'''■•  =  1; 

P2  i'ï           Ta 

ou 

On  a  d'ailleurs 

T  =  0 » 
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ce  qui  donne 

Pi  M,  T,  ' 


ou  bien,  en  remplaçant  Tj  par  sa  valeur  tirée  de  Téqualion  (ii), 

c- 

n'  M.T    I  /M  _-M\ 

(12) 


Les  équations  (9),  (lo),  (n),  (12)  font  connaître  Tétat  du  gaz 
dans  les  deux  ballons  en  fonction  du  poids  M  de  gaz  qui  s*est 
écoulé. 

116,  L'écoulement  cesse  quand  les  pressions/,  et  p\  dans 
les  deux  ballons  deviennent  égales  ;  on  a  alors,  en  égalant  les 
valeurs  de  ces  deux  pressions, 

/M,-M\^         i        M.T,  r       /M.-M\^l( 


Cette  équation  permet  de  calculer  le  poids  M  du  gaz  écoulé. 
Comme  on  a 

T,       p,  V, 


et 


il  en  résulte 


M, 


V.  V, 


M,~V,  i'.' 


M,T.  _V.f. 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  il 
vient 


/M.-M\'7  VA  /  ^  ;;,VA 


on  en  déduit 

(.3) 


-=-H^mm 
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et  l'équalion  (lo)  devient 


^^^  T.     L^(v.-hVoJ 

117.  Pour  appliquer  ces  formules  au  cas  où  récoulemenl 
s'opère  du  vase  A  dans  Talmosphère,  il  suffit  de  supposer  que 
le  volume  Y*  du  vase  B  est  infini,  ainsi  que  la  masse  Ih.  Les 
équations  (i3)  et  (i 4)  se  réduisent  à 

(.5)  M  =  M.[.-(^;)'], 

et  l'équation  (i  i)  à  T,  =  T,,  résultat  évident  à  priorL 

Application  numérique.  —  Supposons  que  le  volume  V,  du 
ballon  k  soit  de  i  mètre  cube,  et  qu'il  renferme  de  Vair  sec  à 
la  température  de  3o  degrés,  sous  la  pression  de  5  atmo- 
sphères; le  poids  du  gaz  est  de  5^'S8256.  L'écoulement  cesse 
quand  la  pression  dans  le  ballon  est  de  i  atmosphère;  on  a 
alors 

M  =  M.I  I-^g)J  =  3^^965ci, 

r,  =  190°,     d'où    /,  =:  —  83°. 

L'écoulement  du  gaz  est  donc  accompagné  d'un  abaissement 
considérable  de  température. 

118.  Nous  pouvons  maintenant  étudier  plus  complètement 
Fune  des  expériences  par  laquelle  M.  Joule  a  démontré  que 
le  travail  intérieur  est  négligeable  dans  les  gaz  (n®  54).  Sup- 
posons que  le  ballon  A  soit  plein  de  gaz  et  le  ballon  B  vide; 
il  suffit  alors  de  faire  dans  les  équations  générales 

M2  =  o,    p^^zo. 

Il  n'y  a  pas  lieu  d'attribuer  au  ballon  vide  une  température 
initiale.  La  notion  de  température  suppose  essentiellement 
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Texislence  d'une  matière  pondérable;  dans  la  théorie  des  on- 
dulations, l'éther  libre  est  considéré  comme  un  milieu  parfai- 
tement élastique,  servant  à  transmettre  les  ondulations;  dès 
que  Tonde  est  passée,  Tcther  revient  au  repos;  ainsi  on  regarde 
réther  libre  comme  un  milieu  jouissant  de  la  propriété  de 
transmettre  intégralement  la  force  vive  émise  par  la  source, 
sans  en  rien  retenir  pour  lui-même. 

L'équation  (i3)  détermine  d'abord  le  poids  M  du  gaz  qui 
s'est  écoulé. 


**=^'['-(v:^r} 


(17) 

On  en  déduit 

M, -M  _  /      V.     \ 

M.      -\v,-t-Vj 

et  les  équations  (9),  (lo)  et  (11)  deviennent 
,  a^  '         '  /M.-MV  V. 

(■8)         p,=p,=p,y-^^^^  =;,.__, 


> 


'-)  '•■-■si-iv^n-. 


I — 


V.-t-V. 


'-(v;^.y 


On  voit  que  la  température  flnale  T.,  dans  le  ballon  A  qui 
renfermait  le  gaz,  est  inférieure  à  la  température  initiale  T,, 
et  que  la  température  finale  T,  du  ballon  vide  B  est  plus  éle- 
vée que  T,.  L'écoulement  du  gaz  a  été  accompagné  d'un  re- 
froidissement dans  le  ballon  A. 

119.  Comme  dernière  application,  supposons  que  le  bal- 
lon B  soit  vide  d'abord  et  qu'on  le  mette  en  communication 
avec  l'atmosphère;  il  suffira  de  regarder  le  ballon  A  comme 
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infini  et  de  faire  dans  les  formules  du  numéro  précédent 
M,  =  00,  V,  =  00.  Les  équations  (18)  et  (19)  se  réduisent  à 
p\  =  p\  z=  p^^T^  =  ï, ,  résultats  évidents  à  priori.  Avant  d'in- 
troduire dans  réquation  (17)  les  hypothèses  particulières  à  la 

y 
question  actuelle»  il  faut  la  transformer;  on  a  (^1  =  ^7  9  ou 

V 

M,  =  —  •  Si  Ton  remplace  M,  par  sa  valeur,  Téqualion  devient 

si  l'on  développe  cette  expression  en  série,  il  vient 

Le  volume  Vi  étant  infini,  le  second  membre  se  réduit  à  son 
premier  terme,  et  Ton  a 

C  V, 


L' équation  (20) 


TV_M.T.r       /M.-M\^1 


présente  la  même  difficulré  que  la  précédente.  On  peut  l'é- 
crire 

et,  en  développant  le  second  membre  en  série. 
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Comme  M,  esl  infini,  celte  équation  se  réduit  à 

(22)  T,  =  -T.. 

Application  numérique.  —  Supposons  que  la  température 
de  l'atmosphère  soit  de  20  degrés,  on  aura  T,  =  278  4- 20  =  293, 
et,  en  vertu  de  Téquation  (22),  T^^^^iZ  ou  t\=^  \^o  degrés. 
Ainsi  la  rentrée  brusque  de  Tair  dans  le  vase  B  produit  une 
grande  élévation  de  température. 

120.  Cette  dernière  expérience  donne  un  moyen  très-simple 
de  déterminer  le  rapport  des  chaleurs  spécifiques;  on  déduit, 
en  effet,  de  l'équation  (22) 

Mais  comme  la  température  T^  est  difficile  à  observer,  on  pré- 
fère recourir  à  une  mesure  de  pression.  Si  Ton  ferme  le  robi- 
net aussitôt  après  la  rentrée  du  gaz,  on  enferme  dans  le  vase  B 
une  certaine  masse  de  gaz  à  la  température  T,  et  à  la  pression 
atmosphérique  /?i;  si  on  laisse  ensuite  refroidir  ce  gaz  jusqu'à 
la  température  Ti  de  l'air  ambiant,  sa  pression  s'abaissera  jus- 
qu'à une  pression  p'  inférieure  à  px  ;  comme  le  volume  spéci- 
fique du  gaz  reste  le  même,  on  a 

/  ^  T.  ' 
et  l'équation  (23)* devient 

ÉGOULBUENT   DES   VAPEURS. 

121.  Considérons,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  fluides 
en  général,  deux  cylindres  A  et  B  [fig.  28)  fermés  par  des  pis- 
tons et  renfermant  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  qui 
s'écoule  du  cylindre  A  dans  le  cylindre  B.  Appelons  Xi  le  titre 
de  la  vapeur  dans  le  premier  cylindre,  x,  le  titre  dans  le  tube 
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d*écouleinent.  Nous  admettons  que  la  vapeur  ne  se  surchauffe 
pas  pendant  Técoulement;  on  verra  plus  loin  que  cette  hypo- 
thèse est  conforme  à  Texpérience. 

Fig.  28. 


La  transformation  s'opère  entre  deux  surfaces  ac6,  rfe,  très- 
voisines  de  l'ouverture;  si  Ton  considère  une  petite  masse  m 
décrivant  la  trajectoire  /i/r,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
(n^  lllj,  on  peut  appliquer  à  la  transformation  intérieure  de 
cette  masse  toutes  les  formules  qui  ont  été  établies  dans  le 
Chapitre  précédent  pour  l'étude  de  la  transformation  d'un  mé- 
lange de  liquide  et  de  vapeur.  Comme  nous  admettons  que  le 
passage  de  la  masse  m  du  point  h  au  point  k  s'opère  dans  un 
temps  assez  court  pour  qu'il  n'y  ait  pas  communication  de 
chaleur  entre  cette  masse  m  et  la  masse  environnante,  nous 
emploierons  les  équations  (i5)  et  (16)  du  n<>  100, 

Lia:,  ^  L,  37.  _  __  r'^'rn    , 


U,-U.  =  EL,a:, 


T,-T, 


T. 


En  remplaçant  U,  —  U,  par  sa  valeur  dans  l'équation  générale 

(i)  •    „    '  =p.fi  — />»f»  — (U,  — u,), 

que  nous  avons  trouvée  (  n**  110)  pour  l'écoulement  des  fluides, 
on  obtient  l'équation 

wl  —  (vî       „,        T,  —  T, 


(25) 


2g 


i  =  EL,  X, 


T. 


C'I'-t)'"*!""'*- 
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Si  la  section  du  vase  A  est  assez  grande  pour  que  la  vi- 
tesse (V,  soit  négligeable,  cette  équation  devient 

>6)  {  ,T 


E/^;.(.-^').T^r„.,. 


Dans  la  pratique,  on  peut  regarder  le  volume  spécifique  u  du 
liquide  comme  constant,  et  remplacer  le  coefficient  m  par  la 
chaleur  spécifique  C  supposée  constante,  ce  qui  donne  la  for- 
mule approchée 

^î  -  Fî    ^  '^  '^'^^ 


EC  (t,  -  T,  -  T.  log  ^  W  M  {/;.  ~  pO- 


Nous  avons  admis  que  la  vapeur  reste  saturée  dans  le  tube 
d'écoulement.  Pour  justifier  cette  hypothèse,  supposons  la 
vapeur  saturée  et  sèche  dans  le  cylindre  A,  et  soit  /  =  i5îi*a'. 
Pi  =  5  atm.,  p,  =  i  atm.  =  lo  334^".  La  vapeur  s'écoulant  dans 
l'atmosphère,  sa  température  t,  est  alors  évidemment  de 
loo  degrés.  Les  Tables  d'expériences  de  M.  RegnauU  donnent 
pour  ces  températures 

L.=:499, 
L,  =  536. 

On  a  d'ailleurs  u  =  o,ooi;  on  déduit  des  formules  précé- 
dentes 

j:,=  o,9i, 

IV,  =  734»». 

Ainsi,  non-seulement  la  vapeur  reste  saturée,  mais  il  y  a  con- 
densation partielle  dans  le  tube  d'écoulement. 

122.  Si  la  vapeur,  au  lieu  de  se  rendre  dans  l'atmosphère 
par  un  long  ajutage,  sort  du  vase  A  par  un  orifice  en  mince 
paroi  {Jig.  29),  l'expérience  apprend  que  le  jet  s'élargit  très- 
rapidement,  de  sorte  qu'à  une  petite  dislance  de  l'orifice,  sur 
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une  surface  déjà  grande  defy  la  pression  devient  égale  à  la 
pression  atmosphérique/^),  et  la  vitesse  cv,  très-petite.  Il  est 
impossible  qu'il  y  ait  condensation   partielle  de  la  vapeur 


Fig.  39. 


comme  dans  le  cas  précédent.  Admettons  en  effet  que  la  va- 
peur soit  saturée  sur  la  surface  def\  la  température  />  serait 
de  100  degrés;  comme  on  a  d'ailleurs  T,>-T„  les  trois  termes 
qui  composent  le  second  membre  de  l'équation  (26)  étant 
positifs,  Wi  aurait  nécessairement  une  valeur  assez  grande. 
Mais,  comme  nous  l'avons  dit,  à  cause  du  rapide  épanouisse- 
ment du  jet  de  vapeur,  w^  est  très-petit  sur  la  surface  def\ 
on  en  conclut  que  l'hypothèse  est  inadmissible,  et  par  consé- 
quent que  la  vapeur  est  surchauffée. 

Nous  avons  trouvé  (n**  111),  pour  toute  transformation  d'un 
fluide,  l'équation 


qui  se  réduit  à 


w 


quand  Wi  =  o.  On  peut  appliquer  cette  équation  à  chaque  phase 
de  la  transformation  et  écrire 


—  =         V  dp. 


Cette  intégrale  a  une  signification  géométrique  dont  il  est  fa- 
cile de  se  rendre  compte.  Soit  A  (fig.  3o)  l'état  initial  de  la 
vapeur  saturée  sèche,  B  l'état  final;  menons  par  le  point  A  la 
courbe  L  de  saturation.  Pour  aller  de  l'état  A  à  l'état  B,  le  mé- 
lange suit  une  courbe  telle  que  ADB,  et  si  la  vitesse  w^  est 
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sensiblement  nulle  au  point  B,  Taire  totale  de  la  courbe, 
comptée  sur  Taxe  op  comme  base,  doit  être  sensiblement  nulle. 
Le  point  B  doit  donc  être  situé  de  telle  sorte  que  Taire  néga- 
tive BDD'B'  soit  égale  à  Taire  positive  AA'D'D. 


Fig.  3o. 


'     L 


A'!- 

i 

B' 


y    B 


^!       *     ^     K 


0        t  ,  V' 


La  vilesse  du  mélange,  à  Torifice  même,  est  Irès-grande; 
comme  la  vitesse  était  nulle  sur  la  surface  abc  [fig.  ag),  il  y 
a  eu  condensation  croissante  depuis  cetle  surface  jusqu'à  Tori- 
fice 0  et  transformation  d'énergie  calorifique  en  énergie  sen- 
sible, c'est-à-dire  en  force  vive  du  mouvement  de  translation. 
A  partir  de  Torifice,  le  contraire  a  lieu,  l'énergie  sensible  se 
transforme  en  chaleur  et  la  vapeur  se  surchauffe. 

123.  Appelons  T' la  température  et  U'  l'énergie  intérieure  de 
la  vapeur  surchauffée  à  l'état  B.  Puisque  les  vitesses  iv,  et  Wt 
sont  très-petites,  l'équation  (i)  se  réduit  à 

Concevons  que  Ton  aille  de  A  en  B  par  le  chemin  AFB  [fig,  3o); 
caractérisons  par  l'indice  2  Tétat  du  mélange  en  F;  pour  la 
transformation  suivant  la  ligne  de  saturation  AF,  on  a,  d'après 
l'équation  approchée  (i4)  du  n"  99, 

U,— U.=:E(L,-L,)-f-EC{T,— T,)— /?,i',-Hy>.i',-h(/i,— p,)M. 

Pour  la  transformation  FB  de  la  vapeur  surchauffée  à  pression 
constante  p^,  on  a 

ErfQ  =  EC'rfT  =  rfU -+-;?,  rfi^, 
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d'où 

On  en  déduit 

U'- U.  =  E(L,- L.) 4- EC  (T,- T,) -h  EC  (T'~  TO 

et,  en  égalant  cette  valeur  de  U'— U,  à  ce)le  trouvée  précé- 
demment» 

(28)  C(T,-  T.)  +  C'(T' ~  T,)  4-  L,-  L.  +  A  (/?,-/;.)  u  =  o. 

La  pression  p,  est  donnée  :  c'est  la  pr^sion  atmosphérique; 
T,  est  la  température  de  la  vapeur  saturée  sous  cette  pression 
/?,;  l'équation  {iS)  donnera  la  température  T'du  jet  après  l'é- 
panouissement 

De  la  formule  empirique 

L    =    606,  50    0,695     ty 

on  déduit 

L,— L,  =  o,695(/,—  /,). 

On  a  d'ailleurs  approximativement  C  =  i,  C=o,48o5,a  =0,001; 
en  substituant  dans  l'équation  (28),  on  obtient  la  formule 
pratique 

( 29}         l'  —  /,  =  o ,6348  (/,—  /,)-*-  o,o5o6  (/?,  —  /?,), 

dans  laquelle  les  pressions/?,  et  p,  sont  exprimées  en  atmo- 
sphères. 

Jpplicationnumérique : t^z=i5o'*, pi^z^t'jfP^ziz  i,  /j=r  100®; 
on  trouve  t':=  182^ 

INJBCTBUR    GIFFARD. 

124.  L'injecteur  imaginé  par  M.  Giffard  est  destiné  à  rem- 
placer la  pompe  alimentaire  dans  les  machines  à  vapeur;  un 
jet  de  vapeur,  sortant  de  la  chaudière,  aspire  l'eau  alimentaire 
et  la  fait  pénétrer  dans  la  chaudière  elle-même.  Pour  bien 
faire  comprendre  le  jeu  de  cet  appareil  ingénieux,  considérons 
un  cylindre  A  {Jig.  3i),  muni  d'un  piston  et  renfermant  de  la 
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vapeur  au  titre  x^y  à  la  température  T,,  sous  la  pression  p,. 
Celte  vapeur  s'écoule  par  un  tube  a  et  rencontre  de  Teau 


Fig.3i 


froide  qui  vient  d'un,  vase  C  où  elle  est  à  la  pression  atmo* 
sphérique  p^  et  à  la  température  T..  La  vapeur  se  condense 
au  contact  de  l'eau  froide;  la  chaleur  dégagée  par  la  condensa- 
tion se  transforme  en  énergie  sensible  et  le  jet  liquide  son 
dans  l'air  par  le  tube  F  avec  une  grande  vitesse.  Il  pénètre 
alors  dans  le  tube  G  qui  communique  avec  un  deuxième  cylin- 
dre B  muni  d'un  piston  et  s'arrête  dans  ce  cylindre  à  la  tem- 
pérature T)  et  à  la  pression  p,. 

Calculons  d'abord  la  vitesse  du  liquide  à  la  sortie  du  tube  F 
dans  l'air.  Appelons  U,  et  U«  l'énergie  intérieure  dans  le  cy- 
lindre A  et  dans  le  réservoir  C;  T,  la  température  et  U',  l'énei^ 
gie  intérieure  du  jet  liquide  dans  l'air,  Mi  le  poids  de  vapeur 
qui  sort  de  la  chaudière  pendant  une  seconde,  et  M»  le  poids 
d'eau  que  cette  vapeur  entraîne.  Pendant  un  temps  infini- 
ment petit  d,  le  poids  du  liquide  qui  sort  par  le  tube  F  est 
égal  à 

M|  7  -4-  Md  0- 

Comme  il  n'y  a  pas  de  communication  de  chaleur  avec  l'ex- 
térieur, la  variation  d'énergie  de  cette  masse  liquide  esl  égale 
au  travail  des  forces  extérieures  pendant  le  même  temps.  L'é- 
nergie totale  du  liquide  en  F  est 

(M.  +  M.)  9  — H- (M. -h  M.)  eu;, 

w  étant  la  vitesse  d'écoulement;  l'énergie  primitive  de  la 
même  niasse  était 

M,  eu. -h  M.  eu.. 
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Quant  au  travail  des  forces  extérieures,  il  se  compose  :  i*  du 
travail  de  la  force  motrice  dans  le  cylindre  A,  lequel  est 
-hpiMtViO;  a^"  du  travail  résistant  de  la  pression  extérieure 
en  F,  — /7,(M»-l-M,)  9i/,;  3*»  du  travail  produit  parla  pression 
atmosphérique  dans  le  vase  C,  et  par  la  pression  de  la  colonne 
de  liquide  dont  la  surface  est  à  une  hauteur  A  au-dessus  du 
tube  d'écoulement,  ce  qui  fait  +/^«M.  v.O-hM.OA.  En  sup- 
primant le  facteur  6  qui  est  commun  à  tous  les  termes,  on  a 
donc  l'équation 

(M.-+-M.)  — -f-(M,4-M.)ir,-M,D,-M.U. 

D'après  l'équation  (i3)  du  n*  99,  le  mélange  de  vapeur  et  de 
liquide  dans  le  cylindre  A  a  pour  énergie  intérieure 

U.=:U,-+-EC(T,— T.)-+-EL,x.--/?,(i',--a); 

le  liquide  qui  s'écoule  dans  l'air, 

U',  =  U.H-EC(r,-T.). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente  et  re- 
marquant que  les  volumes  spécifiques  v,  et  v\  peuvent  être 
remplacés  par  u,  on  obtient  l'équation 

(  (M.  +  M.)  — -h  M,EC(r',  - /.) -+- M.  EC(/,  - /,) 
(3o)   j  '^g  \  ^         f 

{       =  EM,  L,  or,  4-  M,  (/?,  —  /?.)  M  4-  Mt  A, 

qui  permet  de  calculer  la  vilesse  d'écoulement  w,  si  Ton  con- 
naît la  température  f^  du  liquide.  On  peut  remarquer  que  le 
terme  le  plus  important  dans  le  second  membre  est  EM,Li^i, 
qui  provient  de  la  condensation  de  la  vapeur;  c'est  surtout 
l'énergie  calorifique  due  à  cette  condensation  qui  produit  l'é- 
nergie sensible. 

125.  Examinons  maintenant  la  seconde  partie  de  l'appareil, 
et  écrivons  encore  que,  pendant  un  temps  infiniment  petit  0, 
la  variation  d'énergie  intérieure  du  liquide  est  égale  à  la 
somme  des  travaux  des  forces  extérieures.  En  appelant  Us  Té- 
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nergie  intérieure  de  Tunité  de  poids  dans  le  cylindre  B,  t'a  le 
volume  spécifique,  et  admettant  que  le  liquide  arrivé  dans  le 
cylindre  n'a  plus  de  vitesse  sensible,  on  a  l'équation 

(M.H-Mp)eU,-(M.-hM,)e(^-4-U',) 

=:(M,-rM.)e/ioC';  —  (M.4-M,)  ep,i^,. 

En  substituant  à  U,  et  U',  leurs  valeurs  et  faisant  les  simpli- 
fications habituelles,  il  vient 

(3i)  -!^^EC{t.^t,)  =  {po^p,)u. 

Si  Ton  connaît  la  température  ^3  dans  le  vase  B,  celle  équation 
permet  de  calculer  la  pression  p^  que  le  jet  liquide  est  capable 
de  vaincre. 

En  ajoutante  l'équation  (3o)  l'équation  (3i)  multipliée  par 
(Mt  +  Mo),  tous  les  termes  relatifs  à  l'eut  intermédiaire  dispa- 
raissent, et  il  vient 

I      =  EM,  L,  X,  +  M,  (/?o  —  /?î  )  «  H-  M,  (p.  —  />i)  « -*-  M.  h. 

On  aurait  pu  écrire  cette  équation  directement,  en  appliquant 
l'équation  du  travail  aux  deux  états  extrêmes. 

Dans  la  pratique,  les  deux  cylindres  A  et  B  sont  deux  por- 
tions de  la  même  chaudière  et  les  pressions  px  eip^  sont  égales. 
En  outre  le  réservoir  C  de  liquide  est  situé  au-dessous  du  tube 
d'écoulement,  il  faut  donc  remplacer  h  par  —  A'.  On  peut  alors 
calculer  la  quantité  d'eau  froide  entraînée  par  un  poids  donné 
de  vapeur.  L'équation  (32)  donne 

M,__  EL.a:,  +  EC(/,— ^) 

M,  ""  EC{ /,-  t.)  -h  {/?.  -pé)  u  -h  A'' 

'"^  '  M.      C(/,-/a)  +  AA'4-A(/?.~/i,)tt* 

Le  jet  de  vapeur  qui  sort  de  la  chaudière  produit  donc  l'effet 
d'une  pompe  aspirante  et  foulante,  prenant  l'eau  dans  le  ré- 
servoir et  la  refoulant  dans  la  chaudière.  Le  dernier  terme 
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A{pi—  pt)ues\  négligeable,  et  on  peut  prendre  comme  valeur 
approchée 

f^A\  M,_L.jr.-4-C(/.^/,) 

^"^^^  M.""  C(/,-/,)4-AA'' 

Supposons  que  la  vapeur  fournie  par  la  chaudière  soit  sèche 
et  que  le  liquide  refoulé  ait  la  température  de  la  chaudière, 
on  aura  alors  j?,  =  i  et  /,=  /„  ce  qui  donne 

,35,  "•-  ''■ 


M,  ""€(/,-/.)  + A  A' 


10. 
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CHAPITRE  YIL 

FUSION  ET  SOLIDIFICATION. 

Passage  de  l'état  liquide  à  l'état  solide.  —  Transformation  d'un  mélange  de 
liquide  et  de  solide.  —  Température  de  fusion  de  la  glace. 


PASSAGE   DE  l'ÉTAT   LIQUIDE   A   l'ÉTAT   SOLIDE. 

126.  Quand  on  échauffe  progressivement  un  corps  solide 
sous  une  pression  donnée,  il  arrive  un  moment  où  la  fusion 
commence;  pendant  tout  le  temps  que  dure  la  fusion  la  tem- 
pérature reste  constante.  La  température  de  fusion  d'un  corps 
dépend  de  la  pression  qu'il  supporte;  c'est  une  fonction  de  la 
pression  que  nous  représenterons  par  /  =f{p);  c'est  la  tem- 
pérature maximum  de  la  forme  solide  sous  la  pression  /?.  Un 
kilogramme  du  corps,  en  se  liquéfiant,  absorbe  une  certaine 
quantité  de  chaleur  L  que  l'on  appelle  chaleur  latente  de 
fusion. 

Le  passage  inverse  de  l'état  liquide  à  l'état  solide  est  moins 
régulier.  On  peut  maintenir  un  corps  sous  la  forme  liquide  à 
une  température  bien  inférieure  à  celle  de  la  solidiGcalion 
normale.  Ici  encore,  comme  pour  la  vaporisation,  la  chaleur 
latente  de  solidification  retardée  est  plus  faible,  en  général, 
que  la  chaleur  latente  de  solidiflcation  normale. 

Soit  en  effet  /  la  température  de  solidiQcation  normale  d'un 
corps  sous  la  pression  p  ;  nous  pouvons  amener  un  kilogramme 
du  corps  de  la  température  /  à  la  température  /  —  d  de  deux 
manières,  en  le  solidifiant  d'abord  à  la  température  normale  t 
et  abaissant  ensuite  le  corps  solide  de  /  à  ^  —  d,  ou  bien  en  abais- 
sant d'abord  le  liquide  de  tit  —  0  et  le  solidifiant  ensuite  à 
cette  température  ^  —  6,  la  pression  restant  toujours  la  même 
et  égale  à  p.  Appelons  C  la  chaleur  spécifique  à  l'état  liquide. 
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C  la  chaleur  spécifique  à  Tétat  solide,  L  la  chaleur  latente  de 
solidification  normale,  et  L'  la  chaleur  latente  de  solidification 
relardée  à  la  température  /  —  0. 

La  chaleur  perdue  pendant  la  première  transformation  est 


L-f-T     Cdt; 

Jt-d 


pendant  la  seconde  transformation  elle  est 


X 


Cdt  -f-  L'. 


Ces  deux  quantités  de  chaleur  sont  égales;  car  le  travail  ex- 
térieur est  le  même  dans  les  deux  transformations,  ainsi  que 
la  variation  d'énergie  intérieure.  On  a  donc 

L-h  f     Cdt^Ç     Cdt-hV, 

Jt—e  Jt-^B 

d'où 

L'=L-  r    (C-C')rf/- 

Jt  —  B 

Comme  la  chaleur  spécifique  C  du  liquide  est  plus  grande 
que  la  chaleur  spécifique  C  du  solide,  il  en  résulte  que  la 
chaleur  latente  normale  L  est  plus  grande  que  L'. 

trànsforuàtion  d'un  mélange  de  liquide  et  de  solide. 

127.  Considérons  un  mélange  de  liquide  et  de  solide  formant 
un  poids  total  de  i  kilogramme  à  la  température  /.  Soient  x 
le  poids  du  solide,  \  —  x  celui  du  liquide;  désignons  par  u 
et  m'  les  volumes  spécifiques  du  liquide  et  du  solide;  le  vo- 
lume spécifique  v  du  mélange  sera 

(i)  vz=iu[\ — ar) -h  ii'a;  =  tt -4- (m'— «)a:. 

Comme  nous  l'avons  fait  pour  le  mélange  de  liquide  et  de  va- 
peur, nous  prendrons  r  et  ^  pour  variables  indépendantes. 
Concevons  que  le  mélange  éprouve  une  transformation  infi- 
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niment  petite  qui  le  fasse  passer  de  Télal  (r,  x)  à  Télai 
(/  +  rf^  ar  -h  fltr),  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  opé- 
rer cette  transformation  sera 

les  lettres  accentuées  se  rapportant  à  Tétat  solide.  Cette  équa- 
tion est  la  même  que  celle  que  nous  avons  trouvée  (n«89) 
pour  la  transformation  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur, 
sauf  que  le  dernier  terme  Ldx,  qui  correspond  à  la  solidifîca- 
tion  du  poids  dx  de  liquide,  est  changé  de  signe. 
Si  Ton  pose 

elle  devient 

(2)  dQ=[m  -i-  (m'  —  m)x]dt  —  Ldx. 

Le  travail  extérieur  accompli  est 

dS=zpdv  =  p\  ^4- or         S7  ^     \dt-hp(u''-u)dx. 

Enfin  de  l'équation  fondamentale 

(a)  dQ  =  jL{dV'Jfpdv), 

on  déduit  la  variation  d'énergie  intérieure 

(  —[L-hkp{u'—u)]dx. 

128.  Le  second  membre  de  cette  équation  étant  une  diffé- 
rentielle exacte,  on  a 

A  — =/iH-(/n'— m)a7  — A/>^  —  A.px ^^ > 

Ar-=  — L  — Ap(a'— w), 
ox 
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et,  par  suite, 

.  yv     ,  ,      ^     .    d(u'-u) 
^dtdi  =  ^"'-"'^-^P      dt     ' 

.    yV  rfL       .  .   ,        ,dp       .     d(u'-u) 

En  égalant  ces  deux  dérivées  secondes,  on  obtient  Téquation 
de  M.  Clausius 

(a)  —  T—  -h  m  —  m'=:  A(w'—  ^)-^' 

On  a  aussi 

rfQ  _m-h{m'^m)a:  L   . 

d'après  le  second  principe  fondamental  -~  =dix^  le  second 

membre  étant  la  différentielle  exacte  d'une  fonction  u  des 
deux  variables  indépendantes  T  et  x,  on  en  déduit  la  relation 
de  M.  W.  Thomson 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

V  Hi  )  -^  —  j^'fn  —  m  . 

EnHn  la  combinaison  des  équations  (a)  et  (3,)  conduit  à  la 
troisième  relation 

(7)  ^=A(u-a')^. 


TEMPÉRATURE   DE   FUSION    DE   LÀ   GLACE. 

129.  Cette  dernière  équation  donne  lieu  à  quelques  remar- 
ques importantes.  La  chaleur  latente  L  étant  toujours  posi- 
tive, les  deux  quantités  a  —  a'  et  ^  ont  le  même  signe.  La 
plupart  des  corps  se  dilatent  en  se  liquéfiant^  la  différence 
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u—u'  est  alors  positive;  on  en  conclut  que  la  dérivée  -^  est 

aussi  positive,  et  par  conséquent  que  la  température  de  fusion 
normale  est  d'autant  plus  élevée  que  la  pression  est  plus  forte. 
Cette  conséquence  de  la  théorie  a  été  vérifiée  par  M.  Bunsen 
sur  le  blanc  de  baleine  et  la  paraffine;  en  portant  la  pression 
de  I  à  i56  atmosphères,  ce  physicien  a  vu  la  température  de 
fusion  du  blanc  de  baleine  s'élever  de  47**» 7  à  5o%9.  Il  y  a  pro- 
bablement lieu  de  tenir  compte  de  cette  loi  en  géologie:  des 
roches  soumises  à  une  énorme  pression  peuvent  rester  so- 
lides à  une  très-haute  température. 

Mais  il  y  a  quelques  corps,  et  la  glace  est  de  ce  nombre,  qui 
se  contractent  en  se  liquéfiant;  la  différence  u—  u'  est  alors 

négative,  ainsi  que  -^*,  on  en  conclut  que  la  température  de 

fusion  est  d'autant  plus  basse  que  la  pression  est  plus  forte. 
Ainsi,  de  la  glace  soumise  à  une  forte  pression  peut  se  fondre 
à  une  température  inférieure  à  zéro.  Nous  pouvons  même 
calculer  cet  abaissement  de  température;  de  Téqualion  (y)  on 
déduit  en  effet 

Supposons  que  la  pression  p  soit  de  i  atmosphère;  on  a  alors 
pour  l'eau  1=9.73%  L=  79,26,  a=::o,ooi,  «'= — ^^  d'où 
rfT 

-7—  =:  —  0,0070. 

dp  ' 

Ainsi,  à  un  accroissement  de  pression  de  i  atmosphère  cor- 
respond un  abaissement  de  o<»,oo7o  environ  dans  la  tempéra- 
ture de  fusion  de  la  glace.  C'est  M.  James  Thomson  qui,  le 
premier,  a  indiqué  cette  propriété  de  la  glace  comme  une 
conséquence  du  théorème  de  Carnot;  M.  William  Thomson, 
son  frère.  Ta  vérifiée  ensuite  par  l'expérience  :  il  a  trouvé  un 
abaissement  de  o**,oo75  pour  chaque  atmosphère,  résultat  peu 
différent  du  précédent.  M.  Mousson,  à  Taide  d'un  appareil 
très-ingénieux,  a  pu  abaisser  la  température  de  fusion  de  la 
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glace  jusqu'à  — 18",  en  exerçant  une  pression  irès-considé- 
rable. 

130.  Une  expérience  très-simple  de  M.  Helmholtz  permet 
de  démontrer  que  réciproquement,  quand  la  pression  dimi- 
nue, la  température  de  fusion  de  la  glace  devient  plus  élevée. 
Dans  un  vase  AB  (fg,  32),  renfermant  de  la  glace  fondante,  on 

Fig.  3a. 

ci! 


place  un  vase  métallique  C  contenant  de  l'eau  et  dans  lequel 
on  a  fait  le  vide  partiel  ;  on  voit  des  cristaux  de  glace  se  for- 
mer dans  le  vase  C,  tandis  que  la  glace  fond  à  l'extérieur;  on 
en  conclut  que  l'eau  du  cylindre  C  se  congèle  à  une  tempéra- 
ture un  peu  supérieure  à  zéro. 

On  peut  de  la  même  manière  expliquer  les  expériences 
curieuses  de  Faraday  et  de  M.  Tyndall.  Une  expérience  de 
M.  Tyndall  consiste  à  placer  de  la  glace  pilée  entre  deux 
nooules  de  buis  très-épais  creusés  de  cavités  lenticulaires  dans 
les  deux  faces  en  regard.  On  comprime  énergiquement  la 
glace  entre  les  deux  moules,  et  quand  on  les  écarte  ensuite 
on  constate  qu'il  s'est  formé  une  lentille  de  glace  parfaitement 
homogène  et  transparente.  La  glace  s'est  fondue  en  partie 
au  moins  pendant  la  compression,  et  le  liquide  formé  s'est 
solidifié  de  nouveau  à  la  pression  atmosphérique.  Faraday  a 
désigné  ce  phénomène  sous  le  nom  de  regel.  Il  suffit  du  reste 
que  deux  morceaux  de  glace  se  touchent  sous  une  légère 
pression,  pour  qu'on  les  voie  se  souder  l'un  à  l'autre.  Quand 
deux  corps  solides  se  touchent  par  un  élément  de  surface  &> 
et  sont  pressés  l'un  contre  l'autre  avec  une  force  F,  la  pres- 

F 

sion  /?  par  unité  de  surface  est  /?  =  — ;  elle  peut  être  très- 
grande  à  cause  de  la  petitesse  de  &>.  S'il  s'agit  de  deux  mor- 
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ceaux  de  glace  à  /°,  la  pression  qui  s'exerce  au  point  de  contact 
abaissant  la  température  de  fusion,  une  petite  quantité  de 
glace  se  fondra  en  cet  endroit;  l'eau  qui  en  résulte,  se  répan- 
dant alentour  et  n'étant  plus  soumise  à  la  même  pression,  se 
gèlera  de  nouveau.  Mais  à  mesure  que  le  phénomène  se  pro- 
duit, la  surface  de  contact  gj  s'élargit  et  la  pression /?  diminue. 
Le  phénomène  cessera  quand  w  sera  devenu  assez  grand  pour 
que  p  soit  inférieure  à  la  pression  relative  à  la  température  /. 

C'est  là  ce  qui  se  passe  quand  on  comprime  des  morceaux 
de  glace  dans  un  vase;  les  morceaux  se  touchent  par  leurs 
aspérités  :  c'est  là  que  s'exerce  la  pression  la  plus  forte  ;  ces 
aspérités  fondent,  les  morceaux  glissent  les  uns  sur  les  autres, 
se  touchent  en  de  nouveaux  points  qui  fondent  à  leur  tour; 
en  même  temps,  l'eau  provenant  de  la  fusion  se  loge  dans  les 
vides,  où  n'étant  plus  soumise  à  la  même  pression,  elle  se  con- 
gèle de  nouveau;  à  la  fîn  on  a  un  bloc  de  glace  présentant  la 
forme  du  vase. 

Toutefois  ce  bloc  de  glace  diffère  par  ses  propriétés  opti- 
ques d'un  bloc  de  glace  naturel,  comme  l'a  montré  M.  Bertin  : 
ce  dernier,  formé  de  cristaux  orientés  tous  dans  la  même  di- 
rection, présente  des  apparences  de  polarisation  colorée,  tan- 
dis que  le  premier,  composé  d'un  assemblage  de  morceaux 
orientés  dans  tous  les  sens,  se  comporte  comme  un  morceau 
de  verre. 

Ces  phénomènes  produits  par  la  pression  paraissent  jouer 
un  grand  rôle  dans  la  marche  des  glaciers.  On  sait  que  les  gla- 
ciers marchent  comme  des  fleuves  :  d'après  les  observations 
de  M.  Tyndall,  la  mer  de  glace  de  Montanvers,  à  Chamouni, 
s'avance  de  4  décimètres  par  jour  d'hiver  et  de  7}  décimètres 
par  jour  d'été.  La  pression  exercée  par  la  colonne  de  glace  à 
sa  base  peut  occasionner  une  fusion  locale  et  permettre  un 
glissement  sur  les  rochers  qui  forment  le  lit  du  glacier. 
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CHAPITRE  VIIL 

TRANSFORMATION  GÉNÉRALE  DES  CORPS. 

Coefficient  de  dilatation  cubique;  —  de  compressibilité  cubique. —  Barre  ou  fil 
cylindrique.  —  Phénomènes  présentés  par  le  caoutchouc. 


131.  Nous  savons  qu'il  existe  une  relation 

entre  la  température,  le  volume  spécifique  et  la  pression; 
mais  cette  relation  n'est  connue  que  pour  les  gaz  parfaits.  Si 
on  l'imagine  résolue  par  rapport  à  v,  le  volume  spécifique 
peut  être  regardé  comme  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes  /  et  p.  La  marche  à  suivre  pour  étudier  cette  fonc- 
tion serait  de  déterminer  d'abord  par  l'expérience  ses  deux  dé- 

rivées  partiellesy-  et  —pour  divers  systèmes  de  valeurs  de  / 

et  de  p, 

i"*  Laissant  p  constante,  et  faisant  varier  t,  on  observera  la 
variation  du  volume.  Ces  expériences  donnent  ce  qu'on  appelle 
le  coefficient  de  dilatation  cubique  sous  pression  constante; 
en  désignant  par  oc  ce  coefficient,  on  a 

I  ^v 
c  Dr 
d'où 

2,^  Laissant  i  constante,  et  faisant  varier  p,  on  observera  la 
variation  du  volume.  Ces  expériences  donnent  le  coefficient 
de  compressibilité  cubique  à  température  constante.  En  appe- 
lant |3  ce  coefBcient,  on  a 

^  v^p 
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d'où 

(a) 

—  =  —  gf. 

Deux  séries  d'expériences,  dans  lesquelles  on  ferait  varier 

t  et  p,  donneraient  les  deux  fonctions  ^r  et  r—  de  /  et  »;  Tin- 
*  ci      op 

tégration  de  la  différentielle  totale 

ou 

dv 

(3)  —  =  ocdt--^dp, 

ferait  connaître  ensuite  la  fonction  v=f(t,p). 

132.  Après  avoir  trouvé  cette  fonction,  il  faudrait  ensuite 
déterminer  l'énergie  intérieure.  On  la  déduirait  de  l'équation 
fondamentale  {a), 

dV  =  EdQ-pdu, 

si  l'on  connaissait  dQ.  Nous  avons  posé  (n'^ki) 

dQ^Cdt-hhdp; 

on  détermine  C  directement  par   l'expérience;   de  l'équa- 
tion ((3s)  de  M.  W.  Thomson  (n«  73) 

j  1 
on  déduit,  à  l'aide  de  l'équation  (i), 

(4)  h=-^AavT. 

En  remplaçant  h  et  dv  par  leurs  valeurs  (4)  et  (3),  on  a 

(5)  dU  =  (EC-at;;?)rfT-f-i/((3p-aT)rf/>; 

l'intégration  de  cette  différentielle  totale  donnerait  la  fonc- 
tion U  de  T  et  de  p. 

On  peut  obtenir  rfQ  d'une  autre  manière.  Nous  avons  posé 

(n*W) 

dQ=2cdl-h  Idv; 
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en  remplaçant  dv  par  sa  valeur  (3),  on  a 

rfQ  =  ((?  4-  oclv)  dl  —  ^hdp. 
Si  l'on  identifie  cette  expression  avec  la  précédente,  il  vient 

c+  alv  =  C,    (3/(/=  —  A  =  AacT, 
d'où 

(6)  1  =  ^. 

(7)  C-c=-p-. 

On  détermine  C  directement  par  Texpérience,  comme  nous 
l'avons  dit;  c  s'en  déduit  par  Téquation  (7):  d'ailleurs  l'équa- 
tion (6)  donne  /•  On  obtient  ainsi  l'expression  différentielle 

(8)  d^  =  (^-'^)dT^[^-p)d., 

dont  l'intégration  donnerait  U. 

133.  Imaginons  que  l'on  comprime  un  corps  assez  rapide- 
ment, pour  qu'un  échange  de  chaleur  n'ait  pas  le  temps  de 
s'établir  entre  ce  corps  et  le  milieu  environnant;  la  tempéra- 
ture du  corps  sera  une  fonction  de  la  pression  définie  par 
l'équation 

o  =  rfQ=:Crf/-4-/irf/>, 
d'où  l'on  déduit 
,    ,  dt       koLvT 

f9)  Tp=-îr^ 

Le  signe  de  dt  est  le  même  que  celui  du  coefficient  de  dila- 
tation cubique  a.  En  général,  le  coefficient  a  est  positif;  dt  est 
alors  positif,  c'est-à-dire  que  la  compression  élève  la  tempé- 
rature du  corps.  Mais  pour  l'eau  à  une  température  inférieure 
à  4  degrés,  a  est  négatif;  donc  dt  est  négatif,  et  par  consé- 
quent la  compression  produit  un  abaissement  de  la  tempéra- 
ture; cette  conséquence  a  été  vérifiée  expérimentalement  par 
M.  Joule. 
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BARRB  OU    FIL  CTLINDRIQUB. 

13^.  Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  toute  la  sur- 
face du  corps  est  soumise  à  une  pression  normale  uniforme  ; 
il  n'en  est  pas  de  même  dans  la  question  particulière  que  nous 
allons  traiter.  Considérons  une  barre  cylindrique  homogène 
dont  la  surface  latérale  est  soumise  à  une  pression  constante 
et  uniforme  pt  par  mètre  carré,  et  chacune  des  deux  bases  à 
une  pression  variable  onp^-hp,  &)  étant  Taire  de  la  section. 
Soit  X  la  longueur  de  la  barre;  il  est  clair  qu'il  existe  une 
relation 
(lo)  <p(/,  j?, /?)  =  o, 

entre  les  trois  quantités  /,  x,  p^  dont  deux  à  volonté  peuvent 

être  prises  pour  variables  indépendantes.  Le  travail  extérieur 

accompli  par  la  barre  dans   une  transformation   infmiment 

'petite  est 

dS^ptdv  -^  pdx, 

et  la  première  équation  fondamentale 

dQ=zk{dV-hdS), 
devient 

(u)  dQ=:  A(d\]  -h p,  dv  -h pdx). 

I®  SI  Ton  prend  r  et  ^  pour  variables  indépendantes,  cette 
équation 

posons 


réqualion  prend  la  forme  simple 

(12)  dQ^cdt-h  Idx, 

et  Ton  a  entre  c  et  /  la  relation 
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2*  Si  Ton  prend  t  eip  pour  variables  indépendantes,  l'équa- 
tion fondamentale  devient 

en  posant 

.        .  /DU  De  Dar\ 

elle  prend  la  forme  simple 

(i4)  dQ  =  Cdt-hhdp, 

et  l'on  a  entre  C  et  A  la  relation 

DA       DC  .  D^ 

[10)  r r —  =  —  A  r — • 

^       '  7^1  ^p  d/ 

135.  On  peut  aussi  appliquer  à  la  transformation  de  la  barre 
le  théorème  deCarnotet  les  conséquences  que  nous  en  avons 

déduites.  Ainsi  on  a  toujours  X  =  T,  et  l'expression  -^p  est 

la  différentielle  exacte  d'une  fonction  fx  de  deux  variables  in- 
dépendantes. 

1^  Si  l'on  prend  t  elx  pour  variables  indépendantes,  la  dif- 
férentielle exacte 

-^  =  -^dt  +  ^dx 

conduit  à  la  relation  (n*'  72) 

(•6)  ^  =  AT^. 

2"  Si  Ton  prend  /  et/>  pour  variables  indépendantes,  on  ob- 
tient de  même  la  relation  (n""  73) 

(•7)  ''  —  ^'^W 

136.  On  a  observé  pour  un  grand  nombre  de  substances  le 
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coefficient  de  dilatation  linéaire  sous  pression  constante 

I  Djc 

Il  en  résulte,  en  vertu  de  Téqualion  (17), 

(18)  /i:=  —  AaxT, 

On  a  observé  aussi  le  coefficient  de  compressibilité  linéaire 
à  température  constante 

^  X  ^p 

Si  Ton  regarde  x  comme  une  fonction  de  /  et  de  /?  donnée 
par  l'équation  (10),  on  a 

dx  =  —  dt  -h  ^r-dp^xiadt—  ^dp), 
rfQ  =  crf/  +  ldx  =  (c-halx)dt—  ^(xdp; 
on  en  déduit 

d'où 

(>9)                                                      P~' 
(20)  C-c= ^ 

Imaginons  que  Ton  comprime  brusquement  la  barre,  sans 
communication  de  chaleur,  on  aura 

o  =  dQ=:Cdt-hhdp, 
d'où 
,     ,  dt        AocxT 

("')  d^  =  —c-' 

Pour  appliquer  ces  formules  à  un  fil  tiré  à  ses  deux  bouts 
par  une  même  force,  il  suffit  de  changer  le  signe  de  p.  Si  l'on 
pose  ^  =  —  ;>',  l'équation  précédente  devient 

dt  AaxT 

(^")  diF  =  ^—îr-' 
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Le  signe  de  dt  esl  contraire  à  celui  de  a.  Le  coefDcîent  de  di- 
latation linéaire  étant  en  général  positif,  on  en  conclut  que 
rallongement  d'un  fil  est  accompagné  ordinairement  d'un 
abaissement  de  température. 

PHÉNOllftNES   PRÉSENTÉS   PAR   LE  CAOUTCHOUC 

137.  Le  caoutchouc  présente  une  exception  :  une  lame  de 
caoutchouc  tendue  par  uir  poids  diminue  de  longueur  quand 
la  température  s'élève;  le  coefficient  a  est  donc  négatif,  et  par 

conséquent  -j-,  positif;  il  en  résulte  que  si  Ton  étire  brusque- 
ment une  lame  de  caoutchouc,  la  température  s'élèvera.  Ces 
phénomènes  ont  été  observés  d'abord  par  Goffe,  et  des  expé- 
riences plus  précises  ont  été  faites  par  M.  Joule  avec  le  caout- 
chouc vulcanisé. 

M.  Joule  a  reconnu  d'abord  que,  si  une  lame  de  caoutchouc 
est  soumise  de  toutes  parts  à  une  pression  uniforme,  son  vo- 
lume augmente  quand  la  température  s'élève;  le  coefficient 
de  dilatation  cubique  est  positif  et  égal  à  o,ooo256;  ensuite, 
que  lorsqu'une  lame  de  caoutchouc  est  tirée  par  un  poids  p'f 
il  existe  une  limite  p'.,  telle,  que  si  le  poids  tenseur  p'  est  plus 
petit  que  y, ,  une  élévation  de  température  produit  un  allonge- 
ment, et  qu'au  contraire,  s\p'  est  plus  grand  qnep\f  une  élé- 
vation de  température  produit  un  raccourcissement  :  dans  le 
premier  cas,  a  étant  positif,  un  accroissement  brusque  de 
tension  diminue  la  température;  dans  le  second  cas,  a  étant 
négatif,  un  accroissement  de  tension  élève  la  température. 


II 
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CHAPITRE  IX. 

THÉORIE  DES  GAZ. 

Hypothèse  fondamentale.  —  Explication  de  la  pression.  —  Loi  de  Mariotte. — 
«    Loi  des  mélanges.  —  Énergie  actuelle  des  gaz.  —  Transformation  du  traTail 
extérieur   en  énergie  calorifique  ou  inversement.  —  État  solide  et  état  li- 
quide. —  Vaporisation.  —  Formation  des  vapeurs  dans  un  espace  illimité. 

—  Propagation  des  vibrations  dans  les  gaz.  —  Lois  de  combinaison  des  gaz. 

—  Loi  de  Dulong  et  Petit. 


HYPOTHÈSE   FONDAMENTALE. 

138.  L'hypothèse  fondamentale  qui  sert  de  base  à  la  théorie 
des  gaz  consiste  à  admettre  que  les  molécules  d'un  corps  à 
l'état  gazeux  n'ont  pas  d'action  sensible  les  unes  sur  les 
autres.  Cette  hypothèse  est  une  conséquence  de  l'expérience 
par  laquelle  M.  Joule  a  démontré  que  le  travail  intérieur  dans 
les  gaz  est  nul  (n""  &k>). 

Au  lieu  de  supposer  que  les  molécules  des  gaz  oscillent 
autour  de  leurs  positions  d'équilibre,  comme  dans  les  corps 
solides,  on  admet  qu'elles  sont  animées  de  mouvements  de 
translation  très-rapides  dans  toutes  les  directions,  mouve- 
ments reciilignes  et  uniformes.  Les  molécules  d'un  gaz  sont 
en  général  à  des  distances  telles  les  unes  des  autres,  que  les 
forces  moléculaires  sont  négligeables,  excepté  à  de  ceruins 
intervalles  et  pendant  des  temps  relativement  très-courts,  oii, 
dans  leur  marche,  deux  molécules  passent  très-près  l'une  de 
l'autre;  pendant  ce  temps  très -petit,  la  force  moléculaire 
s'exerce  d'une  manière  énergique,  et  les  mouvements  sont 
modifiés;  il  y  a,  comme  on  dit,  choc  des  deux  molécules. 

Considérons  d'abord  deux  molécules  égales  m  et  m' (^g-,  33), 

Fig.  33. 


marchant  en  sens  contraires  sur  une  même  droite,  avec  la 
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vitesse  u.  Quand  les  molécules  sont  à  une  distance  très-pe- 
tite AA',  la  force  moléculaire  commence  à  agir  d'une  ma- 
nière efficace;  comme  il  y  a  répulsion,  la  vitesse  diminue  peu 
à  peu  et  devient  nulle  à  la  dislance  BB';  les  molécules  s'éloi- 
gnent ensuite  l'une  de  l'autre,  et  reprennent  leur  vitesse  pri- 
mitive M  à  la  distance  AA',  mais  en  sens  inverse.  Les  molé- 
cules ont  ainsi  échangé  leurs  vitesses,  et  tout  se  p?  )Se  comme 
si  elles  s'étaient  pénétrées  sans  action  réciproque;  les  chocs 
qui  se  produisent  n'ont  donc  aucune  influence  sur  l'état  géné- 
ral du  gaz. 

Considérons  maintenant  deux  molécules  marchant  suivant 
des  droites  différentes  BA,  B'A',  et  passant  très-près  l'une  de 
l'autre;  l'action  réciproque  devient  sensible  à  partir  de  la  po- 
sition A,  A'  (Jig.  34)»  chaque  molécule  décrit  alors  une  petite 

Fig.  3.1. 
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courbe,  et  s'échappe  ensuite  suivant  une  autre  ligne  droite. 
Ces  chocs  ne  changent  pas  la  somme  des  forces  vives,  et 
comme  il  y  a  des  molécules  qui  se  meuvent  dans  tous  les 
sens,  il  est  clair  que  l'état  général  du  système  n'est  pas 
modifié. 

En  résumé,  la  trajectoire  de  chaque  molécule  est  formée 
d'une  série  de  lignes  droites  disposées  en  zigzag,  et  réunies 
les  unes  aux  autres  par  des  courbes  de  raccordement  très- 
petites  par  rapport  aux  portions  rectilignes. 
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EXPLICATION  DE  LÀ   PRESSION. 

139.  Dans  cette  manière  d'envisager  les  gaz,  la  pression 
qu'un  gaz  exerce  contre  la  paroi  du  vase  qui  le  contient  est 
due  aux  chocs  répétés  des  molécules  contre  la  paroi.  Quand 
une  molécule  arrive  dans  le  voisinage  de  la  paroi»  des  forces 
répulsives  s'exercent  entre  cette  molécule  et  celles  de  la  paroi  ; 
elles  détruisent  bientôt  la  vitesse  normale  de  la  molécule,  et 
lui  impriment  une  vitesse  égale  et  contraire.  A  cause  de  la 
multiplicité  des  chocs,  l'ensemble  produit  l'effet  d'une  pres- 
sion continue. 

On  trouve  la  première  idée  de  cette  hypothèse  sur  la  consti- 
tution des  gaz  dans  V Hydrodynamique  de  J.BernoulIi,  publiée 
en  1738;  elle  a  été  reprise  par  Krônig  de  Berlin  en  i856,  et 
M.  Clausius  lui  a  donné  de  grands  développements. 

Voici  comment  Krônig  explique  la  pression.  Considérons 
une  certaine  masse  de  gaz  renfermée  dans  un  petit  cube 
MNPQ,  dont  l'arête  est  a  (fig.  35);  soit  n  le  nombre  des  mo- 

Fig.  35. 


I 
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lécules  du  gaz.  Krônig  imagine  toutes  les  molécules  partagées 
en  trois  groupes  de  ^  molécules,  se  mouvant  parallèlement 
aux  arêtes  avec  une  même  vitesse  a;  la  pression  exercée  sur 
la  face  MN  sera  produite  par  le  choc  des  ^  molécules,  dont  la 

vitesse  est  normale  à  cette  face. 

Si  l'on  appelle/ la  réaction  delà  paroi  sur  une  molécule  m, 
et  si  l'on  compte  les  vitesses  positives  dans  le  sens  ox,  on  a 

m  -^  =/,  ou  m  du  ==fdt.  Avant  le  choc  la  vitesse  éuit  —  m, 

après  le  choc  elle  est  -h  a;  en  intégrant  pendant  la  durée  du 
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cboCy  on  a 

o^mu=  f  fdt. 

Voilà  ce  que  donne  un  choc  en  particulier.  En  faisant  la 
somme  des  équations  pareilles  relatives  à  tous  les  chocs  qui 
se  produisent  contre  la  paroi  MN  pendant  un  certain  temps  6, 
on  obtient  l'équation 

Si  l'on  appelle  N  le  nombre  de  ces  chocs,  on  a 
D'autre  part,  si  Ton  pose 


ve. 


F  désignera  la  réaction  moyenne  que  la  paroi  exerce  sur  l'en- 
semble des  molécules.  L'équation  précédente  devient  ainsi 

2maxN  =  FÔ. 

Il  est  aisé  d'évaluer  le  nombre  des  chocs  :  après  le  premier 
choc  contre  la  face  MN,  la  molécule  m,  marchant  dans  le 
sens  oxj  vient  choquer  la  face  opposée  PQ,  reprend  sa  vitesse 
primitive,  choque  de  nouveau  la  face  MN,  et  ainsi  de  suite. 
L'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  chocs  consécu- 

tifs  d'une  molécule  contre  la  face  MN  étant  égal  à  — t  le 

nombre  des  chocs  d'une  même  molécule  contre  cette  face 

Qu 
pendant  le  temps  0  est  —  -,  le  nombre  N  des  chocs  produits 

parle  système  dcs-^  molécules  dont  la  vitesse  est  normale  à 
la  face  MN  est  —  X  x>  et  l'équalion  devient 

ôa 
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on  en  déduit 

(0  F  =  ^. 

6a 

Si  Ton  appelle  p  la  pression  exercée  sur  un  mètre  carré, 
on  a 

F       nmu} 


^       a'        3  a» 

et,  par  suite, 

(^) 

nmu^ 

V  étant  le  volume  du  cube. 

HO.  M.  Clausius  est  arrivé  au  même  résultat  sans  être 
obligé  de  partager  les  molécules  en  trois  groupes  marchant 
dans  irois  directions  perpendiculaires  entre  elles. 

Considérons  un  grand  volume  de  gaz,  et  deux  plans  paral- 
lèles MN  et  PQ  [fig,  36)  très-voisins  et  très-étendus;  suppo- 


sons qu'il  y  ait  entre  ces  deux  plans  n  molécules  marchant 
dans  toutes  les  directions.  Une  molécule,  se  mouvant  dans 
la  direction  BA,  choque  le  plan  MN  au  point  A,  se  réfléchit 
sur  le  plan  PQ  en  C  pour  venir  choquer  de  nouveau  le 
plan  MN  en  D,  et  ainsi  de  suite.  Appelons  a  la  distance  des 
deux  plans,  et  9  Tangle  que  fait  la  droite  AB  avec  la  normale 
au  plan.  Le  chemin  parcouru  par  cette  molécule  entre  deux 

2  CL 

chocs  consécutifs  sur  MN  est ?  et  l'intervalle  de  temps 

COS9  *^ 

entr^  les  deux  chocs  >  de  sorte  que  le  nombre  des 

£fC0S9  ^ 

chocs  de  la  molécule  pendant  le  temps  B  est 

0acos9 
2a. 
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Si  l'on  appelle  u!  la  projection  de  la  vitesse  de  la  molécule 
sur  la  normale  au  plan,  et  si  l'on  désigne»  comme  précédem» 
meut,  par /la  réaction   du  plan  sur  cette  molécule,  on  a 

m  -1-=/,  ou  mdulzzifdt^  et,  en  intégrant  pendant  la  durée 

du  choc, 

2mtt'=  amtt  cos<p  =  /  fdt. 

En  ajqutant  les  équations  pareilles  relatives  à  tous  les  chocs 
qui  se  produisent  contre  le  plan  MN  pendant  le  temps  0,  on 
obtient  l'équation 

y'^'^ï^cosç  =  V/rf/  =  F0, 

F  étant  la  réaction  moyenne  du  plan  sur  l'ensemble  des  mo- 
lécules. Nous  avons  vu  que  le  nombre  des  chocs  d'une  molé- 
cule est '- — ^5  cette  molécule  introduit  donc  dans  le  pre- 

mier  membre  la  quantité 

6acos9       mM*cos*9^ 
imu  cosç  X = ^  0, 

et  l'équation  devient 

le  signe  Vs'élendant  ici  aux  diverses  molécules.  On  en  déduit 

Pour  évaluer  celte  somme,  M.  Clausius  suppose  que  toutes 
les  molécules  ont  la  même  masse  et  la  même  vitesse,  et  se 
meuvent  indifféremment  dans  tous  les  sens.  D'un  point  quel- 
conque comme  centre  décrivons  une  sphère  avec  un  rayon 
égal  à  l'unité  (fig.  87);  menons  des  rayons  parallèles  aux  di- 
rections de  toutes  les  vitesses;  ces  rayons  couperont  la  surface 
en  une  infinité  de  points  régulièrement  distribués  sur  la 
sphère.  Toutes  les  vitesses,  dont  les  directions  font  avec  la  nor- 
male xxf  aux  deux  plans  des  angles  compris  entre  ç  et  ç  -4-  rfç. 
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couperont  la  sphère  sur  les  zones  opposées  ahdVy  cddd\ 
comprises  entre  deux  cônes  circulaires  menés  du  centre  de  la 

Fîg.  37. 


:  sinfi 


sphère  autour  de  la  droite  xa^  et  ayant  pour  demi-angles  au 
sommet  9  et  9  -h  d^.  Comme  il  y  a  n  molécules  entre  les 
deux  plans,  le  nombre  total  de  points  déterminés  sur  la  sphère 
sera  aussi  n,  et  le  rapport  du  nombre  vi  des  molécules  qui  cor- 
respondent à  ces  deux  zones  au  nombre  total  n  est  égal  au 
rapport  de  la  surface  des  deux  zones  à  celle  de  la  sphère;  on 
a  donc 

n' 2.37r  siUQ  rfç 

n  4^ 

n'  =  nsinç^/f. 

Chacune  de  ces  rt!  molécules  introduisant  dans  la  somme  (3) 

un  terme 

ma*  cos'  9 
a 

les  ni  molécules  donneront 

,mM*cos'9       mw'cos*©  , 

n  i-  = i  n  sm9  09. 

Pour  obtenir  Taction  de  toutes  les  molécules  qui  corres- 
pondent à  la  surface  entière  de  la  sphère,  il  suffit  d'intégrer 

cette  expression  entre  les  limites  o  et  -;  Téquation  (3)  de* 
vient  alors 

î  TT 

-,       /•'ma'cos'9              j         nmu}  C^       ,      .       j 
1<  =  I     ^nsm9a9  = I     cos'9sin9a9. 

Jo  ^  ^     t/o 
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Or 


on  a  donc 

En  appelant  &>  la  surface  de  chacun  des  plans  et  v  le  volume 
du  gaz  qu'ils  renferment,  on  a 

^  6)  3/10)  ' 

d'où 

,   ,  nmu* 

(2)  /^*'="1 — 

IM.  On  a  supposé  dans  cette  démonstration  que  les  molé- 
cules ont  des  masses  égales,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  un  mé- 
lange de  gazy  et  que* toutes  les  vitesses  sont  égales,  hypothèse 
qui  n'est  nullement  justifiée;  mais  on  peut  modifier  la  démons- 
tration de  H.  Clausius  de  manière  à  s'affranchir  de  ces  hypo- 
thèses. 

En  effet,  on  a  toujours  Téquation 

Pour  évaluer  la  somme  des  termes  qui  forment  le  second 
membre,  nous  ferons  intervenir  les  forces  vives  des  molé- 
cules, au  lieu  de  leur  nombre.  La  force  vive  d'une  molécule 

est La  sommet des  forces  vives  des  molécules 

dont  les  vitesses  correspondent  aux  zones  déterminées  par 

les  angles  9  et  ©-f-rfç  est  à  la  somme  V des  forces 

vives  de  toutes  les  molécules,  somme  que  nous  désignerons 
par  V«,  dans  le  rapport  de  la  surface  des  deux  zone^  à  la  sur- 
face totale  de  la  sphère;  on  a  donc 
ma' 

2,27rsin9rf9        .        , 
^  = ^  -^  =  smç rfcp. 


2   mu 
Y»  mw 


a 
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OU 

— -=V«xsin9rf(p. 

Les  vitesses  contenues  dans  la  première  somme  font  sensi- 
blement le  même  angle  9  avec  la  normale;  si  l'on  multiplie 
chacun  des  termes  de  cette  somme  par  le  facteur  constant 

a 

-  cos'9,  on  a 
a 

2m«'cos'9      ^r       ^        ,      .       j 
^  =  V,x  -  cos'9Sin9tf9. 

Telle  est  la  partie  introduite  dans  F  par  les  molécules  dont 
les  vitesses  correspondent  aux  deux  zones  considérées;  pour 

avoir  la  somme  entière,  il  faut  intégrer  de  o  à  -j  ce  qui  donne 


2      r^ 

F=-V«  I     cos'osin9rf9, 


ou 


on  en  déduit  la  relation  générale 

(4)  p''=|v.=|y 


3  '"^  3^ir 


Le  produit  du  volume  d'une  masse  de  gaz  par  la  pression 
quelle  supporte  est  égal  aux  ^  de  la  somme  des  forces  vives 
du  mouvement  de  translation  de  toutes  les  molécules. 

Dans  cette  démonstration,  nous  avons  suivi  le  mouvement 
de  chaque  molécule  sans  tenir  compte  des  chocs  qui  se  pro- 
duisent entre  les  molécules  ;  mais,  comme  nous  l'avons  déjà 
remarqua  au  n®  138,  ces  chocs  des  molécules  entre  elles  ne 
modifient  pas  l'état  général  du  système. 

Si  m  est  la  masse  d'une  molécule,  et  n  le  npmbre  des 

molécules,  ^m  est  la  masse  totale,  et la  masse  moyenne 
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m,  des  molécules.  On  peut  définir  la  vitesse  moyenne  en  ima* 
ginant  un  gaz  homogène  formé  de  n  molécules  de  masse  mi 
animées  de  la  même  vitesse  i/i,  et  dont  la  force  vive  serait 
égale  à  la  somme  des  forces  vives  du  gaz  considéré,  ce  qui 
donne  la  condition 


<£ V—i 


et  ramène  l'équation  (4)  à  la  forme  (2) 

/im,  M? 

LOI   DE  HARIOTTB.    —    LOI   DES  MÉLANGES. 

1&2.  D'après  les  expériences  de  M.  Joule,  quan4  on  fait 
varier  le  volume  d'un  gaz  sans  travail  extérieur,  la  tempéra- 
ture ne  change  pas;  d'ailleurs  la  force  vive  reste  la  même;  on 
en  conclut  que  la  température  d'un  gaz  dépend  uniquement 
de  sa  force  vive;  l'équation  (4)  montre  que,  si  la  force  vive 
d*un  gaz  reste  constante ,  c'est-à-dire  si  la  température  ne 
change  pas,  la  pression  exercée  par  le  gaz  est  en  raison  inverse 
du  volume  qu'il  occupe.  C'est  la  loi  de  Mariotte. 

La  loi  des  mélanges  résulte  de  la  même  équation.  Considé- 
rons en  effet  deux  gaz  différents  :  appelons  V — '—  ei^ 

les  forces  vives  du  mouvement  de  translation  des  molécules 
dans  ces  deux  gaz,  et  supposons  qu'on  les  mélange  sans  tra- 
vail extérieur,  comme  dans  les  expériences  de  M.  Joule.  Si 
les  gaz  n'exercent  pas  l'un  sur  l'autre  d'action  chimique,  la 
force  vive  du  mélange  sera  égale  à  la  somme  des  forces  vives 
des  gaz  mélangés,  et  l'on  aura 

2   mu*        yrym'u*       y^  m" u'^^ 

•  Si  le  premier  gaz  occupait  seul  le  volume  v  du  mélange,  il 
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exercerait  une  pression  p'  donnée  par  l'équation 


2  ^n  m  W' 


De  même,  si  le  second  gaz  occupait  seul  le  même  volume, 
il  exercerait  une  pression  p"  donnée  par  l'équation 


f'=\i. 


mru" 


3^     2 

Or,  en  appelant/?  la  pression  exercée  par  le  mélange,  on  a 

2  ^^  mu} 

On  en  déduit  la  relation 

pv=:p\-{-p"\;, 
ou 

(5)  *  P^P'^P"' 

La  pression  du  mélange  est  égale  à  la  somme  des  pressions 
qu'exerceraient  les  gaz  mélangés^  si  chacun  d'eux  occupait 
seul  le  volume  du  mélange. 

143«  L'équation  (4)  conduit  encore  à  une  autre  consé- 
quence très-importante.  Si  on  la  combine  avec  l'équation 

(6)  pvz^ap.v.T, 

que  l'on  déduit  des  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac»  on  ob- 
tient la  relation 

(7)  Z^T^^^'P*'"'^' 

elle  signifie  que  la  force  vive  du  mouvement  de  translation 
des  molécules  d'un  gaz  est  proportionnelle  à  la  température 
absolue. 
On  peut  mettre  l'équation  (7  )  sous  la  forme 

2  mu* 

(8)  ^  =  -ap.T; 
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on  en  conclut  que  le  rapport  de  la  force  vive  de  l* unité  de 
poids  au  volume  spécifique  est  égal  à  la  température  absolue 
multipliée  par  un  facteur  qui  est  le  même  pour  tous  les  gaz, 

144.  M.  Clausius  a  cherché  à  calculer  la  vitesse  de  transla* 
tion  elle-même;  en  désignant  par  i/,  la  vitesse  moyenne  des 
molécules,  comme  nous  Tavons  définie  au  n**  141,  on  a,  en 
vertu  de  Téquation  (6), 

—Lz=z(xp.V.T. 

Considérons  une  masse  de  gaz  pesant  i  kilogramme;  nous 
aurons 

nmi  =^  m  =  — > 

^  g 

et  l'équation  précédente  donnera 
(9)  u,  =  ^3gap.Voi:. 

Les  constantes  a,  p.,  g  ont  pour  valeurs 

a  =  ^»     77o  =  io333,    >=9>8o96; 

pour  Tair  atmosphérique,  n^  0,7733;  en  appelant  p  la  densité 
d'un  gaz  par  rapport  à  Tair,  on  a 

_  0,7733 
L'équation  (9)  devient  ainsi 

Pour  la  température  zéro,  T=  273,  et  la  formule  se  réduit  à 


«.  =  485  y^. 


En  appliquant  cette  dernière  formule,  M.  Clausius  a  trouvé  les 
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résultats  suivants  : 

Air u,=:  485", 

Oxygène m,  =  46*"»' 

Azote «,  =  492"» 

Hydrogène Wi  =  1848*. 

ÉNERGIE   ACTUELLE   d'DN   GAZ. 

Itô.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré,  dans  nos  raisonne- 
ments, des  gaz  absolument  simples,  c'est-à-dire  des  gaz  dont 
les  molécules  seraient  des  atomes  sans  dimensions,  ou,  comme 
on  dit  en  mécanique,  des  points  matériels,  centres  de  forces 
attractives  ou  répulsives.  Mais  les  gaz  réels,  même  ceux 
qu'en  chimie  on  appelle  simples,  paraissent  formés  de  molé- 
cules, dont  chacune  est  la  réunion  de  plusieurs  atomes;  dans 
ce  cas,  outre  leur  mouvement  de  translation,  les  molécules  pos- 
sèdent d'autres  mouvements,  elles  tournent  sur  elles-mêmes, 
et  les  atomes  qui  composent  chaque  molécule  vibrent  dans 
l'intérieur  de  la  molécule.  Ces  trois  mouvements  doivent 
exister  simultanément.  Imaginons,  en  effet,  qu'à  un  certain 
moment  chaque  molécule  soit  animée  seulement  d'un  mou- 
vement de  translation;  les  chocs  des  molécules  entre  elles 
produiront  bientôt  des  mouvements  de  rotation  des  molécules 
sur  elles-mêmes,  et  mettront  les  atomes  en  mouvement  dans 
chaque  molécule.  Une  partie  de  la  force  vive  du  mouvement 
de  translation  passera  ainsi  dans  les  autres  mouvements,  mais 
la  force  vive  totale  restera  la  même.  Inversement,  si  outre  un 
mouvement  de  translation  très-lent,  les  molécules  possédaient 
des  rotations  ou  des  vibrations  intérieures  très-rapides,  il  est 
clair  que  ces  derniers  mouvements  exerceraient  une  influence 
pendant  les  chocs,  de  manière  à  augmenter  la  vitesse  du  mou- 
vement de  translation.  On  conçoit  donc  que,  dans  chaque  état  du 
gaz,  il  existe  un  rapport  déterminé  entre  la  force  vive  totale  V 
et  la  force  vive  V«  du  mouvement  de  translation  des  molécules. 

C'est  le  mouvement  de  translation  seul  qui  produit  la  près- 
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sion,  et  nous  avons  trouvé  (  n^  IM  )  la  relation 

(4)  P''  =  l^-* 

qui  existe  entre  la  pression  et  la  force  vive  du  mouvement  de 
translation.  Dans  l'expérience  de  M.  Joule,  quand  le  volume 
du  gaz  varie  sans  travail  extérieur,  il  est  évident  que  Ténergie 
intérieure  U  =  V  -4- W  ne  change  pas;  si  effectivement  le  tra- 
vail intérieur  dans  les  gaz,  comme  on  le  suppose,  est  insen- 
sible, la  force  vive  totale  ou  l'énergie  actuelle  V  reste  con- 
stante. Mais  on  ne  voit  pas  théoriquement  que,  pendant  cette 
transformation,  l'énergie  partielle  V.  due  aux  mouvements  de 
translation  des  molécules  reste  aussi  constante;  car  les  rota- 
tions ou  les  vibrations  pourraient  augmenter  ou  diminuer. 
Cependant,  si  le  gaz  que  l'on  considère  suit  la  loi  de  Mariotte, 
pour  que  le  produit  pv  conserve  la  même  valeur,  il  est  né- 
cessaire que  l'énergie  partielle  V«  reste  elle-même  constante. 
Le  mélange  des  gaz  conduit  à  la  même  conséquence  :  si  le 
mélange  a  lieu  sans  travail  extérieur,  et  si,  d'ailleurs,  le  travail 
intérieur  est  négligeable,  la  force  vive  totale  du  mélange  est 
égale  à  la  somme  des  forces  vives  totales  des  gaz  mélangés. 
Pour  obtenir  la  loi  des  pressions,  il  faut  que  la  même  relation 
ait  lieu  entre  les  forces  vives  relatives  aux  mouvements  de 
translation,  et  par  conséquent  que  la  force  vive  des  mouve- 
ments de  rotation  et  de  vibration  ne  change  pas. 

Ii6.  Les  mouvements  de  translation  des  molécules  des  gaz 
suffisent,  comme  nous  l'avons  dit,  pour  expliquer  les  phéno- 
mènes de  pression;  mais  dans  les  expériences  de  calorimé- 
trie,  il  est  nécessaire  de  considérer  tous  les  mouvements  ou 
la  force  vive  totale  V.  Nous  avons  trouvé  (n*»  45)  la  relation 

c  =  A  —jj\  si  rfW  =  o,  celte  équation  devient  c  =  A  -^  ou 

(M)  ^  =  Ec. 

La  chaleur  spéciGque  c  étant  indépendante  de  la  température 
(n^  &9),  on  en  déduit 

V  =  V.^-EcT. 
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Il  est  naturel  d'admettre  qu'au  zéro  de  la  température  absolue 
la  force  vive  totale  Yt  est  nulle,  comme  celle  du  mouvement 
de  translation  (n®  ik3);  on  a  alors 

(12)  V  =  EcT. 

Cette  équation  pourrait  servir  à  définir  théoriquement  la  tem- 
pérature absolue. 

En  vertu  delà  relation  C— c  =  Aa/i,</,  du  n*  46,  l'équa- 
tion (7  )  du  n*  143  devient 

(i3)  V.=:-E(C-c)T. 

Des  deux  équations  précédentes,  on  déduit 

(-4)  ;-=l{î-)- 

Dans  les  gaz  simples,  et  dans  les  gaz  composés  formes  sans 
condensation  qui  suivent  sensiblement  la  loi  de  Mariette,  le 

Q 

rapport  -des  chaleurs  spécifiques  a  à  peu  près  la  même  va- 

V, 
leur  1 ,4i<^»  on  en  conclut  que  le  rapport  -^ra  la  valeur  con« 

stante  0,61 5.  Ainsi  dans  tous  les  gaz  que  nous  venons  d'indi- 
quer, il  y  a  une  partie  notable  de  l'énergie  totale,  environ  les 
quatre  dixièmes,  qui  n'appartient  pas  au  mouvement  de  trans- 
lation des  molécules.  Ceci  fait  penser  que  les  gaz  que  l'on 
appelle  simples^  comme  l'hydrogène,  l'oxygène,  l'azote,  etc., 
ne  le  sont  pas  en  réalité. 
Pour  les  gaz  qui  ne  suivent  pas  la  loi  de  Hariotte,  et  pour 

V 

les  gaz  composés  formés  avec  condensation,  la  valeur  de  -^  est 

plus  petite;  elle  est  d'autant  plus  petite  que  la  molécule  du 
gaz  est  plus  complexe.  Dans  ce  cas,  les  mouvements  de  rota- 
tion des  molécules  et  les  mouvements  vibratoires  des  atomes 
dans  chaque  molécule,  entrent  pour  une  plus  grande  part 
dans  l'énergie  totale  du  gaz. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  deux  causes  principales  pa- 
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missent  empêcher  les  gaz  réels  de  suivre  rigoureusement  les 
lois  idéales  des  gaz  parfaits  :  i^  le  travail  intérieur  qui  accom- 
pagne le  changement  de  volume;  i"*  la  composition  des  molé- 
cules et  TabsorpUon  d'une  fraction  variable  de  l'énergie  par  la 
rotation  ou  les  vibrations  intérieures  des  molécules. 

TRANSFORMATION  DU    TRAVAIL   EXTÉRIEUR   EN   ÉNERGIE   CALORIFIQUE, 
ou    INVERSEMENT. 

iVï.  On  peut  se  rendre  compte  de  la  manière  dont  le  travail 
extérieur,  appliqué  à  un  gaz,  se  transforme  en  énergie  calo- 
rifique, ou  inversement. 

Considérons,  en  effet,  une  certaine  masse  de  gaz  remplis- 
sant un  cube  dont  les  arêtes  sont  égales  à  a,  et  dont  une  des 
parois  MN  (^ïg.  38)  est  formée  par  un  piston  mobile,  auquel 


Fig. 

38. 

^    V 

X 

est  appliquée  une  force  F  =  —5 —  égale  à  la  pression  du  gaz, 

ô  CL 

et  supposons  que  le  piston  s'enfonce  avec  une  vitesse  i^  très- 
petite  par  rapport  à  u;  le  travail  extérieur  dépensé  dans  le 
temps  très-petit  B  est  F(/d.  Calculons  l'accroissement  d'éner- 
gie communiquée  au  gaz;  reprenons,  pour  simplifier,  le  rai- 
sonnement de  Krônig.  Imaginons  les  molécules,  disposées  en 
trois  groupes,  se  mouvant  parallèlement  aux  arêtes  d'un  cube; 
rien  ne  sera  changé  dans  le  phénomène  si  nous  imprimons 
à  tout  le  système,  c'est-à-dire  au  gaz  et  au  vase  qui  le  con- 
tient, une  vitesse  commune  égale  et  contraire  à  celle  du  pis- 
ton; alor^le  piston  reste  immobile;  une  molécule  vient  le 
choquer  avec  une  vitesse  relative  —  (a-4-i');  elle  rebondit 
avec  une  vitesse  relative  -h  (a  -4-  v);  comme  tout  le  système 
est  animé  de  la  vitesse  commune  v^  la  vitesse  absolue  de  la 
molécule  après  le  choc  est  e<  -4-  si^;  l'accroissement  de  force 

12 
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vive   est -y  approximativement  2 mac    Le 

nombre  des  chocs  pour  chaque  molécule  étant  à  peu  près 
égal  à  —  dans  le  temps  6,  l'accroissement  de  force  vive  pen- 

,     ,       ,               ^mu}vB             ,                 ,,     _          .   nmu^i'O 
dant  ce  temps  est pour  chaque  molécule,  sou  — 5 

pour  les  ^molécules;  celte  quantité  est  égale  au  travail  dé- 
pensé. 

Inversement,  si  le  piston  s'éloigne,  il  y  a  diminution  de 
force  vive  pendant  le  choc,  et  transformation  d'une  partie  de 
l'énergie  du  gaz  en  travail  extérieur. 


ÉTAT   SOLIDE  ET   fiTAT   LIQUIDE. 

148.  Il  est  probable  que  les  molécules  des  corps  solides 
sont  formées  d'un  grand  nombre  d'atomes,  de  sorte  que  les 
dimensions  des  molécules  ne  sont  plus  très-petites  par  rapport 
à  leurs  distances  mutuelles,  et  que  l'action  de  deux  molécules 
voisines  se  compose,  non-seulement  de  deux  forces  égales  et 
contraires  appliquées  aux  centres  de  gravité  des  deux  molé- 
cules, mais  encore  de  deux  couples  ayant  pour  effet  d'orien- 
ter les  molécules,  et  de  leur  donner  la  disposition  qui  carac- 
térise la  forme  solide.  Les  molécules  d'un  corps  solide  vibrent 
autour  de  leurs  positions  d'équilibre,  sans  s'en  écarter  beau- 
coup ;  outre  ce  mouvement  vibratoire  du  centre  de  gravité  de 
la  molécule,  il  y  a  lieu  de  considérer  un  mouvement  oscilla- 
toire de  ja  molécule  autour  de  son  centre  de  gravité,  et  aussi 
les  vibrations  intérieures  des  atomes  qui  la  constituent. 

L'état  liquide  parait  intermédiaire  entre  l'état  solide  et  l'état 
gazeux;  les  molécules  n'ont  plus  de  positions  d'équilibre  dé- 
terminées comme  dans  les  solides;  cependant  elles  ne  s'écar- 
tent pas  assez  les  unes  des  autres  pour  que  les  forces  molécu- 
laires deviennent  insensibles  comme  dans  les  gaz.  Concevons 
d'abord  que  le  mouvement  oscillatoire  de  la  molécule  autour 
de  son  centre  de  gravité,  en  s'accélérant,  devienne  un  mou- 
vement de  rotation  continu,  l'influence  de  la  forme  des  moIé- 


THÉORIE   DBS  GAZ.  I79 

cules  disparaîtra  en  grande  partie  :  c'est  ce  qui  parait  avoir  lieu 
dans  les  liquides.  Dans  ce  cas,  ce  qu'on  appelle  chaleur  la- 
tente de  fusion  consisterait  principalement  dans  l'énergie  du 
mouvement  de  rotation  des  molécules.  En  second  lieu,  la  vi- 
tesse de  translation  des  molécules  n*a  pas  une  valeur  assez 
grande  pour  séparer  en  quelque  sorte  les  molécules  les  unes 
des  autres;  les  forces  moléculaires  ayant  toujours  un  effet 
sensible,  le  mouvement  d'une  molécule  n'est  pas  rectiligne  et 
uniforme:  une  molécule,  après  être  restée  dans  le  voisinage 
d'un  groupe  de  molécules,  peut  s'en  écarter,  et,  attirée  par 
un  second  groupe,  venir  occuper  une  position  semblable  dans 
ce  second  groupe. 

VAPORISATION. 

149.  M.  Clausius  a  cherché  à  expliquer  la  vaporisation  de 
la  manière  suivante.  Les  vitesses  de  translation  des  molécules 
sont  probablement  très-variables  dans  un  même  liquide;  une 
molécule,  traversant  la  surface  libre  du  liquide  dans  des  cir- 
constances favorables,  peut  sortir  de  la  sphère  d'attraction  des 
molécules  voisines,  et  s'échapper  en  ligne  droite  dans  l'es- 
pace situé  au-dessus  du  liquide.  Supposons  cet  espace  limité 
par  des  parois  et  vide  au  commencement;  les  molécules  qui 
s'échappent  ainsi  forment  une  vapeur  analogue  à  un  gaz,  et 
remplissent  cet  espace.  Les  molécules  rebondissent  contre  les 
parois,  se  choquent  entre  elles,  et  viennent  rencontrer  la  sur- 
face du  liquide  :  les  unes  rebondissent,  d'autres  pénètrent 
par  les  pores  et  rentrent  dans  l'intérieur.  Il  s'établit  ainsi  un 
état  d'équilibre,  dans  lequel  le  ^nombre  des  molécules  qui 
entrent  est  égal  au  nombre  de  celles  qui  sortent.  La  densité 
maximum  de  la  vapeur  dépend  de  la  vitesse  moyenne  des  mo- 
lécules, et  par  conséquent  de  la  température. 

Lorsqu'un  liquide  se  vaporise,  il  est  clair  que  les  molécules 
qui  sortent  en  plus  grande  abondance  sont  celles  qui  sont 
animées  de  la  plus  grande  vitesse;  d'après  cela,  la  force  vive 
moyenne  des  molécules  qui  restent  devient  moindre,  et  par 
conséquent  la  température  du  liquide  s'abaisse;  pour  con- 
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server  au  liquide  sa  température  primitive,  il  faut  lui  fournir 
une  certaine  quantité  de  chaleur;  c'est  là  ce  que  l'on  appelle 
chaleur  latente  de  vaporisation. 

Un  gaz  situé  dans  l'espace  placé  au-dessus  du  liquide  ifem- 
pèche  pas  la  vaporisation,  mais  la  rend  seulement  plus  lente. 
Quand  une -molécule,  s'échappant  de  la  surface,  rencontre  une 
molécule  de  gaz  dans  le  voisinage,  elle  peut  rebrousser  che- 
min et  rentrer  dans  le  liquide;  il  se  formera  donc  pendant 
l'unité  de  temps  un  nombre  moindre  de  molécules  de  vapeur 
que  si  l'espace  était  vide  de  gaz.  Il  en  est  encore  de  même  au 
retour  de  la  vapeur  vers  le  liquide;  les  chocs  produits  par  le 
gaz  empêchent  un  certain  nombre  de  molécules  de  rentrer 
dans  le  liquide.  Comme  les  chances  de  choc  sont  les  mêmes 
à  l'entrée  et  à  la  sortie  des  molécules,  les  échanges  qui  ont 
lieu  entre  le  liquide  et  la  vapeur  seront  diminués  dans  le 
même  rapport,  et  l'équilibre  aura  encore  lieu  pour  la  même 
densité  de  vapeur  que  si  le  liquide  était  en  présence  d'un 
espace  complètement  vide  de  gaz;  seulement  l'équilibre  sera 
plus  lent  à  s'établir. 

FORMATION  DES   VAPEURS   DANS    UN  ESPACE   ILLIMITÉ. 

150.  Considérons  un  tube  ABCD  (Jig.  39)   de  très-grande 

Fijf.  39. 
6 


j 


'ri 

I 


longueur,  vide  de  gaz,  et  renfermant  un  liquide  à  sa  partie 
inférieure.  Quand  une  molécule  de  liquide  s'échappe  verti- 
calement avec  une  vitesse  u^  sa  vitesse  diminue  graduelle- 
ment sous  l'action  de  la  pesanteur  ;  elle  s'élève  à  la  hauteur 

A  =  — 9  puis  elle  retombe.  Si  dans  sa  chute  elle  rencontre  en  c 

2gr 
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une  autre  molécule  qui  monte  après  elle,  les  vitesses  étant  les 
mêmes,  la  première  molécule  sera  renvoyée  de  bas  en  haut 
avec  la  même  vitesse,  et  elle  remontera  en  6  à  la  même  hau- 
teur h,  La  vapeur  ne  dépassera  donc  pas  un  certain  niveau  CD, 
et  il  se  formera  sur  le  liquide  une  atmosphère  de  densité 
décroissante. 

151.  Les  mêmes  considérations  peuvent  être  appliquées 
aux  gaz  et  expliquent  très-bien  la  limitation  de  l'atmosphère. 
Si  Ton  appelle  u  la  vitesse  des  molécules  d'air  à  la  surface  de 
la  terre,  la  hauteur  maximum  à  laquelle  elles  puissent  s'éle- 
ver est  donnée  par  la  formule 

n=: — > 

l'intensité  de  la  pesanteur  étant  supposée  constante.  En  rem- 
plaçant u  par  sa  valeur  donnée  par  Téquation  (8),  n*  IW, 
on  a 

(i6)        .  h  =  ^oip,v.'ï. 

Si  la  couche  inférieure  est  à  la  température  de  la  glace  fon- 

3 
dante,  h  =  ^p^v^  =  12000  mètres. 
2' 

Divers  phénomènes  nous  apprennent  que  cette  hauteur  est 

trop  faible;  mais  nous  avons  supposé,  dans  le  calcul,  que  la 

molécule  de  gaz  qui  s'élevait  du  sol  ne  recevait  en  chemin 

aucune  communication  d'énergie  extérieure,    tandis  qu'en 

réalité  les  rayons  solaires  fournissent  constamment  au  gaz  de 

l'énergie  calorifique.  La  limite  supérieure  de  l'atmosphère  est 

donc  plus  élevée;  mais  le  calcul  fait  voir  que  cette  limite  doit 

exister. 

PBOPÀGATION   DBS  VIBRATIONS   DANS   LES   GAZ. 

152.  Nous  avons  admis  (n*"  138)  que  la  trajectoire  d'une 
molécule  de  gaz  est  formée  de  parties  rectilignes,  reliées  par 
des  parties  courbes  dues  à  l'action  des  molécules  qu'elle  ren- 
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contre,  et  très-petites  par  rapport  aux  parties  rectilignes;  mais 
ces  parties  rectilignes  elles-mêmes  sont  très-petites,  malgré 
la  grande  vitesse  de  translation  des  gaz,  parce  que  les  chocs 
sont  très-fréquents.  Il  en  résulte  que  l'ensemble  est  un  état 
vibratoire  irrégulier,  chaque  molécule  se  mouvant  en  zigzag 
dans  un  très-petit  espace.  L'état  général  est  le  même  que  si 
les  molécules  étaient  immobiles  et  se  repoussaient  suivant 
une  certaine  fonction  de  la  distance  et  de  la  température; 
cette  répulsion  permanente  entre  les  molécules  supposées 
immobiles  remplace  celle  qui  s'exerce  en  réalité  d'une  manière 
intermittente  au  moment  des  chocs.  On  rend  compte  de  la  loi 
de  Mariotte  en  supposant  que  cette  force  répulsive  idéale  varie 
en  raison  inverse  de  la  distance,  avec  un  coefOcient  qui  dé- 
pend de  la  température  du  gaz. 

Concevons  que  les  molécules  du  gaz  soient  distribuées  ré- 
gulièrement suivant  trois  directions  rectangulaires,  et  soit  a 
|e  côté  d'un  cube  élémentaire  aux  sommets  duquel  sont  si- 
tuées des  molécules.  La  résultante  des  actions  répulsives  de 
toutes  les  molécules  situées  à  gauche  du  plan  AB  {fig.  ^o) 

Fig.  40. 


t 


sur  une  molécule  m  située  dans  ce  plan,  est  perpendiculaire 
au  plan,  et  on  peut  la  représenter  par 

a 

le  coefficient  k  étant  fonction  de  la  température,  et  indépen- 
dant de  la  distance  moléculaire  a.  En  effet,  si  la  distance  a  de- 
vient double,  toutes  les  distances  deviennent  doubles,  et  les 
forces  moléculaire^  moitié  moindres,  ainsi  que  leur  résul- 
tante F  ;  cette  résultante  varie  donc  en  raison  inverse  de  a. 
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Sur  une  surface  de  i  mètre  carré,  le  nombre  des  molécules 
étant—»  la  pression  que  supporte  celte  surface  est 

«,       I        /rm' 

on  a  donc 

pa^  =:  km*. 

Considérons  une  masse  gazeuse  pesant  i'  kilogramme»  et 
enfermée  dans  un  cube  dont  le  côté  est  6;  le  nombre  des 

molécules  est  /i  =  (  -  j  =  —  •  D'ailleurs  on  a  nmg  =  i  ;  la  re- 
lation précédente  devient 

km 

^         g 

c'est  la  loi  de  Marioite.  Pour  retrouver  la  loi  de  Gay-Lussac, 
il  suffit  de  supposer  que  le  coefficient  k  est  proportionnel  à  la 
température  absolue  T. 

Laplace  avait  déjà  montré  que  cette  hypothèse  des  répul- 
sions moléculaires  inversement  proportionnelles  aux  dis- 
tances satisfait  à  la  loi  de  Mariotte. 

153.  Cette  conception  d'un  milieu  idéal  formé  de  molécules 
immobiles  dans  leurs  positions  d'équilibre,  et  exerçant  les 
unes  sur  les  autres  des  forces  fonctions  de  la  distance,  sert  de 
base  à  la  théorie  des  ondulations.  Le  calcul  indique  que,  s'il  y 
a  un  centre  d'ébranlement  dans  un  pareil  milieu,  les  vibra- 
tions se  régularisent  à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  centre  d'é* 
branlement.  Si  le  milieu  est  isotrope,  elles  se  partagent  en 
vibrations  longitudinales  et  en  vibrations  transversales ,  se 
propageant  avec  des  vitesses  différentes,  de  sorte  que  les  deux 
espèces  d'ondes  sont  séparées  l'une  de  l'autre.  On  voit  aussi 
que,  si  la  force  moléculaire  est  inversement  proportionnelle 
à  la  distance  des  molécules,  les  vibrations  transversales  ne 
peuvent  se  propager;  il  n'y  a  donc  dans  l'air  que  des  vibra- 
tions longitudinales.  Les  forces  moléculaires  doivent  suivre 
une  loi  différente  dans  l'éther,  puisque  ce  milieu  transmet  les 
vibrations  transversales  auxquelles  on  attribue  les  phénomènes 
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lumineux.  D'après  cela,  la  nouvelle  théorie  des  gaz  ne  détruit 
pas  les  anciens  travaux  sur  la  propagation  du  son;  elle  donne 
seulement  une  autre  signiOcation  aux  lois  élémentaires  qui 
ont  servi  de  base  à  ces  calculs. 


LOIS   DE   COMBINAISON  DES   GAZ. 

15&-.  On  a  observé  que  deux  gaz  simples  se  combinent  entre 
eux  dans  un  rapport  simple  de  volumes,  et  que  si  le  composé 
est  gazeux,  il  existe  aussi  un  rapport  simple  entre  le  volume 
du  gaz  obtenu  et  celui  des  gaz  combinés.  On  a  été  amené 
d'après  cela  à  penser  que  des  volumes  égaux  de  gaz  simples^ 
à  la  même  température  et  sous  la  même  pression,  renferment 
le  même  nombre  de  molécules.  Voyons  les  conséquences  qui 
résultent  de  cette  hypothèse. 

Considérons  deux  gaz  différents,  qui,  à  la  même  tempéra- 
ture, occupent  le  même  volume  sous  la  même  pression,  on 
aura,  pour  le  premier, 

71  mu^ 
p^  =  ——. 


et,  pour  le  second, 


n 

m'«" 

pv^ 

3 

î  on  1 

'a 

SUppO! 

mu^ 

m'u'' 

— 

2 

2 

On  en  conclut  que,  lorsque  deux  gaz  simples  sont  à  la  même 
température,  la  force  vive  de  translation  d'une  molécule  est 
la  même  dans  Vun  et  Vautre  gaz.  On  dira  donc  que  deux  gaz 
sont  à  la  même  température  quand  leurs  molécules  possèdent 
h  même  force  vive  de  translation.  Cette  force  vive  étant,  en 
outre,  proportionnelle  à  la  température  absolue,  on  posera 


^  =  XT. 


X  étant  une  constante. 
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Nous  avons  vu  (n^  146)  que,  dans  les  gaz  simples,  la  force 
vive  du  mouvement  de  translation  est  une  même  fraction  con- 
stante de  la  force  vive  totale.  Ainsi,  lorsque  deux  gaz  simples 
sont  à  la  même  température,  laforcç  vive  totale  d*une  molé- 
cule est  la  même;  cette  force  vive  totale  est  aussi  proportion- 
nelle à  la  température  absolue, 

155.  Considérons  maintenant  les  gaz  composés.  Prenons 
pour  exemples  les  deux  oxydes  d'azote,  dont  la  composition 
est  la  suivante  : 

I  vol.  d'oxygène  -4-  i  vol.  d'azote 

donnent  2  vol.  de  bioxyde  d'azote. 

I  vol.  d'oxygène  h-  2  vol.  d'azote 

donnent  a  vol.  de  protoxyde  d'azote. 

On  admet  qu'une  molécule  de  bioxyde  d'azote  est  formée  d'une 
molécule  d'oxygène  et  d'une  molécule  d'azote;  qu'une  mo- 
lécule de  protoxyde  est  formée  d'une  molécule  d'oxygène  et 
de  deux  molécules  d'azote.  Si  donc  on  appelle  nie  nombre  des 
molécules  contenues  dans  l'unité  de  volume  des  gaz  simples,  les 
combinaisons  précédentes  seront  représentées  par  les  formules 

Bioxyde nO-f-    n-Az  =  n(OAz), 

Protoxyde nO  +  2iiAz  =  ii(OAz'). 

A  la  même  température  et  sous  la  même  pression,  deux  vo- 
lumes égaux  de  ces  gaz  composés  contiennent  encore  le  même 
nombre  de  molécules,  et  par  conséquent  la  force  vive  de  trans- 
lation d'une  molécule  est  la  même. 

Mais  cette  loi  ne  concorde  plus  avec  celle  des  gaz  simples; 
car  s'il  y  a  /t  molécules  dans  un  volume  d'oxygène,  il  y  aurait 
n  molécules  dans  les  deux  volumes  de  bioxyde  d'azote,  et 

par  conséquent  -  molécules  dans  un  volume;  la  force  vive 

d'une  molécule  de  bioxyde  serait  double  de  celle  d'une  molé- 
cule d'oxygène. 

Pour  généraliser  la  loi  des  gaz  simples,  M.  Clausius  suppose 
que  dans  les  corps  simples  chaque  molécule  est  formée  de  la  réu- 
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nion  de  deux  molécules  égales  éleclrisées,  l'une  posilivemenl, 
l'autre  négativement,  et  que  la  combinaison  des  deux  gaz  est 
précédée  d'une  double  décomposition.  Si  donc  on  représente 
parÔÔ  la  molécule  d'oxygène,  et  par  Az  Az  celle  d'azote,  les 
deux  réactions  seront  figurées  ainsi  qu'il  suit  : 

Bioxyde  d'azote n (ÔÔ)  +    n (Az  Az)  =  an  (ÔÀz), 

Protoxyde  d'azote n(ÔÔ)  +  2n(Az  Az)  =  an  (ÔÀz). 

De  cette  manière  l'unité  de  volume  des  gaz  composés  renfer- 
mera n  molécules. 

Voici  d'autres  exemples. 

L'acide  chlorhydrique  est  l'analogue  du  bioxyde  d'azote; 
un  volume  de  chlore  et  un  volume  d'hydrogène  donnent  deux 
volumes  d'acide  chlorhydrique  : 

/i(ClCl)-t-/i(HH)=2n(CIH); 

un  volume  du  composé  renferme  n  molécules. 

L'eau  est  l'analogue  du  protoxyde  d'azote;  un  volume  d'oxy- 
gène et  deux  d'hydrogène  donnent  deux  volumes  de  vapeur 
d'eau  : 

n(ÔÔ)  -f-  2/i(HH)  =^  2ii(ÔH). 

L'acide  sulfhydrique  est  analogue  au  protoxyde  d'azote  et  à 
l'eau,  grâce  à  la  densité  de  la  vapeur  de  soufre  trouvée  par 
MM.  H.  Sainte-Claire  Deville  et  Troost;  un  volume  de  vapeur 
de  soufre  et  deux  volumes  d'hydrogène  forment  deux  volumes 
d'acide  sulfhydrique  : 

n{SS)  ■+-  2n(HH)  =--:  2/i(SH). 

Un  volume  d'azote  et  trois  volumes  d'hydrogène  forment 
deux  volumes  d'ammoniaque  : 

/i(ÀzÀz)  -f-  3/i(HH)  =  2/i(ÀzH). 

Mais  l'hypothèse  de  M.  Clausius  est  insuffisante  pour  rendre 
compte  de  combinaisons  plus  complexes;  ainsi  deux  volumes 
d'acide  chlorhydrique  et  deux  volumes  d'ammoniaque  forment 
quatre  volumes  de  chlorhydrate  d'ammoniaque.  Les  formules 
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précédentes  donneraient  : 

a/i(ClH)  -f-  2/i(Àz H)  =  2/i(ClÀz  *H  ), 

savoir  :  deux  volumes  du  composé  au  lieu  de  quatre.  Pour  ré- 
tablir l'analogie,  il  faudrait  admettre  que  les  molécules  des 
gaz  simples  sont  formées  de  quatre  atomes;  les  formules  de 
Facide  chlorhydrique  et  de  l'ammoniaque  seraient  alors  : 

^l(CÏCi)^-    n(HH)  =  2ii(ClH), 
n{AzÀz)  -f-  3n(HH)  =:  an  (ÀzH*), 

et  l'on  aurait  pour  la  formation  du  chlorhydrate  d'ammoniaque  : 

2/i(ClH)  +  2/i(ÂiH*)  =  4'*(C1AzH0. 

Le  sulfhydrale  présente  la  même  difficulté* 

On  pourrait  ainsi  généraliser  la  loi  et  dire  qu'à  la  même 
température  et  sous  fa  même  pression,  des  volumes  égaux  de 
tous  les  gaz  contiennent  le  même  nombre  de  molécules. 

On  conclurait  de  là  qu'A  la  même  température,  la  force  vive 
de  translation  d'une  molécule  est  la  même  et  quelle  est  propor- 
tionnelle à  la  température  absolue.  On  aurait  ainsi =  XT, 

X  étant  une  même  consunte  pour  tous  les  gaz. 

Mais  la  force  vive  totale  d'une  molécule  ne  serait  pas  la 
même,  parce  que  le  rapporl  de  la  force  vive  de  translation 
à  la  force  vive  totale  n'est  pas  le  même  dans  tous  les  gaz  com- 
posés; la  force  vive  totale  d'une  molécule  à  la  même  tempéra- 
ture serait  d'autant  plus  grande  que  la  molécule  est  plus  com- 
plexe. 

LOI   DE   DULONG    ET   PETIT. 

156.  Dulong  et  Petit  ont  trouvé  que,  pour  la  plupart  des 
corps  simples,  solides  ou  liquides,  la  chaleur  spécifique  est  en 
raison  inverse  de  l'équivalent  chimique,  ou  bien  que  le  pro- 
duit de  la  chaleur  spécifique  d'un  corps  par  son  équivalent  est 
un  nombre  constant.  On  peut  en  juger  par  les  nombres  sui- 
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vanls  : 

C  r  rC 

Fer 0,1 138  a8  3, 1864 

Zinc 0,0755  3a, 75  3,1176 

Cadmium 0,0567  56  3, 175a 

Plomb o,o3i6  io3,75  3,a59g. 

Si  l*on  suppose  que  le  poids  d'une  molécule  d'un  corps  soit 
proportionnel  à  son  équivalent  chimique,  il  résulte  de  cette 
loi  que  la  capacité  calorifique  d'une  molécule  est  constante 
pour  tons  les  corps  simples.  Par  suite,  la  force  vive  d'une 
molécule  à  une  même  température  est  la  même  pour  tous  les 
corps  simples  liquides  ou  solides ,  comme  pour  les  gaz  sim* 
pies.  Il  y  a  bien  quelques  métaux  qui  semblent  ne  pas  se  con- 
former à  cette  loi;  ainsi  on  a  pour  l'argent  et  le  potassium  : 

C  e  eC 

Argent 0,0570  108         6,i56 

Potassium 0,1696  39         6,574 

On  peut  remarquer  qu'il  sufGrait  de  prendre  pour  équivalent 
de  ces  métaux  la  moitié  de  leur  équivalent  chimique  ordinaire 
pour  les  faire  rentrer  dans  la  règle  générale  ;  les  oxydes  auraient 
alors  Tune  des  deux  formes  OZn,  0K%  selon  qu'ils  appartien- 
nent à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  catégories.  Il  y  a  d'ailleurs 
des  raisons  puisées  dans  la  Chimie  et  la  Cristallographie  qui 
sont  d'accord  avec  cette  manière  de  considérer  les  équivalents 
fondés  uniquement  sur  les  chaleurs  spécifiques. 

En  résumé,  si  l'on  choisit  convenablement  les  équivalents 
chimiques  et  qu'on  les  rapporte  à  l'hydrogène  pris  pour  unité, 
le  produit  de  la  chaleur  spécifique  d'un  corps  simple  par  son 
équivalent  est  un  nombre  sensiblement  constant  et  égal  à  S^a. 
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ÉLECTRICITÉ. 


CHAPITRE  I. 

ÉLECTROSTATIQUE. 

Loi  de  Coulomb.  —  Définition  du  potentiel.  —  Potentiel  d'une  couche  sphé- 
rique  homogène.  —  Cas  où  le  point  attiré  est  situé  à  l'intérieur  de  la  masse 
agissante.  —  Surfaces  de  niveau.  —  Théorème  fondamental.  —  Équilibre 
électrique  dans  un  système  de  corps  parfaitement  conducteurs.  —  Distribu- 
tion de  l'électricité  sur  une  sphère  et  sur  un  ellipsoïde. 


LOI   DE   COULOMB. 

157.  Pour  énoncer  la  loi  des  attractions  et  des  répulsions 
électriques,  on  a  imaginé  deux  fluides  que  l'on  suppose  ré- 
pandus d'une  manière  continue  dans  les  corps.  Un  corps  n'est 
pas  électrisé  lorsque  chaque  élément  de  volume  contient  des 
quantités  égales  des  deux  fluides  :  le  corps  est  électrisé  lors- 
que l'un  des  fluides  est  en  excès;  cette  différence  constitue 
ce  qu'on  appelle  Yélectricité  libre  dans  le  corps.  L'action  mu- 
tuelle de  deux  masses  infiniment  petites  m,  m'  d'électricité 
libre  est  une  force  dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint;  elle 
est  répulsive  ou  attractive  suivant  que  les  deux  masses  élec- 
triques sont  de  même  espèce  ou  d'espèces  contraires;  elle 
varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  r  :  on  peut 
donc  la  représenter  par  la  formule 
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en  regardant  la  force  comme  positive  ou  négative  suivant 
qu'elle  est  attractive  ou  répulsive,  et  prenant  pour  unité  de 
masse  électrique  une  masse  telle,  qu'une  masse  égale  et  de 
signe  contraire,  placée  à  l'unité  de  distance,  exerce  sur  elle 
une  attraction  égale  à  l'unité.  Telle  est  la  loi  de  Coulomb,  qui 
comprend,  comme  nous  le  verrons,  l'ensemble  des  phéno- 
mènes d'électricité  statique. 

158.  Considérons  une  masse  électrique  infiniment  petite  m, 
soumise  à  l'action  de  plusieurs  masses  infiniment  petites  m', 
m*',. . . .  Appelons  Xy  y,  z  les  coordonnées  du  point  m;  x'y  y', 
z'  celles  du  point  m^,  etc.  ;  désignons  par  a,  b,  c  les  cosinus 
des  angles  que  fait  la  droite  mm!  avec  les  axes;  la  résultante 
des  actions  exercées  sur  la  masse  m  par  les  autres  masses  aura 
pour  projections  sur  les  trois  axes  des  coordonnées 

v^  m'a       _.  v^m'6       _  yr\m'c 


m 


Si  l'on  suppose  la  masse  m  égale  à  l'unité,  et  si  l'on  repré- 
sente par  dq  Tune  quelconque  des  masses  m',  m^^ . . .  d'élec- 
tricité libre  répandue  sur  un  corps  ou  un  système  de  corps, 
on  aura 

(.)  x=-2;^.  Y=-2^.  z=-2^- 

Ces  formules  représentent  l'action  exercée  par  un  système  de 
corps  électrisés  sur  une  masse  i  d'électricité  positive,  placée 
en  un  point  P  de  l'espace.  Il  suffit  évidemment  de  tenir 
compte  de  l'électricité  libre;  car  une  certaine  quantité  de 
fluide  neutre,  étant  la  réunion  de  deux  masses  égales  +  dq 
ex  —  dq  d'électricités  contraires,  n'exerce  aucune  action  sur 
le  point  P. 

DÊri!fiTiorr  du  potentiel. 

159.  Les  trois  sommes  précédentes  peuvent  être  ramenées 
à  une  même  somme.  On  a  en  effet 

x'  —  X       -       r  '  —  y  z'  —  z 


r  r  r 
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La  distance  r  et  les  cosinus  a,  b,  c  étant  des  fonctions  des 
coordonnées  x,  7,  z  du  point  P,  les  composantes  X,  Y,  Z  de 
la  force  exercée  sur  le  point  P  sont  des  fonctions  des  trois  va- 
riables indépendantes  or,  j,  z.  En  différentiant  par  rapport  à 
la  variable  x,  on  a 

î^r  ,    ,         s       ^r  x'—x 

r I    Dr a 

Tx~  ""  r^5x~"  7^' 

et,  par  suite. 

Considérons  l'intégrale 

étendue  à  tous  les  corps  électrisés;  cette  somme  est  aussi 
une  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  du  point  P,  et  Ton  a 

On  en  conclut 

(3)         x=-^,   y=-iX,   z  =  -^. 

ôx  Dj  ^z 

Ainsi  les  composantes  de  l'action  exercée  sur  une  masse  i 
d'électricité  positive  placée  au  point  P,  par  l'ensemble  des 
corps  électrisés,  sont  les  dérivées  partielles,  prises  en  signes 
contraires,  d'une  certaine  fonction  des  coordonnées  du  point  P. 
Cette  fonction  V  est  ce  que,  dans  ses  calculs  sur  l'attraction, 
Gauss  a  appelé  le  potentiel. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  le  point  P 
est  situé  en  dehors  des  masses  agissantes;  dans  ce  cas,  la  dis- 
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tance  r  ne  devenant  pas  nulle,  le  quotient  -  reste  fini,  et  Tin- 

tégraleV  a  une  valeur  parfaitement  déterminée;  le  potentiel 
est  une  fonction  finie  et  continue  de  x^  y»  ^-  ^^^  compo- 
santes X,  Y,  Z  jouissent  de  la  même  propriété;  mais  lorsque, 
le  point  P  est  situé  à  l'intérieur  des  masses  agissantes,  la  fonc- 
tion -  devenant  infinie,  la  détermination  des  intégrales  pré- 
r 

sente  de  graves  difficultés;  avant  d'aborder  ces  questions  dé- 
licates, nous  chercherons  le  potentiel  d'une  couche  sphérique 
homogène. 


POTEIfTIBL    D'UKB   COUCHE   SPHÉRIQUE  HOMOGÈNE. 

160.  Considérons  une  couche  homogène  comprise  entre 
deux  sphères  de  rayons  a  et  a  +  da,  ayant  même  centre  0; 
appelons  p  la  distance  OP,  6  l'angle  que  fait  avec  la  droite  OP 
le  rayon  qui  va  du  centre  à  un  point  quelconque  M  de  la 
couche,  et  9  l'angle  que  fait  le  plan  POM  avec  un  plan  fixe 
passant  par  OP.  L'élément  de  volume  ayant  pour  expression 

dif  =  a*  sinO  da  dO  rfç, 

si  l'on  désigne  par  k  la  densité  de  l'électricité  libre,  on  aura 

dq  =  kdv  =  kà^  sin  ôdadO  d<f' 

et,  par  suite, 

De  la  relation 

r»=a^-f-p»—  aapcosd, 
on  déduit 

rdr  =  ap  sindé/d; 

si  l'on  remplace  la  variable  9  par  la  variable  r,  il  vient 

27: /rarfa 


v=. 


•/*• 
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Il  y  a  ici  deux  cas  à  distinguer,  suivant  que  le  point  P  est  à 
rextérieur  de  la  couche  sphérique  ou  à  l'intérieur  de  la 
sphère  a  :  dans  le  premier  cas  les  limites  de  l'intégration  sont 
p  —  a  et  p  -+-  «,  et  Ton  a 


X 


dr=iiay     \=.- —  —  > 

p-a  "P  9 


en  désignant  par  M  la  masse  de  la  couche.  Le  potentiel  de  la 
couche  sphérique,  agissant  sur  un  point  extérieur,  est  le  même 
que  si  la  masse  de  la  couche  était  concentrée  en  son  centre. 
Dans  le  second  cas,  les  limites  sont  a  —  p  et  a  -f-  p,  et  Ton  a 


X 


rfr=2p,     \=z  ^T:Ifada=z  — 

a—p  ^ 


Le  potentiel  de  la  couche  sphérique,  agissant  sur  un  point  in- 
térieur P,  est  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  la  position 
du  point  P;  on  en  déduit  que  la  force  est  nulle. 

Considérons  maintenant  une  sphère  homogène  de  rayon  a, 
agissant  sur  un  point  P  situé  dans  la  sphère  même  et  à  une 
dislance  p  du  centre;  on  peut  regarder  la  sphère  comme  com- 
posée de  couches  homogènes  concentriques.  Les  couches 
dont  le  rayon  est  moindre  que  p,  agissant  sur  un  point  exté- 
rieur P,  donnent  un  potentiel  égal  à 


P     Jo  3 


ceUes  dont  le  rayon  est  plus  grand  que  p,  agissant  sur  un  point 
intérieur,  donnent  un  potentiel  égal  à 

^7:k  j     ada^inhia^—  p^). 

Le  potentiel  de  la  sphère  entière  est  donc 

Si  Ton  veut  calculer  l'action  de  cette  sphère  sur  le  point  P, 
on  remarquera  que  les  couches  dont  le  rayon  est  supérieur 
à  p  n'exercent  aucune  action  sur  le  point  P,  et  que  les  cou- 

i3 
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ches  dont  le  rayon  est  inférieur  à  p  agissent  comme  si  elles 
étaient  concentrées  au  centre  0;  la  résultante  est  une  force 
égale  à 

dirigée  suivant  la  droite  OP;  ses  projections  sur  des  axes  pas- 
sant par  le  point  0  sont  ' 

^nkx,     IttAj,     |7r/fz; 

on  voit  qu'elles  sont  égales  et  de  signes  contraires  aux  déri- 
vées partielles  du  potentiel. 

CAS   ou    LE   POINT    ATTIRÉ   EST   SITUÉ   A   l' INTÉRIEUR   DE   LA    MASSE 
AGISSANTE. 

161.  Il  faut  d'abord  définir  nettement  la  signification  des 
intégrales  V,  X,  Y,  Z.  Imaginons  une  sphère,  décrite  du 
point  P  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  Tunité,  et  consi- 
dérons le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  P,  et  pour  base  un 
élément  Jo)  de  la  surface  de  cette  sphère;  deux  sphères  dé- 
crites, du  point  P  comme  centre,  avec  des  rayons  r  et  r  4-  rfr, 
découperont  dans  le  cône  un  élément  de  volume 

rf(/  =  r^dcùdr, 
et  Ton  aura 

dq  =  kr^d(ùdr, 

k  désignant  la  densité  de  Télectricité  libre  dans  cet  élément. 
Concevons  une  surface  fermée  et  convexe  très-peiite  S,  enve- 
loppant le  point  P;  appelons  p  et  R  les  distances  du  point  P 
à  la  surface  S  et  à  la  surface  extérieure  du  corps  sur  un  même 
rayon  mené  par  le  point  P.  Le  potentiel  de  la  masse  située  à 
Textérieur  de  la  surface  S  est 

2^=  rArrfwrfr^  frfo)  r    krdn 
quand  p  tend  vers  zéro,  l'intégrale 

krdr 


r 
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lend  vers  une  lîmile  déterminée 


X 


R 

krdr; 


la  limite  de  l'intégrale  multiple  est  le  potentiel  de  la  masse 
entière.  11  en  est  de  même  des  composantes  de  la  force;  la 
composante,  suivant  l'axe  des  Xy  de  l'action  de  la  masse  exté- 
rieure à  la  surface  S  est  (n®  158) 

elle  lend  vers  une  limite  déterminée,  quand  p  tend  vers  zéro. 

162.  Ainsi  la  masse  agissante  qui  environne  le  point  P  n'in- 
troduit dans  les  intégrales  Y,  X,  Y,  Z,  malgré  la  petitesse  de 
la  distance,  que  des  quantités  très-petites.  On  en  conclut  que 
ces  intégrales  sont  des  fonctions  finies  et  continues  de  x,  y^ 
z.  Soient,  en  effet,  Y.  le  potentiel  de  la  masse  comprise  dans 
la  surface  S,  et  Y,  celui  de  la  masse  extérieure,  agissant  sur  le 
point  P;  Y',  et  Y'^  les  potentiels  dès  mêmes  masses  agissant 
sur  un  point  P',  voisin  de  P,  et  situé  aussi  à  l'extérieur  de  la 
surface  S;  on  a 

V'-Y  =  (Y;-V,)-+-Y',-Y.; 

le  potentiel  Y,  de  la  masse  extérieure,  agissant  sur  un  point  P 
non  situé  dans  cette  masse,  étant  en  fonction  continue  de  x, 
jr,  z,  la  différence  Y',  — Y,  est  très-petite;  d'autre  part,  cha- 
cune des  quantités  Y,  et  Y',  est  très-petite  :  donc  la  différence 
Y'  —Y  est  elle-même  très-petite.  On  verrait  de  la  même  ma- 
nière que  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  continues. 

163.  Nous  allons  démontrer  que  les  composantes  de  la  force 
sont  encore  égales  et  de  signes  contraires  aux  dérivées  par- 
tielles du  potentiel.  C'est  ce  que  l'on  vérifie  aisément  lorsque 
la  densité  k  du  fluide  est  constante;  partageons  la  masse  agis^ 
santé  en  deux  parties  :  celle  qui  est  comprise  dans  une  petite 
sphère  à  l'intéricurde  laquelle  est  situé  le  point  P,  et  la  partie 

i3. 
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extérieure;  appelons  V,  et  Vj  les  poienliels  de  ces  deux  par- 
lies,  X,  el  Xjles  composantes  des  forces  qu'elles  exercent  sur 
le  point  P.  Le  point  P  n'étant  pas  situé  dans  la  seconde  partie, 
on  a 

X,=:-— '. 

])'après  les  propriétés  des  couches  sphériques  homogènes 
(n^  160),  on  a  de  même 

\,  =  —  '^- 
dx 

on  en  conclut 

Xz^-— . 
dx 

164.  Considérons  maintenant  le  cas  oii  la  densité  est  va- 
riable. Décrivons  du  point  P,  comme  centre,  avec  un  rayon 
très-petit  p,  une  sphère  S,  el  prenons  un  point  P'  voisin  de  P 
et  situé  à  l'intérieur  de  la  sphère;  appelons  a  la  distance  PF; 

V— V 

nous  ferons  voir  que  le  rapport a  une  limite  quand  a 

tend  vers  zéro,  et  que  cette  limite  est  la  composante  X  delà 

Y y 

force  suivant  la  droite  PP'.  En  effet,  le  rapport  — diffère 

peu  de  Xj,  celte  dernière  quantité  différant  peu  elle-même 
de  X,  on  peut  écrire 

V,— V',  =  a(X-^£), 

£  s'évanouissant  avec  a  et  p. 

Pour  évaluer  VtelV',,  nous  prendrons  pour  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  les  deux  distances  PM,  P'M,  que 
nous  désignerons  par  r  et  r',  et  l'angle  ^  que  fait  le  plan  PMP' 
avec  un  plan  fixe  passant  par  la  droite  PP';  un  élément  du 
plan  PMP'  a  pour  expression  rdrdO,  6  étant  l'angle  MPP'.  Si, 
dans  la  relation 

nous  faisons  varier  9,  laissant  r  constante,  nous  aurons 
r'dr'  =  arsin9d0. 
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el  rélémeni  de  surface  deviendra 

r'  dr  dr'        rr'  dr  dr' 


a  sin  Ô  ay 

7- élani  la  dislance  de  Télémenl  à  Taxe  PP'.  Cel  élément  de 
surface,  en  tournant  autour  de  Taxe,  engendre  un  élément  de 
volume 

;   __  rr* dr  dr^ d^ 
a 
On  a  ainsi 

Intégrons  d'abord  par  rapport  à  4*»  6t  posons 

Jn  lit 
0 

f 

H  étant  une  fonction  de  r  et  r',  les  expressions  précédentes 
deviennent 

V.=  -  y  Ur'drdr\     V'.r^  -SUrdrdr', 
d'où 

r'—  r 
La  quantité  H  conservant  le  même  signe,  et  le  rapport 

étant  compris  entre  —  i  et  -f- 1,  on  pourra  écrire 

X  étant  un  nombre  compris  entre  —  i  et  h-  i.  D'autre  part,  si 
l'on  désigne  par  H,  une  valeur  moyenne  de  H^  on  aura 

\,-'\\  =  'kU,'^drdr\ 

Pour  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  double,  si  Ton  intègre 
d'abord  par  rapport  à  r'  et  ensuite  par  rapport  à  r,  il  faudra 
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partager  l'intégrale  en  deux  parties  : 

dr  j  dr'-h  j     dr  j  dr' =  a{2p  —  a). 

0  t/a  —  r  *y  a  Jr  —  a 

On  a  ainsi 

V,-V'.=:XH.a(2p-a), 
ei,  par  suite, 

=::X-4-  e  -h  XH, (2p  —  a)\ 

ce  rapport  a  pour  limite  X,  quand  a  et  p  tendent  vers  zéro  (  *  ). 

SURFACES    DE    NIYEAU. 

165.  On  appelle  surface  de  niveau  le  lieu  des  points  pour 
lesquels  le  potentiel  V  a  une  même  valeur.  Par  le  point  P  passe 
une  surface  de  niveau,  et  une  seule,  et  il  est  facile  de  voir 
que  la  force  qui  s'exerce  en  ce  point  est  normale  à  la  surface 
de  niveau.  On  sait,  en  effet,  que  la  normale  à  cette  surface  au 
point  P  fait  avec  les  axes  des  coordonnées  des  angles  dont  les 
cosinus  sont  proportionnels  aux  dérivées  partielles 

yv;     yv     M[ 

et  par  conséquent  proportionnels  aux  composantes  X,  Y,  Z  de 
la  force.  On  en  conclut  que  la  force  est  dirigée  suivant  la  nor- 
male à  la  surface. 

Soit  dn  la  portion  de  normale  comprise  entre  deux  surfaces 
de  niveau  infmiment  voisines  V  et  V-4-  rfV,  et  supposons  que 
Taxe  des  x  coïncide  avec  la  normale;  on  a 

dn 

Ainsi  la  force  qui  s'exerce  en  un  point  est  égale  à  la  dérivée 
du  potentiel  par  rapport  à  la  normale  à  la  surface  de  niveau 


(*  )  Cette  démonstration  ingénieuse  a  été  imaginée  par  M.  Bouquet. 
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passant  par  le  poinl  considéré,  el  celle  force  esl  dirigée  du 
oôlé  vers  lequel  le  poienliel  diminue. 

THÉORÈME  FONDAMENTAL. 

166.  Jusqu'ici  nous  n'avons  parlé  que  des  dérivées  pre- 
mières du  poienliel;  les  dérivées  secondes  jouissent  aussi  de 
propriétés  lrès-ren)arquables.  Considérons  d'abord  le  cas  où 
le  poinl  P  est  situé  en  dehors  des  masses  agissantes;  la  fonc- 
tion -  ne  devenant  pas  infinie,  on  peut  différénlier  sous  le 

signe  somme  comme  à  Tordinairc.  Une  première  opération 
(n^  159)  nous  a  donné 

Une  seconde  opération  nous  donnera 

On  a  de  même 

On  en  déduit 

D'V       ;>»V       D'V      v^3(a'-f-6=-Hc')- 3 


^x' 


La  fonction  placée  sous  le  signe  somme  étant  ideniiquemeni 
nulle,  la  somme  elle-même  esl  nulle.  Ainsi,  tant  que  le  poinl  P 
est  en  dehors  des  masses  agissantes,  on  a 

^H    ^2X    ^JX  — 

Pour  abréger,  nous  représenterons  le  premier  membre  par  le 


200  DEUXIÈME   PARTIE.  —    CHAPITRE   !• 

symbole  AV,  de  sorte  que  l'équalion  précédente  s'écrira 

AV  =  o. 

Lorsque  le  point  P  est  situé  à  Tintérieur  des  masses  agis- 
santes, la  fonction  placée  sous  le  signe  somme  devenant  in- 
finie, on  ne  peut  plus  opérer  comme  nous  avons  fait;  d'ail- 
leurs, les  expressions  telles  que 


2 


3a»—  I   , 


auxquelles  nous  avons  été  conduit,  n'ont  plus  ici  de  signifi- 
cation déterminée;  car  si  Ton  remplace  dq  par  sa  valeur 
kr*d(ùdry  il  reste  encore  le  facteur  rau  dénominateur,  et  la 
fonction  sous  le  signe  somme  devient  infinie.  Il  faut  alors  re- 
courir à  d'autres  méthodes. 

167.  Supposons  d'abord  que  la  masse  agissante  ait,  dans  le 
voisinage  du  point  P,  une  densité  constante.  Imaginons  une 
petite  sphère  S  comprenant  le  point  P;  appelons  V,  le  poten- 
tiel de  la  masse  renfermée  dans  la  sphère,  et  Va  celui  de  la 
masse  extérieure.  L'origine  des  coordonnées  étant  placée  au 
centre  de  la  sphère,  nous  avons  trouvé  (n"  160) 


^v.        4    ,       ;)v.        4   7       ^v.        4   , 

on  en  déduit 


et,  par  suite. 


D»v.  ^  ;)»¥._  cW.  ^     4^>. 


k  étant  la  densité  du  fiuide  dans  la  petite  sphère.  Le  point  P 

n'étant  pas  situé  dans  la  masse  extérieure  à  la  sphère,  on  a 

d'autre  part 

AV,  =  o, 
il  en  résulte 

AV  =  AV,  +  A  V,  =  -  4?:  A-. 
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168.  La  même  propriété  a  lieu  lorsque  la  masse  agissante 
n'est  pas  homogène  autour  du  point  P;  voici  la  démonstration 
donnée  par  M.  Clausius. 

Imaginons,  comme  précédemment»  une  petite  surface  S, 
fermée  et  convexe,  enveloppant  le  point  P  {Jig.  40?  appelons 

Fig.  4i. 


Vi  le  potentiel  de  la  masse  comprise  dans  cette  surface,  et  V, 
celui  de  la  partie  extérieure.  Puisque  A V,  =  o,  il  suffit  de 
calculer  AV,.  Menons  du  point  P  un  cône  d'ouverture  angu- 
laire infiniment  petite  rfw;  ce  cône  détermine,  entre  deux 
surfaces  sphériques  de  rayons  r  et  r  -f-  rfr  et  ayant  pour  centre 
le  point  P,  un  élément  de  volume 

dv  =  /•=  d(ù  dr. 

Soient  a,  6,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  une 
des  génératrices  PM  du  cône.  La  masse 

dq  =  kr^  d(ùdr, 

située  dans  cet  élément  de  volume,  exerce  sur  le  point  P  une 

action 

/r  r^  d(ùdr       ,   ,      , 

z=i  /fd(ù  dr, 

r'  ' 

ayant  pour  composante,  suivant  Taxe  des  Xy 

—  akdoi  dr, 


et  l'on  a 


— '  nr  —  X,  =y)  ak  d(ùdrz=i  la  dw  j     kdr, 
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p  étant  la  longueur  du  rayon  allant  du  point  P  à  un  point  quel- 
conque M  de  la  surface  S.  Si  Ton  pose 

t/O 

cette  expression  prend  la  forme 

TT —  =  f  ana(ù* 

^x       J 

La  lettre  r  désigne  la  dislance  du  point  P  à  un  point  quel- 
conque m  du  rayon  PM,  et,  dans  Tintégrale  H,  cette  variable 
croit  de  o  à  p.  Appelons  r'  la  distance  Mm,  et  remplaçons  la 
variable  r  par  la  variable  r'  ;  on  a 

r=p  —  r',     drz=i — Jr\ 
H  =  ~  f%fdr'=  r  kdr\ 

L'intégrale  conserve  la  même  forme;  mais  la  dislance  est 
comptée  à  partir  de  la  surface  S  au  lieu  de  Tètre  à  partir  du 
point  P.  Celle  intégrale  H  dépend  de  la  direction  du  rayon  MP 
et  de  sa  longueur;  c'est  une  fonction  des  quatre  variables  a, 
b,  Cf  p,  dont  trois  seulement  sont  indépendantes,  à  cause  de  la 
relation  entre  les  cosinus.  Le  cône  rf«  découpe  sur  la  sur- 
face S  un  élément  MM'  que  nous  désignerons  par  rfcr,  et  sur  la 
sphère  décrite  du  point  P  comme  centre,  avec  le  rayon  p, 
un  élément  ME  égal  à  p'rfw.  Appelons  a,  p,  y  les  cosinus  des 
angles  que  fait  avec  les  axes  la  normale  MN  à  la  surface  au 
point  M,  I  Tangle  de  celle  normale  avec  le  prolongement  MA 
du  rayon  PM  ;  on  a 

p»rfû)=  rf(TCOSI, 

et,  par  suite, 

^V.        r  „,         f/iHcosi, 

^^         J  J  P 

Cette  nouvelle  forme  présente  l'avantage  que  l'élément  diffé- 
rentiel dfrei  les  limites  de  l'intégration  sont  indépendantes 
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de  la  position  du  point  P  à  Tintérieur  de  la  surface  S.  D'ailleurs 
la  fonction  placée  sous  le  signe  somme  conserve  une  valeur 
finie.  On  peut  donc  différentier  sous  le  signe  somme  à  la  façon 
ordinaire,  et  Ton  a 

Si  l'on  appelle  ^,  m,  ^  les  Coordonnées  du  point  M,  on  a 

p»=(^-a;)»-l-(rî-7)'-4-(Ç-zr, 

^_l~Lf      h     ^—.^^     ^  —  IZIJ 

9  p  p 

cosi  —  aa-+-  6(3  -f-cy, 
pcos/  =  a(g-  ^)4-(3(yi— ^)-f-y(Ç  — 2). 


On  peut  écrire 


aHcos/       a  .  „ 

=  —  ocosi.H; 


P'  P' 

on  en  déduit 


=z    — il  p  COS  I  H r -     -   H-  rr—      — ^  • 

ôo:  ox         ^       ^  ox         p*         ?xp' 


Or 

Dp  S  ■—  "^ 

^x  p 


^(f)j(^1 


Dj7  D.r  p*       ^     p*      Dx 

<)(pcosi)  _ 

r —  —  a. 

ÔX 


On  a  donc 

/flHcosA 


„  aaH       flcosi  DH 

-r- = H  COSI T-  H ;r— ï 

ÙX  p*  p*  p*  ^X 
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et,  par  suite, 
3'V,       THr,,   .       ,  -],         /•acosiJH  .   . 

On  a  de  même 
D^V,        THr,,. /     .        .      A/al^      .    récosiDH  , 


Ji!' 


^  Si  Ton  ajoute  ces  expressions,  on  voit  aisément  que  les  termes 
de  la  première  intégrale  s'annulent;  il  vient 

cvv.     cW.     ;)'V.      rcosi  f  ;)H     ,dh       dh\  . 

clJC^  ^J'  D2'  J        p'       \      liX  t>/  DZ/ 

La  quantité  H  est,  comme  nous  lavons  dit,  une  fonction 
de  a,  b,  c,  p;  mais  ces  quantités  sont  des  fonctions  connues 
des  coordonnées  x,  7,  z  du  point  P:  on  a  donc 

DHyHDa  DH  D6       DH  ^c       DH  Dp 

<>x'       Da  ^x  D6  Da;        De  Do:        Dp  Da:" 
mais 

Dfl  I  Ç  —  a:Dp  a^  —  i 

^x            p  p'      Djc            p 

D  6  y)  —  .r  «^  P  ^^       *^  ^  ^^ 

Dj;  p'      Dx         p        Do:         p 

Il  en  résulte 

DH      DH  fl'-i       DH^6   .  DH  ac      DH 


Dx        Drt        p  D6    p         Dr:    p         Dp 


a, 


ou 

DH  a  /  DH  .  DH  DH\  i  DH  DH 

Dx  p  \  oa  D^  De*/  p   Da  Dp 

On  a  de  même 

DH  6/  DH  ,DH  DH\  i  DH  ,  DH 

^X  p  \  Drt  D6  De/  p  D6  Dp 

DH  c  /  DH  .  DH  DH\  i  DH  DH 

oz  p  \    ôa  Do  ^c  /  p   ôc  op 
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On  en  déduii 

rt  T \-  b- f-  c  ^-—  :=  —  ---  ; 

i):r  ^jr  i^Z  c>p 

l'expression  de  AV,  devient  ainsi 

..,  rcosi  î)H   - 

AV,  =  —  I  — —  Y-  d(T. 


Nous  avons  posé 


•/o 


/rrfr'; 


la  valeur  de  p  n'entre  pas  sous  le  signe  somme;  la  limite  su- 
périeure seule  dépend  de  p;  en  appelant  /r,  la  densiié  du 
(luide  électrique  au  point  P,  on  a  donc 


-r—   --  A  ,, 
^p 


et,  par  suite, 


AV.=  -  /r.  r^'  é/cr  1=  -  ^.  fe/w. 

Cette  intégrale  double  devant  être  étendue  à  toute  la  sphère 
décrite  du  point  P  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité, 
on  a  enfin 

AV.r^-47rfr., 
elj  par  suite, 

AV=-4îrfr., 
puisque  AV,=ro. 

Ainsi  l'expression  A  V  est  égale  à  zéro  ou  à  —  ^rJi\y  suivant 
que  le  point  P  est  situé  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur  des 
masses  agissantes.  Mais  on  peut  comprendre  tous  les  cas  de 
la  question  dans  un  même  énoncé  :  si  l'on  désigne  par  /r  la 
densité  de  la  masse  agissante  au  point  P,  on  a,  d'une  manière 
générale,  la  relation 

AXT       ^'V       yv       cVV  ,     , 
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ÉQUILIBRE    ÉLECTRIQUE    DANS    UN     STSTÈSE    DE    CORPS    PARPAITBME7IT 

CONDUCTEURS. 

169.  Un  corps  bon  conducteur  est  un  corps  qui  n'oppose 
aucune  résistance  au  nDOUvementde  Téleciricité.  Considérons 
un  système  formé  de  conducteurs  isolés,  et  chargés  de  quan- 
tités électriques  données.  Appelons  V  le  potentiel  de  tout  le 
système  sur  un  point  P  quelconque.  Pour  l'équilibre  élec- 
trique, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  le  potentiel  ait  une 
valeur  constante  à  Tintérieur  de  chacun  des  corps  conduc- 
teurs; car  si  le  potentiel  avait  une  valeur  variable  dans  l'un 
d'eux,  une  masse  m  d'électricité  libre  située  dans  le  corps 

serait  sollicitée  par  une  force  égale  à  —  m  ^»  et  se  mouvrait 

dans  la  direction  de  cette  force.  D'autre  part,  les  deux  quaniitës 
+  m  et  —  m  d'électricités  contraires,  qui  forment  une  masse 
infiniment  petite  de  Huide  neutre,  seraient  sollicitées  par  deux 
forces  égales  et  contraires,  se  mouvraient  en  sens  opposés, 
et  le  fluide  neutre  serait  décomposé.  Ainsi  le  potentiel  de 
tout  le  système  doit  avoir  une  valeur  constante  V,  dans  l'un 
des  conducteurs,  une  valeur  constante  V,dans  un  second,  etc. 
Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  cette  condition  est  suffisante. 
Le  potentiel  est  variable  dans  l'espace  Isolant  qui  sépare  les 
corps  les  uns  des  autres. 

170.  Le  potentiel  ayant  une  valeur  constante  dans  chacun 

1      ^A  •    '  .,       DV   DV   DV 

des  corps  conducteurs,   les  dérivées  premières  y-»  — »  - — 

sont  nulles  en  tous  les  points  du  corps,  et  il  en  est  de  même 

des  dérivées  secondes  r^— -»  r-— ?  Vt'  Ainsi,  dans  chacun  des 

t^X^     ox*     ûZ^ 

corps,  on  a  AV=o;  de  la  relation  fondamentale  ^Y=  —  ^T:k, 
on  conclut  que  la  densité  k  de  l'électricité  libre  à  l'intérieur 
des  corps  est  nulle,  et  par  conséquent,  qu'il  n'y  a  pas  d'élec- 
tricité libre  à  l'intérieur  des  corps  conducteurs.  Il  résulte  de 
là  que  l'électricité  libre  est  distribuée  suivant  une  couche  in- 
Animent  mince  à  la  surface  de  chacun  des  corps  conducteurs. 
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Soil  dd  un  élément  de  surface,  e  l'épaisseur  de  la  couche  en 
ce  point;  la  masse  d  électricité  libre  répandue  sur  cet  élément 
de  surface  est  dq  =  ht  da.  Comme  on  ne  peut  pas  évaluer  c, 
on  pose  kt  =  A,  d'où  dq  =  hda.  Le  coefficient  A  est  ce  qu'on 
appelle  la  densité  de  la  couche  électrique,  La  quantité  d'élec- 
tricité libre  répandue  à  la  surface  de  l'un  des  corps,  ou  sa 
charge  électrique,  est 


Q  ^  Chdd, 


son  potentiel  est 

171.  Dans  chacun  des  corps  conducteurs,  le  potentiel, 
comme  nous  l'avons  dit,  conserve  une  valeur  constante;  il 
varie  d'une  mpnière  continue  à  l'extérieur,  ou  dans  l'espace 
qui  sépare  deux  corps  conducteurs;  nous  allons  démontrer 
qu'il  jouit  de  la  même  propriété  quand  le  point  P  traverse 
une  couche  électrique.  Supposons,  en  effet,  que  le  point  P 
soit  placé  à  une  distance  très-petite  d'une  couche  électrique, 
distance  mesurée  par  la  normale  PO  [Jig.^'3^)  à  cette  couche; 

Fig.  4a. 


appelons  Vi  le  potentiel  d'une  zone  très-petite  AB  comprenant 
le  point  0,  et  V,  le  potentiel  des  autres  masses  électriques; 

on  a 

V=V.-hV,. 

Sur  un  élément  mn  de  la  zone  est  répandue  une  quantité  d'é- 
lectricité hd(Ty  et  le  potentiel  de  la  zone  a  pour  expression 


,,=/i^. 
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Projetons  la  zone  AB  sur  le  plan  tangent  au  point  O;  appe- 
lons y  le  cosinus  de  Tangle  que  la  normale  en  m  fait  avec  la 
normale  au  point  0,  da'  la  projection  de  l'élément  rfo-;  on 
aura 

Menons  dans  le  plan  tangent  un  axe  fixe  Ox  (Jig,  43),  et  dé- 
lerminons'rélément  rfo-'  par  deux  droites,  faisant  avec  l'axe  Ojt 

Fig.  43. 


"0 


y.~. 


des  angles  égaux  à  o  et  à  9  -+-  rfcp,  et  par  deux  cercles  décrits 
du  point  0  comme  centre,  avec  des  rayons  égauxàu  cXu  -h  dm 
ou  aura  alors 

dfj'  =udud<^j 

et,  par  suite, 

'  hududc^ 


v.-/^=//^ 


En  désignant  par  vp  Tangle  de  la  droite  Pmavec  la  normale  PO 
(/gr.42).  ona 

u  =z  rsin^»» 


v,.//^.„.„ 


ou 


t/o  vo 


du. 


Soit  A,  la  valeur  maximum  de  A  sur  la  zone,  y,  la  valeur  mi- 
nimum de  y,  laquelle  est  voisine  de  Tunilé;  on  a,  pour  un 
point  quelconque  de  la  zone, 

A_sinj^  ^  A, 
~1~       Y' 
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par  suite, 

*P  AsinvL   -    ^A, 

-— LrfM<— p, 


X' 


y  y« 


et,  en  supposant  que  la  projection  de  la  zone  sur  le  pl»n  tan- 
gent soit  un  cercle  de  rayon  p, 

V.<27r--p. 

On  voit  que  la  zone  n'introduit  dans  le  potentiel  qu'une  quan- 
tité très-petite.  Concevons  maintenant  que  le  point  P  se 
meuve  sur  la  normale  PO  et  traverse  la  couche  électrique; 
V,  ayant  une  valeur  très-petite  et  Va  variant  d'une  manière 
continue,  il  en  est  de  même  de  V. 

172.  Dans  chacun  des  corps  conducteurs,'  le  potentiel  a  une 
valeur  constante,  et  cette  valeur  est  la  même  qu'à  la  surface 
puisque  la  fonction  varie  d'une  manière  continue;  la  surface 
du  corps  est  donc  une  surface  de  niveau.  La  force  qui  agit  sur 
la  quantité  d'électricité  h  da  répandue  sur  un  élément  de  la 

surface  du  corps  est  —  h  -r—  rfcx,  la  dérivée  élant  prise  à  l'ex- 
térieur; cette  force  est  dirigée  du  dedans  au  dehors  et  dé- 
truite par  la  résistance  de  l'air  ou  de  l'enveloppe  isolante;  il 
en  résulte  que  si  h  est  positif,  la  fonction  V  diminue  quand 
on  va  de  l'intérieur  du  corps  à  l'extérieur;  c'est  le  contraire 
qui  a  lieu  quand  h  est  négatif. 

La  force  dont  nous  venons  de  parler  produit  sur  l'enveloppe 
isolante  une  pression  qui,  rapportée  à  l'unité  de  surface,  est 

Remarquons  encore  que  -r-  change  brusquement  de  valeur 

quand  le  point  P  traverse  une  couche  électrique;  car,  à  l'in- 
térieur, cette  dérivée  est  nulle,  et,  à  l'extérieur,  elle  a  une 
valeur  unie  différente  de  zéro. 

La  superposition  de  deux  états  d'équilibre  est  un  nouvel 
état  d'équilibre.  Soient  en  effet  V  et  V  les  potentiels  relatifs 

'4 
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à  ces  deux  étais  d'équilibre;  le  potentiel  V-+-V'  pour  le  nouvel 
état  résultant  de  la  superposition  des  deux  premiers  sera  en- 
core constant  dans  chaque  corps  conducteur. 

Si  l'on  change  dans  un  rapport  constant  la  densité  élec- 
trique de  chaque  point,  on  obtient  de  même  un  nouvel  état 
d'équilibre;  car  le  potentiel,  étant  multiplié  par  ce  même 
rapport,  conserve  une  valeur  constante  à  Finiérieur  de  chaque 
corps. 

Considérons  un  corps  conducteur  unique  dans  un  milieu 
isolant;  nous  démontrerons  plus  tard  qu'une  quantité  donnée 
d'électricité  libre  ne  peut  être  distribuée  que  d'une  seule 
manière  à  la  surface  de  ce  corps.  Il  résulte  de  ce  qui  précède 
qu6  si  Ton  connaît  la  loi  de  distribution  d'une  quantité  Q,  d'é- 
lectricité à  la  surface  du  corps,  on  connaîtra  celle  d'une  quan- 
tité quelconque  Q)  il  suffira  de  multiplier  la  densité  en  chaque 

point  par  le  rapport^?  en  d'autres  termes,  de  poser 

Le  potentiel  Variant  dans  le  même  rapport,  on  a  ¥=¥,  ■^; 
et,  par  suite, 

^n       Q,   ^n 

D/i  ^n       \Qil 

Ainsi  la  pression  en  chaque  point  est  proportionnelle  au  carré 
de  la  charge. 

DISTRIBUTION   DE   l'ÉLBGTRICITÉ   SUR    UNE    SPHÈRE 
ou  UN   ELLIPSOÏDE. 

173.  La  recherche  de  la  loi  de  distribution  de  l'électricité 
libre  à  la  surface  d'un  corps  conducteur  isolé,  et  qui  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucun  autre  corps  électrisé,  présente  de 
grandes  difficultés  mathématiques;  cette  question  spéciale 
s'écartant  du  plan  de  ce  cours,  nous  nous  bornerons  à  en  citer 
quelques  exemples  simples. 
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li  est  évident  que  sur  une  sphère  la  couche  électrique  doit 
être  uniforme;  si  donc  on  appelle  a  le  rayon  de  la  sphère,  la 

<lensité  de  la  couche  sera  h^=  -r^'  Le  potentiel  (n*»  160) 

est  —  à  l'intérieur,  et  —  à  Textérieur,  p  désignant  la  dislance 
a  p 

0' 

du  point  P  au  centre,  La  pression  électrique  est  égale  a  t-^- 

Considérons  maintenant  un  corps  conducteur  ayant  la  forme 
d'un  ellipsoïde;  imaginons  une  seconde  surface  ellipsoïde, 
concentrique  et  homothétique  à  la  première,  très-voisine  et 
extérieure,  et  concevons  que  l'espace  compris  entre  ces  deux 
surfaces  soit  rempli  d'un  fluide  de  densité  constante  k.  On 
sait  qu'une  couche  ellipsoïde  homogène  telle  que  celle-là 
n'exerce  aucune  action  sur  un  point  intérieur;  le  potentiel 
à  l'intérieur  étant  cotistant,  cette  couche  pourra  servir  à  fi- 
gurer la  loi  de  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde. Soit  I  -f-  a  le  rapport  de  similitude  des  deux  surfaces, 
a  étant  très-petit;  appelons  p  la  perpendiculaire  OH  abaissée 
du  centre  sur  le  plan  tangent  au  p6intMfyi/;^.44);  l'épaisseur  g 

*Fig.  44. 


V 

_^_ 

^^ 

/ 

)    1 

vv,. 

0 

;'     ! 

de  la  couche  en  M  est  la  distance  MN  des  plans  tangents  pa- 
rallèles aux  points  homologues  M  et  M',  distance  égale  à/?a; 
on  a  donc  h  =  ke=^ kap;  ainsi  la  densité  h  de  la  couche 
électrique  en  chaque  point  M  est  proportionnelle  à  la  distance 
du  centre  au  plan  tangent  en  ce  point.  Une  ligne  d'égale  den- 
sité est  la  ligne  de  contact  d'un  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  et 
à  une  sphère  concentrique  donnée.  Si  l'on  désigne  par  a,  6,  c 
les  longueurs  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde,  le  volume  de  la 

i4. 
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couche  élanl  g  izabc  [(i  -+-  ay—  i],  ou  sensiblement  ^Txahcac^ 
sa  masse  ou  la  charge  électrique  est 
Qzzz47ra6caÂr, 


d'où 

On  a  d'ailleurs 


Qp 


^11  abc 

I 


V  «'       *'        c* 

Si  l'on  suppose  que  c  devienne  très-petit,  l'ellipsoïde  se  trans- 
forme en  un  plateau  elliptique  infiniment  mince;  puisque 


lim^ 

6* 


on  a 

,._  0 


^nab 


les  lignes  d'égale  densité  sont  des  ellipses  concentriques  et 
homothéliques.  La  densité  électrique  augmente  à  mesure 
qu'on  s'éloigne  du  centre  sur  un  rayon. 


I 
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CHAPITRE  IL 

SUITE  DE  L'ÉLECTROSTATIQUE. 
Formule  de  Green.  —  Théorèmes  qui  en  résultent. 


FORMULE   DE   GREEN. 

174.  Soient  U  el  V  deux  fonctions  quelconques  finies  et 
continues  de  Xy,y,  z.  Posons,  comme  précédemment, 

.^,    y\     :)»v     D'V 

et  considérons  l'intégrale 

Ç  f  fuLydxdrdz, 
étendue  au  volume  enveloppé  par  une  surface  fermée  con- 

Fîjj.  45. 


I 


y/ 

vexe  S  ijig,  45).  Cette  intégrale  est  composée  de  trois  lermes 
de  la  forme 
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U  — ^  dx  les  coordonnées  y  el  z  restent 

consianteSy  et  les  limites  de  l'intégration  sont  les  abscisses  j:, 
et  Xi  des  deux  points  Mi  et  M,,  où  une  droite  parallèle  à  Taxe 
des  X  rencontre  la  surface  S.  On  a  donc  en  intégrant  par  par* 
ties, 

et,  par  suite, 


-/// 


2)UDV  ,     .     , 
- —  r—  dxdydz, 
Tix  Dj?         -^ 


Le  produit  dx  dydz  représente  un  élément  de  volume  rfv,  le 
produit  dydz  un  élément  de  surface  du^  pris  sur  le  plan 
des  j2;  on  peut  donc  écrire  Téquation  précédente  sous  la 
forme  plus  simple 

L'élément  rfw  est  la  projection  sur  le  plan  jO^  de  deux  élé- 
ments d(Tx  et  d(T2  de  la  surface  S,  situés  aux  points  Mt  et  M,. 
Si  l'on  appelle  a„  (3,,  y„  a,,  (3,,  y,  les  cosinus  des  angles  que 
les  normales  M,  N,,  Ma  N2  à  la  surface  aux  points  Mi  et  M3  font 
avec  les  axes  des  coordonnées,  la  normale  en  chaque  point 
étant  menée  à  Texlérieur  du  volume  enveloppé  par  la  surface, 
.on  a 

d(ù  =  —  a,  rfci  =  H-  a,  rfo-i, 
et,  par  suite, 

/[-("SLM-a.]- 


SUITE  DE  l'électrostatique. 

Mais  le  second  membre  est  l'intégrale 


/' 


étendue  à  toute  la  surface  S;  on  a  donc 

Tn^'V.         r„3V.  rDUJV. 

Les  deux  autres  parties  de  l'intégrale  proposée  donnent  de 
même 

En  ajoutant  ces  trois  équations  terme  à  terme,  il  vient 

Soit  ds  un  élément  MM'  de  la  normale  à  la  surface  S,  menée 
par  le  point  M  vers  l'extérieur;  les  cosinus  a,  (3,  y  des  angles 
que  cette  normale  fait  avec  les  axes  ont  pour  expressions 


dx       «       dv  dz 

ds       ^       ds       '       ds 


On  e'n  déduit 


a^      6—-+-     ^— ^f^       V^dy      ^^  dz  _  d\ 
^x       ^(^jr       '^  t^z       ^x  ds       hjr   ds       ^z    ds        ds^ 

ce  qui  donne  finalement 

l'intégrale  double  s*étendant  à  la  surface  S,  et  les  deux  inté- 
grales triples  au  volume  enveloppé  par  cette  surface.  Telle  est 
la  formule  de  Green. 
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Pour  simplifier,  nous  avous  supposé  le  volume  limité  par 
une  surface  convexe.  Mais  le  même  mode  de  raisonnement 
s'applique  à  un  volume  quelconque;  quelle  que  soit  la  forme 
du  volume,  une  parallèle  a  Taxe  des  x  rencontre  la  surface  S 
en  un  nombre  pair  de  points  Mt,  Ma,  Ms»  M4,...  ;  l'intégrale 


/' 


^^''" 


doit  être  prise  d'abord  de  x^  à  Xu  puis  de  Xi  à  x^,  etc.;  en 
transformant  comme  précédemment  chacune  de  ces  portions 
d'intégrale,  on  a 

et,  par  suite, 

/"S-=/[-(''S)„-("M)..-("'5^). 

en  remarquant  que 

d(ù  =  —  «1  dal  =  H-  «a  dfTi  =  —  «s  rfo-3  =  -h  CC^  d(Ti  = . . . , 

on  voit  que  le  premier  terme  du  second  membre  n'est  autre 
chose  que  l'intégrale 


/■ 


U  r —  aao-, 
^x 


étendue  à  toute  la  surface  S,  la  normale  en  chaque  point  étant 
menée  en  dehors  du  volume.  Ainsi  la  formule  de  Green  est 
générale. 

Théorèhe  II. 

175.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  V  désigne  le 
potentiel  d'un  système  de  masses  électriques,  ou  plus  géné- 
ralement d'un  agent  quelconque  s'exerçant  suivant  la  loi  de 
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Newton.  Si  dans  la  formule  de  Green  on  fait  U=:i,  elle  se 
réduit  à 

si  Ton  remplace  ensuite  AV  par  sa  valeur  —  ^n^',  elle  devient 

Mais  Tintégrale  i  kdv  n'est  autre  chose  que  la  somme  des 

masses  agissantes  situées  dans  un  volume  considéré;  on  a 
donc  la  relation 

(II)  J^rf<,=  _4„Q. 

On  peut  énoncer  cette  relation  de  la  manière  suivante  : 
Nous  avons  désigné  par  ds  un  élément  extérieur  MM'  de  la 
normale  à  la  surface  S  {Jlg.  46);  considérons  les  deux  surfaces 


de  niveau  V  et  V-+-  rfV  qui  passent  par  les  points  M  et  M'; 
appelons  dn  l'élément  MN  de  la  normale  à  la  surface  V  com- 
pris entre  les  deux  surfaces  de  niveau,  et  i  Tangle  NMM'  des 
deux  normales.  Dans  le  triangle  rectangle  MNMS  on  a 

dn  =  dscosi; 

il  en  résuite 

d\      dW        .  p        . 

-7- =— T- cosï  =  —  F  cosi; 
ds        dn 

F  désignant  la  force  qui  s'exerce  au  point  M,  et  qui  est  dirigée 
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suivant  la  normale  MN  à  la  surface  de  niveau,  Fcosi  est  la 
projection  de  cette  force  sur  la  normale  MM'  à  la  surface  S. 
L'équation  (II)  prend  ainsi  la  forme  suivante  : 

(U/  Cf  cosî  d(T  =  ^t:Q, 

et  Ton  dira  que  la  somme  des  composantes  normales  des  forces 
qui  s'exercent  sur  les  différents  éléments  d'une  surface  fermée 
est  égale  à  la  masse  agissante  enveloppée  par  cette  surface^ 
multipliée  par  le  facteur  constant  ^i:. 

THfiORÈME   III. 

176.  La  différence  des  forces  qui  s'exercent  sur  deux  élé- 
ments correspondants  de  deux  surfaces  de  niveau  est  égale  à 
la  masse  agissante  contenue  dans  le  canal  orthogonal  compris 
entre  ces  deux  éléments,  multipliée  par  le  facteur  constant  ^  7:, 

Soient  S,  et  S,  deux  surfaces  de  niveau  (^g^.  4?);  prenons 
sur  la  première  un  élément  rfo^„  et  par  chacun  des  points  du 

f 
.-''  M'       ; 

.■■•■'  'i    i  ■    ■--. 

périmètre  de  cet  élément  menons  une  ligne  orthogonale  aux 
surfaces  de  niveau  comprises  entre  S,  et  S^;  le  canal  ainsi 
formé  découpera  sur  la  surface  Ss  un  élément  correspon- 
dant d(Ti.  Appliquons  le  théorème  précédent  au  volume  enve- 
loppé par  ce  canal  et  les  deux  éléments  qui  le  terminent;  il 
faut  étendre  l'intégrale  à  toute  la  surface  du  canal;  en  chaque 
point  de  la  surface  latérale,  la  force  étant  tangente  à  la  ligne 
orthogonale,  sa  composante  normale  osi  nulle.  L'intégrale  se 
réduit  donc  aux  termes  fournis  par  les  deux  bases  dtj^  et  d^i. 
Si  Ton  mène  les  normales  dans  le  sens  M,  Ms,  la  relation  (11) 
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devient 


q  étant  la  niasse  agissante  comprise  dans  le  canal  orthogonal. 
Le  théorème  de  M.  Chastes  est  un  cas  particulier  de  celui-ci. 
Lorsqu'il  n'y  a  aucune  masse  agissante  entre  les  deux  surfaces 
de  niveau,  on  a 


(S)/<^'=(S)/'" 


et  par  conséquent  les  forces  qui  s'exercent  sur  les  éléments 
correspondants  des  surfaces  de  niveau  sont  égales. 

Théorème  lY. 

177.  La  densité  en  chaque  point  d'une  couche  électrique 
est  égaie  à  la  force  qui  s'exerce  en  ce  point  divisée  par  le  fac- 
teur constant  4??. 

Dans  un  système  éleclrisé  quelconque  en  équilibre,  la  sur- 
face S  d'un  corps  conducteur  est  une  surface  de  niveau,  et  sur 
celte  surface  est  répandue  une  couche  électrique.  Prenons  un 
élément  dtj  de  cette  surface,  et  considérons  deux  surfaces  voi- 
sines, savoir  :  une  surface  de  niveau  extérieure  S,  dans  le  voisi- 
nage de  l'élément  dcr,  et  une  surface  intérieure  S,;  par  chaque 
point  du  périmètre  de  Télément  d(T,  menons  à  l'extérieur  une 
ligne  orthogonale  aux  surfaces  de  niveau  comprises  entre  S 
et  S,,  et  prolongeons  cette  ligne  arbitrairement  à  Tintérieur 
jusqu'à  la  surface  S,;  nous  formerons  ainsi  un  canal  détachant 
sur  les  surfaces  Sa  et  S,  des  éléments  do-,  et  rfc,.  Appliquons 
la  relation  (II)  au  volume  de  ce  canal;  l'intégrale  doit  être 
étendue  à  la  surface  qui  l'enveloppe.  Pour  toute  la  partie  qui 
est  située  à  l'intérieur  du  conducteur,  comme  d\  est  nulle, 
les  éléments  de  l'intégrale  sont  nuls.  La  normale  en  un  point 
quelconque  de  la  partie  extérieure  de  la  surface  latérale  du 
canal  étant  tangente  à  la  surface  de  niveau  qui  passe  en  ce 

point,  quand  on  marche  sur  cette  normale  on  a  -7-  =  o,  et  les 
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éléments  de  l'intégrale  pour  cette  partie  de  la  surface  latérale 
sont   encore  nuls.   L'intégrale  se  réduit  donc  à  Féiément 

(  -T-  j  rf(Tj  fourni  par  la  base  extérieure  rfo-,.  D'autre  part,  si 

Ton  désigne  par  h  la  densité  de  la  couche  électrique  sur  Télé- 
ment  da,  la  masse  électrique  contenue  dans  le  canal  est  Arfo*. 
L'équation  (II)  devient  donc 


ou 


Si  Ton  suppose  que  la  surface  extérieure  S,  se  rapproche  de 
plus  en  plus  de  la  surface  S,  le  rapport  -j-^  a  pour  limite 
Tunité,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

(IV)  S  =  -^-''' 

la  dérivée  étant  prise  à  Textérieur. 

178.  Corollaire.  —  La  pression  exercée  par  la  couche  élec- 
trique sur  le  milieu  isolant,  et  rapportée  à  l'unité  de  surface, 

d\ 
est  ^li-j-  (n'^lTâ),   ou  ^-kH}.  Ainsi  la  pression  en  chaque 

point  est  proportionnelle  au  carré  de  la  densité  de  la  couche 
en  ce  point. 

Sur  un  ellipsoïde  isolé  et  qui  n'est  soumis  à  l'action  d'aucun 
autre  corps  élcctrisé,  la  pression  est  exprimée  par  la  formule 

où  Q  désigne  la  charge,  et  p  la  distance  du  centre  au  plan  tan- 
gent au  point  considéré  (n**  173). 
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Théorème  V. 

179.  Les  éléments  correspondants  de  deux  couches  placées 
en  regard  l'une  de  l'autre  contiennent  des  quantités  d'élec- 
tricité égales  et  de  signes  contraires. 

Considérons  deux  corps  conducteurs  A  et  B  isolés,  et  placés 
en  regard  l'un  de  l'autre  {Jig.  48),  de  telle  sorte  que  deux 

Fig.  48. 


M 
A     • 


parties  S,  et  S,  de  leurs  surfaces  soient  comprises  dans  un 
même  canal  orthogonal,  ne  renfermant  entre  les  deux  couches 
répandues  sur  S,  et  St  aucune  autre  masse  électrique.  Nous 
appellerons  éléments  correspondants  des  deux  couches  les 
éléments  d(Ti  et  da,  compris  dans  un  même  canal  orthogonal 
inliniment  petit;  imaginons  ce  canal  prolongé  d'une  manière 
quelconque  dans  chacun  des  corps  A  et  B  et  fermé  aux  deux 
bouts,  et  appliquons  encore  à  ce  volume  la  relation  (II);  tous 
les  éléments  de  Tintégrale  sont  nuls  :  d'ailleurs  la  masse  élec- 
trique qui  y  est  contenue  est  hida^-^-  h^dd^  A»  et  A,  dési- 
gnant les  densités  sur  ddt  et  d(T%\  Téquation  se  réduit  donc  à 

(  V  )  hx  d(Ti  4-  Al  d(jt  =  o. 

180.  Corollaire.  —  Supposons  que  les  deux  surfaces  S, 
et  Si  soient  très-voisines  l'une  de  l'autre,  et  appelons  e  leur 
distance  M|Ms.  Les  éléments  dai  et  ddt  étant  sensiblement 
égaux,  on  a  approximativement  A,  =  —  A,.  La  densité  est  don- 
née par  la  relation  (iV), 

,  _         r    rfV 

mais  quand  on  va  de  Mi  à  Ma,  la  dérivée  diffère  peu  de  -^ -] 
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on  a  donc  la  formule  approchée 

Ainsi  la  densité  élecirique  en  chaque  point  varie  en  raison 
inverse  de  la  dislance  des  deux  surfaces. 
Calculons  la  charge  :  on  a  approximativement 

,(V.-V,)S. 


o,=/«.=^./^ 


4îre, 


€i  désignant  une  valeur  moyenne  de  la  distance  e. 

Ces  considérations  peuvent  être  appliquées  au  plateau  con- 
densateur et  à  la  bouteille  de  Leyde.  Ordinairement,  on  fait 
communiquer  le  corps  B  avec  le  sol;  dans  ce  cas,  on  a  Vi=  o, 
et  la  formule  précédente  se  réduit  à 


Si  la  bouteille  était  parfaite,  c*est-à*dire  si  les  deux  armatures 
étaient  fermées,  les  charges  des  deux  armatures  seraient  rigou- 
reusement égales  et  de  signes  contraires. 

Théorème  VI. 

181.  Lorsque^  dans  un  système  électrisé  en  équilibre,  un 
corps  conducteur  enveloppe  diverses  masses  électriques^  la 
somme  algébrique  des  quantités  d'électricité  situées  à  V inté- 
rieur et  sur  la  surface  interne  du  corps  est  nulle. 

Soient  9,  q\q'\..  les  masses  électriques  situées  à  l'intérieur 
du  corps  conducteur  enveloppant  A  (Jig.  49);  sur  la  surface 
interne  du  corps  A  est  répandue  une  couche  Q, ,  et  sur  la  sur- 
face externe  une  couche  Q»;  il  peut  y  avoir  d'autres  masses 
électriques  en  dehors.  Imaginons  une  surface  fermée  S  dans 
le  corps  A  lui-même,  c'est-à-dire  entre  sa  surface  interne  et 
sa  surface  externe,  et  appliquons  au  volume  enveloppé  par 
cette  surface  le  théorème  II  : 


/ 
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Le  poleniiel  V  de  tout  le  sylème  ayant  une  valeur  consume 
dans  le  corps  A,  la  dérivée  --y-  est  nulle  en  chaque  point  de 


Fig.  49. 

/    / 


la  surface  S;  on  a  donc  Q  =  o,  et,  par  suite, 

(VI)  Q,4-^  +  ^'+  ...:^0. 

Les  masses  9,  q\..  peuvent  appartenir  à  des  corps  mauvais 
conducteurs,  ou  bien  être  les  couches  répandues  à  la  surface 
de  corps  conducteurs  électrisés,  séparés  les  uns  des  autres  et 
de  la  surface  interne  du  corps  A  par  un  milieu  isolant. 

Corollaire.  —  Supposons  qu'il  n'y  ait  pas  d'autres  masses 
électriques  que  celles  qui  sont  enveloppées  par  le  corps  A,  et 
que  ce  corps  ait  été  primitivement  à  l'état  neutre;  il  sera  élec- 
trisé  par  influence,  et  la  somme  algébrique  Qi  +  Qs  des  quan- 
tités d'électricité  libre  développées  sur  ce  corps  sera  nulle  ; 
om  aura  donc 

On  trouve  ainsi  la  loi  de  Faraday  :  la  quantité  d'électricité 
induite  sur  un  corps  conducteur  enveloppant  est  égale  à  la 
quantité  inductrice. 

Théorème  VIL 

182.  Quand  une  surface  fermée  ne  renferme  aucune  masse 
agissante j  et  que  sur  cette  surface  le  potentiel  est  constant^ 
le  potentiel  est  aussi  constant  dans  tout  le  volume  enveloppé 
par  la  surface. 

Supposons  que,  dans  la  formule  de  Green,  les  deux  fonc- 
tions U  et  V  soient  égales  et  représentent  un  même  potentiel, 
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on  aura 

/v.v*./v-.,-/[(S)V(-)V(.lï)'].. 

si  Ton  remplace  AV  par  sa  valeur  —  /{nk  ei  si  l'on  remarque 
que 


il  vient 


ç^hm-m-- 


(y)  f¥'dv=  fv^d<r-h/^T:  CkYdi^. 

La  surface  S  ne   contenant  aucune  masse  agissante ,  on  a 
k=2o  dans  tout  le  volume,  et,  par  suite, 


/ 


/rVrfv==o. 


D'auire  part,  le  potentiel  ayant  une  valeur  constante  Y.  sur  la 
surface  S,  on  a,  en  vertu  du  théorème  II, 

On  en  déduit 

(VIIj  ÇF'di^  =  o. 

Ainsi  la  force  F  est  nulle,  et  par  conséquent  le  potentiel  con- 
stant, dans  toute  retendue  du  volume. 

183.  Corollaire.  —  Lorsquun  corps  conducteur  présente 
des  cavités  ne  renfermant  aucune  masse  agissante,  toute  t élec- 
tricité libre  se  porte  sur  la  surface  extérieure  du  corps  comme 
si  le  corps  était  plein.  Sur  la  surface  d'une  cavité,  le  potentiel 
a  une  valeur  constante  ¥>;  supposons  qu'en  un  point  P  de  la 
cavité  il  ait  une  valeur  différente  a;  sur  chaque  rayon  allant 
de  P  à  un  point  quelconque  de  la  surface,  le  potentiel  variani 
de  a  à  Vi,  on  pourrait  trouver  un  point  M  où  le  potentiel  au- 
rait une  valeur  donnée  b,  comprise  entre  a  et  V,;  le  lieu  des 
points  M  formerait  une  surface  fermée,  à  laquelle  on  pourrait 
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appliquer  le  ihéorème  précédent;  le  polenliel  aurait  la  valeur 
constante  b  à  l'intérieur  de  cette  surface,  ce  qui  est  contraire  à 
l'bypothèse.  Ainsi  le  potentiel  a,  dans  toute  la  cavité,  la  valeur 
constante  V,  qu'il  a  dans  le  corps  conducteur,  et  par  consé- 
quent, en  vertu  du  théorème  IV,  il  n'y  a  pas  d'électricité  libre 
à  la  surface  de  la  cavité.  En  outre,  si  l'on  introduisait  dans 
cette  cavité  un  corps  conducteur  non  élecirisé,  l'état  de  ce 
corps  ne  serait  pas  modifié. 

Théorème  VIII. 

184.  Un  système  formé  de  masses  électriques  fixes  données, 
et  de  charges  électriques  données  sur  des  corps  conducteurs, 
n'admet  qu'un  état  d'équilibre» 

.  Considérons  d'abord  un  système  formé  seulement  de  corps 
conducteurs  A,  B,  C,...,  isolés  et  tels,  que  chacun  d'eux  ren- 
ferme des  quantités  égales  d'électricité  positive  et  d'électricité 
négative,  je  dis  que  le  seul  état  d'équilibre  est  l'état  neutre. 
Admettons  en  effet  qu'il  s'établisse  un  autre  état  d'équilibre, 
et  appelons  V,,  V,,  V,,...,  les  valeurs  constantes  du  potentiel 
dans  les  différents  corps;  soit  V|  la  plus  grande  de  ces  quan- 
tités en  valeur  absolue;  désignons  par  a  une  quantité  constante 
comprise  entre  Vi  et  zéro,  et  plus  grande  que  chacune  des 
autres  quantités  V,,  V3,. . .,  en  valeur  absolue.  D'un  point  0 
pris  arbitrairement  sur  la  surface  du  corps  A,  menons  des 
droites  dans  diverses  directions  ;  sur  une  droite  qui  ne  ren- 
contre aucun  des  corps,  le  potentiel  variant  de  Vi  à  zéro, 
on  peut  trouver  un  point  M  où  le  potentiel  ait  la  valeurs; 
sur  une  droite  rencontrant  la  surface  de  l'un  des  autres  corps, 
B  par  exempte,  le  potentiel  variant  de  V,  à  Vj,  on  peut  trou- 
ver dans  rintervalle  qui  sépare  les  deux  corps  un  point  M 
où  le  potentiel  ait  aussi  la  valeur  a;  si  la  droite  rencontrait 
d'abord  la  surface  du  corps  A  en  un  second  ou  en  plusieurs 
points,  on  prendrait  le  point  M  au  delà  du  dernier.  On  obtien- 
dra ainsi  une  surface  fermée  S ,  sur  laquelle  le  potentiel  a  la 
valeur  constante  a,  et  cette  surface  enveloppera  le  corps  A  en 
laissant  tous  les  autres  en  dehors.  Appliquons  au  volume  en- 

i5 
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veloppé  par  celte  surface  la  relation  { y  )  du  numéro  précédent, 
et  remarquons  que 

Q,  étant  la  somme  algébrique  des  masses  électriques  envelop- 
pées par  la  surface  S.  Puisque  toutes  ces  masses  sont  situées 
sur  le  corps  A,  on  a  aussi 

Ch\dv=:\,  Çkdv=:Y,Q,; 

réquation  (y)  devient  donc 

F^rff  r=:47rQ,  (V, -a). 


/■ 


Mais  dans  le  cas  actuel,  Qi  =  o;  on  en  conclut  que  F  est  nulle 
a  l'intérieur  de  la  surface  S,  et  par  conséquent,  en  vertu  du 
théorème  IV,  que  le  corps  A  est  à  Tétat  neutre. 

En  faisant  abstraction  de  ce  corps  neutre,  on  démontrera  de 
même  qu'un  second  corps  est  à  Tétat  neutre,  et  ainsi  de 
suite.  Ainsi,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  Tétat  neutre 
est  le  seul  état  d'équilibre. 

Étudions  maintenantunsystèmequelconqueformé  de  masses 
électriques  fixes  q,  g',  q",...,  appartenant  à  des  corps  non  con- 
ducteurs, et  de  charges  Q,,  Q»,  Qa, . . . ,  répandues  sur  des  corps 
conducteurs.  Nous  voulons  démontrer  qu'il  n'y  a  qu'un  étal 
d'équilibre;  admettons  qu'il  y  en  ait  deux;  appelons  ht,  A,,..., 
les  densités  des  couches  répandues  sur  les  corps  conducteurs 
dans  le  premier  étal,  h\,  h\,. . .,  les  densités  dans  le  second 
étal.  Si  l'on  change  les  signes  de  toutes  les  masses  électriques 
dans  le  second  étal,  on  aura  un  nouvel  étal  d'équilibre  —  g, 
—  q\  —  ç",  . . ,  —  A', ,  —  /l'a , ...  ;  ajoutant  cet  état  au  premier, 
on  obtiendra  un  nouvel  état  d'équilibre,  dans  lequel  les  masses 
fixes  g  et  —  g,  g'  et  —  g',. . . ,  se  neutralisent,  et  la  densité 
des  diverses  couches  devient  A,  —  A', ,  A,  —  A'j , . . .  ;  la  somme 
algébrique  des  quantités  d'électricité  qui  forment  chaque  cou- 
che est  nulle.  On  rentre  alors  dans  le  cas  particulier  que  nous 
avons  étudié  d'abord;  ce  nouvel  état  est  l'état  neutre,  et  l'on 
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a  A',  =  A, ,  h\  =  A,, ...  :  ainsi  le  système  proposé  ne  peui  pré- 
senter qu'un  étal  d'équilibre. 

Théorèmb  IX. 

185.  Si  dans  la  formule  de  Green,  on  permute  les  lettres  U 
et  V,  et  que  Ton  retranche  membre  à  membre,  il  vient 

La  fonction  V  désignant  toujours  le  potentiel  d'un  système 
quelconque  de  masses  électriques,  supposons  que  U  soit  l'in- 
verse -  de  la  distance  d'un  point  quelconque  du  volume  con- 
sidéré à  un  point  fixe  P.  On  a,  en  remplaçant  A  V  par  sa  valeur 

fuAVrfi;  =r.  ~  47r  C^  =^  -  47rV;, 

Yp  représentant  le  potentiel  sur  le  point  P  des  masses  com- 
prises dans  le  volume.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  point 
P  est  extérieur  au  volume  ;  la  distance  r  ne  devenant  pas  nulle, 

on  a  identiquement  AU=:  A -^  =  0,  et  l'équation  (â)  se  réduit  à 


t/      \r  ds  ds  / 


186.  Supposons  maintenant  que  le  point  P  soit  situé  dans  le 
volume  limité  par  la  surface  S.  Du  point  P  comme  centre  avec 
un  rayon  très-petit  r',  décrivons  une  sphère  S';  nous  pouvons 
appliquer  l'équation  précédente  (IX)  au  volume  compris  entre 
les  deux  surfaces  S  et  S'  ;  l'intégration  doit  être  étendue 
aux  deux  surfaces.  En  ce  qui  concerne  la  surface  S',  on  a 
ds  ^=  —  rfr',  dcr  =  r'^dtù, 

i5. 
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Quand  r'  tend  vers  zéro,  le  premier  terme  du  second  membre 
tend  vers  zéro;  le  second  terme,  vers  —  4^V,»  ^p  désignant 
le  potentiel  au  point  P  de  toutes  les  masses  agissantes.  D'ailleurs 
le  potentiel  V  des  masses  comprises  entre  les  surfaces  S  et  S' 
a  pour  limite  le  potentiel  des  masses  enveloppées  par  la  sur- 
lace S;  réquation  (IX)  devient  donc 


^     \r  ds  ds  / 


l'intégrale  se  rapportant  uniquement  à  la  surface  S. 

Si  la  surface  S  ne  comprenait  aucune  masse  agissante,  on 
ferait  V^  =  o;  si  elle  les  comprenait  toutes,  on  ferait  V^  =  V^. 

187.  Corollaire.  —  Supposons  que  la  surface  S  soit  une 
sphère  de  rayon  R  dont  le  point  P  occupe  le  centre;  on  a 

rf*=rfR, 
mais,  en  vertu  du  théorème  II, 


/ 


q  étant  la  masse  agissante  contenue  dans  la  sphère;  l'équa- 
tion (IXy  devient  ainsi 

(A)  Cvd(T  =  i7:Kq-+-inKn\p-\'p). 

Lorsque  la  sphère  S  ne  renferme  aucune  masse  agissante,  on 
a  g  1=  G,  V^  =  o,  et  l'équation  précédente  se  réduit  à 

{a)  rvrf<7  =  4îiR'V,. 

Si,  au  contraire,  la  sphère  contient  toutes  les  masses  agis- 
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santés,  on  a  VJ,  =  V,,  el  l'équation  devient 
(b)  C\d(T  =  ^T:KQ,      . 

Q  étant  la  somme  de  toutes  les  masses  agissantes. 

THÉOBftME  X. 

188.  Lorsqu'une  surface  fermée  enveloppe  toutes  les  masses 
agissantes f  et  que  sur  cette  surface  le  potentiel  a  une  valeur 
constante,  il  a  en  chacun  des  points  extérieurs  une  valeur 
comprise  entre  zéro  et  la  valeur  relative  à  cette  surface  de 
niveau. 

Supposons  que  la  surface  fermée  S  enveloppe  toutes  les 
masses  agissantes,  et  que  le  potentiel  ait  sur  cette  surface  une 
valeur  constante  positive  a.  Nous  démontrerons  d'abord  que 
le  potentiel  conserve  le  même  signe  à  l'extérieur;  supposons 
en  effet  qu'eii  un  point  extérieur  P  le  potentiel  ait  une  valeur 
négative  —  b  ;  sur  chaque  droite  allant  du  point  P  à  un  point  de 
la  surface  S,  le  potentiel  variant  de  —6  à  -f-a,  on  pourrait  trou- 
ver un  point  M,  où  le  potentiel  aurait  une  valeur  donnée  —  b\ 
comprise  entre  —  6  et  zéro  ;  sur  chaque  droite  indéfinie  par. 
tant  du  point  P,  et  ne  rencontrant  pas  la  surface  S,  le  potentiel 
variant  de  —  6  à  zéro,  on  pourrait  trouver  un  point  jouissant  de 
la  même  propriété.  Le  lieu  de  ces  points  formerait,  autour  du 
pointP,  une  surface  de  niveau  fermée  S',  ne  comprenant  aucune 
masse  agissante;  d'après* le  théorème  VII,  le  potentiel  serait 
constant  dans  tout  l'intérieur,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Il  est  impossible  qu'en  un  point  extérieur  P  le  potentiel  ait 
la  valeur  zéro;  du  point  P  comme  cenlre,  décrivons  une  sphère 
extérieure  et  tangente  à  S;  d'après  l'équation  (a)  du  numéro 
précédent,  on  aurait 

'  Vrf<7rz:o; 


/^ 


le  potentiel  V  conservant  le  même  signe  sur  toute  la  surface 
de  la  sphère,  il  faudrait  qu'il  fût  nul  en  chaque  point  de  cette 
surface,  ce  qui  est  impossible. 

Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  le  potentiel  ne  peut 
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avoir,  en  un  point  extérieur,  une  valeur  égale  ou  supérieure 
à  a.  Car  si  cela  était,  il  y  aurait  un  ou  plusieurs  points  P,  où 
le  potentiel  aurait  une  valeur  maximum  c  égale  ou  supérieure 
à  a.  De  l'un  de  ces  points  P  comme  centre,  décrivons,  comme 
précédemment,  une  sphère  extérieure  et  tangente  à  la  sur- 
face S;  d'après  l'équation  {a),  on  aurait 


/ 


Vrf<7=:47rR*C, 


et  il  serait  nécessaire  que  sur  toute  la  surface  de  la  sphère  le 
potentiel  eût  la  valeur  maximum  c;  ceci  exigerait  que  c=za, 
et  le  potentiel  aurait  cette  même  valeur  a  dans  tout  l'intérieur 
de  la  sphère.  D'un  autre  point  P'  de  cette  première  sphère, 
décrivons  une  seconde  sphère  extérieure  et  tangente  à  S^  on 
démontrerait  de  la  même  manière  que  le  potentiel  devrait 
avoir  la  valeur  constante  a  dans  l'intérieur  de  cette  seconde 
sphère.  En  continuant  de  cette  manière,  on  arriverait  à  cette 
condition  que  le  potentiel  a  la  valeur  constante  a  dans  l'espace 
infini  extérieur  à  la  surface  S,  ce  qui  est  impossible,  puisqu'à 
l'infini  le  potentiel  est  nul.  Ainsi,  à  l'extérieur  de  la  surface  S, 
le  potentiel  a  une  valeur  comprise  entre  a  et  zéro. 

Si,  partant  d'un  point  quelconque  M  de  la  surface  S,  on  s'é- 
loigne vers  l'extérieur,  le  potentiel  V  commence  par  diminuer; 
on  arrivera  à  un  point  M'  voisin  de  M,  où  le  potentiel  aura  une 
valeur  donnée  a'  un  peu  plus  petite  que  a,  le  lieu  des  points  M' 
formera  une  surface  de  niveau  S'  enveloppant  la  première.  En 
continuant  de  cette  manière,  on  formera  une  série  de  surfaces 
de  niveau  s'enveloppant  les  unes  les  autres,  et  sur  lesquelles 
le  potentiel  a  des  valeurs  de  plus  en  plus  petites. 

Il  est  un  cas  particulier  qu'il  importe  de  remarquer,  c'est 
celui  où  le  potentiel  est  nul  sur  la  surface  S;  la  première 
partie  du  raisonnement  précédent  suffit  pour  prouver  qu'il  est 
aussi  nul  dans  tout  l'espace  extérieur. 

Théorème  XI. 

189.  Lorsque-,  dans  un  système  électrfsé  en  équilibre,  un 
corps  conducteur  enveloppe  diverses  masses  électriques  ^  la 
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4;ouche  répandue  sur  la  surface  interne  du  corps  et  les  masses 
électriques  situées  à  V intérieur,  forment  un  système  partiel  en 
équilibre  de  lui-même  et  sans  action  à  V extérieur. 

Revenons  à  la  figure  du  n°  181 ,  el  appliquons  le  théorème  IX. 
à  la  surface  fermée  S  que  nous  avons  imaginée  dans  le  corps 
conducteur  A;  le  potentiel  V  de  tout  le  système  ayant  une 

rfV 
valeur  constante  V,  dans  le  conducteur  A,  la  dérivée  -7-  est 

nulle  sur  la  surface  S,  et  le  premier  membre  des  équations  (IX) 
et  (IX)'  se  réduit  à 

La  quantité-  peut  être  regardée  comme  le  polenliel  d'une 

masse  égale  à  l'unité  placée  au  point  P  ;  d'après  la  relation  (11  ), 
rintégrale 

^  d 

-r-d(7 
ds 

est  égale  à  zéro  ou  à  —47^»  suivant  que  le  point  P  est  situé  à 
l'extérieur  ou  à  l'intérieur  de  la  surface  S.  Dans  le  premier  cas, 
réqualion  (IX)  se  réduit  donc  à  V^  =  o;  dans  le  second  cas, 
l'équation  (IX)'  donne  V'^  =:  V,  —  V,.  Mais  V^  est  le  potentiel 
au  point  P  des  masses  électriques  Q,,  g,  </',...  renfermées 
dans  la  surface  S;  comme  on  peut  prendre  la  surface  S  aussi 
rapprochée  que  l'on  veut  de  la  surface  interne  du  corps  con- 
ducteur.A,  on  en  conclut  que  le  potentiel  du  système  formé 
par  ces  masses,  dont  la  somme  algébrique  est  nulle  (n®  181), 
est  constamment  nul  à  l'extérieur;  à  l'intérieur,  il  est  égal  au 
potentiel  total,  diminué  de  la  quantité  constante  Vi. 

11  résulte  de  là  que  le  système  partiel  Q,,  q,  ^',. ..  est  en 
équilibre  de  lui-même;  d'abord  son  potentiel  V  a  une  valeur 
constante  zéro  dans  le  conducteur  A;  ensuite  si  q,  7',. . .  sont 
les  charges  de  divers  corps  conducteurs  placés  à  l'intérieur,  le 
potentiel  total  V  ayant  une  valeur  constante  dans  chacun  d'eux, 
le  potentiel  partiel  V'  y  a  aussi  une  valeur  conslanie.  Cet  équi- 


/-; 
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libre  partiel  est  celui  qui  s'établirait  si  le  corps  A  communi- 
quait avec  le  sol.  Puisque  son  potentiel  est  nul  à  l'extérieur, 
le  système  partiel  n'exerce  aucune  action  à  l'extérieur,  et  se 
comporte  comme  un  corps  neutre.  Une  bouteille  de  Leyde 
complète  jouit  de  celte  propriété. 

Les  autres  masses  électriques  présentent  évidemment  uu 
second  équilibre,  sans  action  intérieure;  car  le  potentiel 
V  —  V  de  ce  second  système  partiel  est  conslant  et  égal  à  V, 
dans  tout  l'intérieur;  ce  second  équilibre  est  celui  qui  s'éta^ 
blirait  si  le  corps  A  était  plein.  L'équilibre  général  est  donc  la 
superposition  de  deux  équilibres  partiels.  Par  exemple,  s'il  n'y 
a  pas  d'autre  masse  électrique  que  celles  qui  sont  enveloppées 
par  le  corps  A,  ou  situées  sur  ce  corps,  la  couche  électrique  Oi 
qui  existe  à  sa  surface  externe  est  en  équilibre  d'elle-même  : 
c'est  ce  qu'on  appelle  une  couche  de  niveau. 

190.  Corollaire.  —  On  peut  généraliser  le  théorème  précé- 
dent. Supposons  que  plusieurs  systèmes  analogues  à  A  soient 
eux-mêmes  enveloppés  par  un  conducteur  B;  les  masses  élec- 
triques renfermées  dans  les  corps  A,  A',. .  •  formant  des  équi- 
libres partiels  sans  action  extérieure,  on  peut  en  faire  abstrac- 
tion et  se  borner  à  considérer  les  couches  Q„  Q',,...  répandues 
sur  les  surfaces  externes  de  ces  corps,  comme  s'ils  étaient 
pleins;  ces  masses  électriques  avec  la  couche  répandue  sur  la 
surface  interne  du  conducteur  enveloppant  B  formeront  un 
nouveau  système  partiel  en  équilibre  sans  action  à  l'extérieur 
et  aussi  à  l'intérieur  des  corps  A,  A',.... 

S'il  n'y  a  pas  d'autre  masse  électrique  que  celles  qui  sont 
enveloppées  par  le  conducteur  B  ou  situées  sur  ce  corps,  la 
couche  répandue  sur  la  surface  externe  du  corps  B  est  en 
équilibre  d'elle-même  :  c'est  une  couche  de  niveau. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'une  couche  de  niveau  n'est  for- 
mée que  d'une  seule  espèce  d'électricité;  car  la  surface  exté- 
rieure de  la  couche  enveloppant  toutes  les  masses  électriques, 
en  vertu  du  théorème  X,  le  potentiel  diminue  en  valeur  absolue 
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ei,  par  suite,  la  densité  h  a  donc  le  même  signe  en  tous  les 
points  de  la  surface. 

191.  Les  expériences  de  Faraday  confirment  ces  résultats 
de  la  théorie.  Faraday  prend  un  cylindre  conducteur  isolé 
(Jig.5o),  dont  la  hauteur  est  beaucoup  plus  grande  que  le 

Fig.  5o. 


Q 


à] 


diamètre,  et  le  met  en  relation  avec  un  électroscope  très-sen- 
sible. Il  fait  descendre  dans  ce  cylindre  une  boule  électrisée  ; 
les  pailles  de  Télectroscope  divergent;  la  divergence  augmente 
d'abord,  mais  devient  sensiblement  constante  quand  la  boule 
est  située  au-dessous  d'un  certain  niveau;  elle  est  alors  indé- 
pendante de  la  position  de  la  boule  dans  le  cylindre,  et  reste 
encore  la  même  quand  on  met  la  boule  en  contact  avec  le  cy- 
lindre. En  effet,  lorsque  le  cône  mené  de  la  boule  à  l'ouver- 
ture du  cylindre  est  suffisamment  petit,  le  cylindre  se  comporte 
comme  une  enveloppe  fermée,  et  la  couche  de  niveau  qui  se 
forme  i  sa  surface  extérieure  a  une  charge  constante  •+-  Q 
égale  à  celle  de  la  boule. 

Faraday  a  fait  Texpérience  d'une  manière  plus  complète  en 
employant  deux  cylindres  concentriques  A  et  B  {Jig.  5i  )  par- 
faitement isolés,  le  dernier  étant  en  communication  avec  un 
électroscope.  Quand  on  introduit  dans  le  cylindre  A  la  boule 
chargée  d'une  quantité  d'électricité  •+-  Q ,  la  couche  de  niveau 
qui  se  forme  sur  la  surface  externe  du  cylindre  B  est  la  même 
que  si  le  cylindre  A  n'existait  pas,  et  Técartement  des  pailles 
est  le  même  que  dans  la  première  expérience.  Quand  on  met 
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le  cylindre  A  en  communication  avec  le  sol,  la  couche  répan- 
due sur  la  surface  externe  de  ce  cylindre  disparaissant,  le  cy- 

Fig.  5i. 
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lindre  B  cesse  d'être  électrisé,  et  les  pailles  reviennent  au 
contact. 

Théorème  XII. 

192.  L'action  que  des  masses  électriques  données  exercent 
à  V extérieur  d'une  surface  fermée  qui  les  enveloppe  est  la 
même  que  celle  d'une  couche  de  même  masse  répandue  sur 
cette  surface  suivant  une  certaine  loi. 

Soient  g,  9',...  les  masses  électriques  données  dont  nous 
appellerons  la  somme  Q,  et  que  nous  supposerons  fixes  comme 
si  elles  appartenaient  à  des  corps  non  conducteurs;  une  sur- 
face S  de  forme  quelconque  les  enveloppe.  Imaginons  un  corps 
conducteur  limité  intérieurement  à  la  surface  S  et  extérieure- 
ment à  une  surface  quelconques'.  Sous  l'influence  des  masses 
données,  il  se  formera  sur  la  surface  S  une  couche  électrique 
—  Q,  et  sur  la  surface  S' une  couche  -h  Q.  D'après  le  théorème 
précédent,  le  potentiel  de  la  couche  — Q  et  des  masses  9,  g', . . . 
est  nul  à  l'extérieur  de  la  surface  S.  Il  en  résulte  que,  dans 
cette  région  de  l'espace,  le  potentiel  de  la  couche  —  Q  est  égal 
et  de  signe  contraire  à  celui  des  masses  données.  Convenons 
maintenant  que  l'on  change  le  signe  de  la  densité  en  chaque 
point  de  la  couche  —  Q,  nous  aurons  une  couche  Q  répandue 
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sur  la  surface  S  et  ayant  à  l'extérieur  même  poteniiel  que  les 
masses  données. 

Cette  couche,  répandue  sur  la  surface  S,  et  qui  a  même 
action  extérieure  que  les  masses  données,  n'est  pas  en  général 
une  couche  de  niveau,  c'est-à-dire  n'est  pas  en  équilibre 
d'elle-même.  Pour  qu'elle  jouisse  de  cette  propriété,  il  fau- 
drait que  son  potentiel  fût  constant  sur  la  surface  S;  mais  le 
potentiel  de  la  couche  est  égal  à  celui  des  masses  données 
dans  toute  la  région  extérieure  à  la  surface  S,  et  par  consé- 
quent sur  la  surface  S  elle-même;  il  faudrait  donc  que  la  sur- 
face S  fût  une  surface  de  niveau  par  rapport  aux  masses 
données. 

Si  la  somme  algébrique  des  masses  électriques  données 
était  nulle,  la  couche  équivalente  formée  sur  la  surface  S  se- 
rait composée  de  deux  quantités  égales  d'électricité  positive 
et  d'électricité  négative;  l'électricité  positive  occuperait  une 
partie  de  la  surface,  l'électricité  négative  l'autre  partie. 

ÉLECTRISATION    PAR   INFLUENCE. 

193.  Considérons  d'abord  un  corps  conducteur  A  commu- 
niquant avec  le  sol,  et  soumis  à  l'action  d'une  masse  élec- 
trique fixe  ç,  placée  en  un  point  extérieur  0.  Sous  l'influence 
de  la  masse  électrique  g,  il  se  forme  sur  le  corps  une  couche 
électrique  telle,  que  le  potentiel  V  de  celte  couche  et  de  la 
masse  q  soit  nul  à  Tintérieur  d'un  corps  A.  Dans  le  voisinage  du 

point  0,  le  terme  ->  l'emportant  sur  ceux  relatifs  à  la  couche, 
r 

donne  son  signe  au  potentiel.  Nous  remarquerons  d'abord  que 
le  potentiel  conserve  le  même  signe  dans  tout  l'espace;  car 
s'il  avait  en  un  point  P  un  signe  contraire  à  celui  qu*il  a  dans 
le  voisinage  du  point  0,  on  pourrait  former  autour  du  point  P 
une  surface  fermée  ne  comprenant  aucune  masse  électrique, 
et  sur  laquelle  le  potentiel  aurait  une  valeur  constante  com- 
prise entre  zéro  et  la  valeur  qu'il  a  en  P  :  ce  qui  est  impos- 
sible (n»  182). 
Supposons  que  la  masse   électrique   q   soit  positive,   le 
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poteniiel  a  une  valeur  nulle  dans  le  corps  A,  et  une  valeur 
positive  à  Texlérieur;  la  valeur  de  la  dérivée  -7-  sur  la  sur- 
face vers  Texlérieur  est  donc  positive,  et  par  conséquent  la 
densité  A  de  la  couche  est  négative  (n®177).  On  en  conclut 
que  le  corps  conducteur  A  est  chargé  d'une  quantité  d'élec- 
tricité q*  de  signe  contraire  à  q. 

Imaginons  une  sphère  enveloppant  à  la  fois  le  point  O  et  le 
corps  A;  d'après  l'équation  (6)  du  n*  187, 


47rR(9-4-g')=  rVrf<7; 


le  potentiel  ayant  une  valeur  positive,  l'intégrale  a  elle-même 
une  valeur  positive,  et  ronag-hç'>o.  Ainsi,  la  quantité 
d'électricité  induite  sur  un  corps  conducteur  communiquant 
avec  le  sol  est  égale  ou  inférieure  à  la  quantité  inductrice. 
Elle  lui  est  égale,  comme  nous  l'avons  vu  au  n«  181,  lorsque 
le  corps  conducteur  enveloppe  la  masse  induètrice. 

19fc.  Cherchons  le  rapport  2-  de  la  quantité  d'électricité  in- 
duite à  la  quantité  inductrice.  Considérons  le  volume  com- 
pris entre  une  surface  S,  infiniment  voisine  du  corps  A  et  l'en- 
veloppant, une  petite  sphère  décrite  du  point  0  comme 
rentre  avec  un  rayon  r,  et  une  sphère  décrite  d'un  point  arbi- 
traire P  comme  centre  avec  un  très-grand  rayon  R,  et  appli- 
quons à  ce  volume  l'équation  (d)  du  n*  185, 

/(UAV_VAU)rf.=./(u5-vf)rf.. 

dans  laquelle  nous  supposerons  que  V  désigne  le  potentiel 
précédent,  et  U  le  potentiel  de  la  couche  de  niveau  qui  se 
formerait  à  la  surface  du  corps  A,  si  ce  corps  était  isolé  et 
électrisé,  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune  masse  électrique 
extérieure.  L'intégrale  dans  le  premier  membre  s'étend  à  un 
volume  dans  lequel  n'est  située  aucune  masse  agissante;  en 
chacun  des  points  de  ce  volume  on  a  donc  AV  =  o,  AU  ~-  o, 
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Cl  par  conséquent  Tintégrale  est  identiquement  nulle.  L'in- 
légrale  dans  le  second  membre  doit  être  étendue  aux  trois 
surfaces  qui  limitent  le  volume  considéré.  Sur  la  grande 
sphère,  les  deux  potentiels  ont  des  valeurs  très-petites,  ei 
peuvent  être  exprimés  par  des  séries  convergentes  de  la  forme 

,.      a        b        c 


R  ^R»       R' 


on  en  déduit 


rfV      ^dU  _      liab'-^ba!) 
^rfR""^rfR-  S*  ^""' 

comme,  d'autre  part,  rf<T=  R'rfo>,  on  voit  que  Tîntégrale  re- 
lative à  la  grande  sphère  a  pour  limite  zéro,  quand  R  augmente 
indéOniment. 

Puisque,  dans  le  corps  A,  V  a  une  valeur  nulle,  et  U  une 
valeur  constante  Ui,  et  que  l'élément  de  normale  doit  ici 
être  porté  en  dedans,  l'intégrale  relative  à  la  surface  S  se  ré- 
duit à 

-U.  ^^rfc^  =  4î^?'U.. 
Désignons  par  Uo  la  valeur  de  U  au  point  0,  et  posons 

r 

V  étant  le  potentiel  de  la  couche  induite;  si  Ton  remplace  ds 
par  —  rfret  dtx  par  r'rfo),  on  reconnaît  que  l'intégrale  relative 
à  la  petite  sphère  a  pour  limite  ^-nqXi^'  L'équation  (d)  se  ré- 
duit donc  à 

o  =  47r(9'U,4-çU.), 
d'oij 

q  ""    u; 

Il  en  résulte  que  la  quantité  d'électricité  induite  sur  le  corps 
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conducteur  A  communiquant  avec  le  sol  par  une  masse  élec- 
trique donnée  reste  la  même,  quand  cette  masse  se  déplace  sur 
une  surface  de  nii^eau  du  corps  A  isolé,  et  la  quantité  induite 
est  d'autant  plus  petite  que  la  surface  de  niveau  est  plus 
grande. 

195.  S'il  y  avait  plusieurs  masses  électriques  fîxes  agissant 
sur  le  corps  conducteur  A  communiquant  avec  le  sol,  on  cher- 
cherait la  couche  induite  par  chacune  d'elles  et  on  les  super- 
poserait. 

Si  le  corps  conducteur  A  était  isolé,  et  primitivement  à 
l'état  neutre,  à  la  couche  Q'  induite  par  les  masses  élec- 
triques données,  quand  le  corps  A  communique  avec  le  sol, 
on  superposerait  la  couche  de  niveau  —  Q',  qui  s'établirait  à 
sa  surface  s'il  était  isolé,  sans  être  soumis  à  l'action  d'aucune 
masse  électrique  extérieure. 

Enfîn,  si  le  corps  A  était  isolé  et  chargé  primitivement 
d'une  quantité  d'électricité  donnée  Qi,  à  la  charge  induite  Q' 
on  superposerait  la  couche  de  niveau  Q,  —  Q'. 

On  peut  trouver  aisément  des  exemples  d'équilibre  de  cette 
sorte.  Soit  Y  le  potentiel  de  masses  fixes  données  9,  91,. . ., 
q',  q\,, , .,  S  une  surface  de  niveau  qui  enveloppe  une  partie 
d'entre  elles,  par  exemple  q',  g',,. . ..  On  peut  remplacer  les 
masses  q',  g',,.  - .  par  une  couche  égale  répandue  sur  la  sur- 
face S  (  n°  192);  si  l'on  appelle  V  le  potentiel  des  masses  q,  Çi,..., 
V"  celui  des  masses  q\  g',,. . .,  le  potentiel  de  la  couche  et 
des  masses  g,  gi, . . .  à  l'extérieur  de  S  étant  égal  à  V-h  V^V, 
•sera  constant  sur  la  surface  S,  et  par  conséquent  cette  couche 
est  en  équilibre  sous  l'influence  des  masses  q,  qi, 

196.  Considérons  maintenant  l'influence  réciproque  de  deux 
corps  conducteurs  A  et  B  isolés,  et  chargés  primitivement  de 
quantités  d'électricité  données  Q,  et  Qj.  On  ramène  ce  cas 
général  à  des  cas  plus  simples  par  la  méthode  de  Murphy. 
Soit  fi  la  couche  de  niveau  qui,  répandue  sur  A,  y  produit 
le  potentiel  i;  celte  couche,  supposée  fixe,  induira  sur  B, 
communiquant  avec  le  sol,  une  couche  —  q^.  La  couche  —  g,. 
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supposée  fixe,  induira  à  son  tour  sur  A,  communiquant  avec 
le  sol,  une  couche  q^;  celte  dernière,  supposée  fixe,  induira 
sur  B,  communiquant  avec  le  sol,  une  couche  — 94,  et  ainsi 
de  suite  indéfiniment.  Superposons  ces  diverses  couches,  nous 
aurons  sur  A  une  couche 

Q'i  =  9'  +  73-4-  5»  +  ...,    . 

sur  B  une  couche 

—  Q'a  =  —  ?>  —  ?4  —  g«— . . .  ; 

il  est  facile  de  voir  que  les  deux  couches  Q',  et  —  Q',  ont 
ensemble  un  potentiel  égal  à  i  sur  A,  à  zéro  sur  B,  et  par 
conséquent  sont  en  équilibre  sous  leur  action  mutuelle. 

De  même,  soit  q\  la  couche  de  niveau  qui,  répandue  surB, 
y  produit  le  potentiel  i.  Cette  couche,  supposée  fixe,  induira 
sur  A,  communiquant  avec  le  sol,  une  couche—  q\;  celle-ci, 
supposée  f\xe,  induira  sur  B,  communiquant  avec  le  sol,  une 
couche  q\,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Les  deux  couches 

répandues  sur  A  et  B,  ont  ensemble  un  potentiel  égal  à  i 
sur  B,  à  zéro  sur  A,  et,  par  conséquent,  constituent  un  nouvel 
état  d*équilibre. 

Concevons  maintenant  que  Ton  multiplie  la  densité  en 
chaque  point  dans  le  premier  état  d'équilibre  par  Vi,  la  densité 
en  Chaque  point  dans  le  second  état  par  V2,  les  quantités  V, 
et  Vs  satisfaisant  aux  deux  équations 

-V.Q',-f-V,Q';=:.Q„ 

et  que  l'on  superpose  les  deux  nouveaux  états  d'équilibre 
ainsi  obtenus,  on  aura  l'état  d'équilibre  réciproque  des  deux 
quantités  d'électricité  données  Q,  et  Qa,  répandues  sur  A  et  B. 
Le  potentiel  de  l'ensemble  aura  les  valeurs  constantes  V, 
sur  A,  V,  sur  B.  Si  l'on  donnait  les  valeurs  V,  et  Vj  du  polen» 
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tiel  sur  A  et  B,  les  mêmes  équations  détermineraient  les  cou- 
ches Q,  et  Q,. 

On  peut  trouver,  comme  précédemment,  des  exemples  d*é- 
quilibre  de  cette  nouvelle  espèce.  Soit  V  le  potentiel  de 
masses  fixes  données,  S  et  S'  deux  surfaces  de  niveau  qui  en  - 
veloppent,  la  première  une  partie  des  masses  9,  fi, . . . ,  la  se- 
conde toutes  les  autres  q\  q\,.,..  On  peut  remplacer  les 
masses  g,  ^i,. . .  par  une  couche  égale  répandue  sur  la  sur- 
face S,  et  de  même  les  masses  q\  9', , . . . ,  par  une  couche  égale 
répandue  sur  S';  le  potentiel  de  l'ensemble  de  ces  deux  cou- 
ches à  Texlérieur  est  égal  à  V'4- V"  =  V;  il  a  une  valeur  con- 
stante sur  S  ei  une  autre  valeur  constante  sur  S',  et,  par  con- 
séquent, les  deux  couches  sont  en  équilibre  sous  l'influence 
de  leur  action  mutuelle. 


TBÀYAIL  DBS  FOICBS  ÉLBGTBIQUB8.  O^l 

CHAPITRE  IIL 

TRAVAIL  DES  FORŒS  ÉLECTRIQUES. 

Travail  des  forces  électriques.  —  Énergie  électrique.  —  Décharge  d'une  bou- 
teille de  Leyde.  —  Décharge  d'une  batterie.  —  Travail  des  forces  mogné- 
tiques. 

197.  Le  jeu  des  machines  électriques  développe  des  quan- 
tités égales  d'électricité  positive  et  d'électricité  négative. 
Quand  les  corps  électrisés  sont  bons  conducteurs,  si  on  les 
met  ensuite  en  communication  les  uns  avec  les  autres,  toute 
électricité  libre  disparaît,  et  le  système  revient  à  l'état  neutre. 
Lorsque,  par  une  cause  quelconque,  il  y  a  déplacement  des 
fluides  électriques,  ou  mouvement  des  corps  électrisés  eux- 
mêmes,  ce  changement  dans  l'état  du  système  est  accom* 
pagné  d'un  travail  des  forces  électriques.  Si  Ton  appelle  dq 
et  dq'  deux  masses  électriques  infiniment  petites,  r  leur  dis- 
tance mutuelle,  le  travail  élémentaire  des  forces  électriques  a 
pour  expression 

le  signe  somme  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  des 
masses  électriques  deux  à  deux.  Nous  poserons 

ce  qui  donne 

rf6=-rfW. 

Lorsque  le  système  passe  de  l'état  i  à  l'état  i,  le  travail  des 
forces  électriques  est 

6  =  W,  -  W,. 

i6 
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fiNBRGIB  ÉLBGTRIQUB. 

198.  La  valeur  de  la  fonction  W,  dans  un  état  quelconque 
du  système,  est  le  travail  que  développeraient  les  forces  élec- 
triques, si  le  système  revenait  à  l'état  neutre;  car  on  aurait, 
dans  ce  cas,  W,  =  o  et,  par  suite,  ©  =  W,.  Le  système  reve- 
nant de  lui-même  à  l'état  neutre,  quand  on  établit  la  commu- 
nication, on  en  conclut  que  la  quantité  W  a  toujours  une 
valeur  positive.  Nous  l'appellerons,  par  analogie,  énergie  po^ 
tentielle  du  système  électnséy  ou,  plus  simplement,  énerve 
électrique. 

Inversement,  pour  électriser  le  système  par  le  mouvement 
d'une  machine,  il  faut  dépenser  une  quantité  de  travail  moteur 
égale  à  l'énergie  potentielle  qu'on  veut  lui  communiquer.  En 
général,  le  travail  des  forces  électriques,  pour  un  changement 
quelconque,  est  égal  à  la  variation  qu'éprouve  Ténergie  po- 
tentielle, quand  on  passe  du  premier  état  au  second. 

L'énergie  électrique  est  une  nouvelle  forme  de  l'énergie. 
Lorsqu'on  charge  une  batterie  électrique,  on  transforme  une 
certaine  quantité  de  travail,  ou  d'énergie  mécanique,  en  une 
quantité  égale  d'énergie  électrique,  et  réciproquement,  dans 
la  décharge  de  la  batterie,  une  certaine  quantité  d'énergie 
électrique  se  transforme  en  une  quantité  égale  d'énergie  mé- 
canique ou  d'énergie  calorifique. 

199.  On  peut  exprimer  l'énergie  potentielle  W  d'un  sys- 
tème de  masses  électriques  à  l'aide  de  la  fonction  V,  que 
nous  avons  nommée  le  potentiel  du  système,  La  somme 


W: 


dq  dq' 


renferme  les  combinaisons  de  toutes  les  masses  élémentaires 
deux  à  deux.  Considérons  les  combinaisons  d'une  masse  élé- 
mentaire déterminée  dq  avec  chacune  des  autres  masses,  nous 
obtiendrons  la  somme  partielle 

r 


"^T-î- 
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Maîs^—  esl  la  valeur  du  potentiel  V  de  tout  le  système  au 

point  où  est  située  la  masse  dq  ;  la  somme  partielle  est  donc 
Ydq.  De  même,  les  combinaisons  d'une  autre  masse  détermi- 
née  dq'  avec  chacune  des  autres  donneront  la  somme  partielle 
V  dq'y  V  étant  la  valeur  du  potentiel  au  point  où  est  placée  la 

masse  dq'\  on  a  ainsi  Ndq  -h  y* dq*  H-  . . .  ou^Vrfg.  Mais,  de 

cette  manière»  chaque  combinaison  a  été  répétée  deux  fois; 
par  exemple,  la  combinaison  des  deux  masses  dq  et  dq*  est 
entrée,  une  première  fois,  dans  la  somme  partielle  ydq^  une 
seconde  fois  dans  y'dq'.  Il  faut  donc  prendre  la  moitié  du 
résultat,  et  l'on  a  la  relation 

(1)  W  =  i2VrfgC). 

200.  Considérons  un  système  de  corps  conducteurs  A,  B, 
C,...,  sur  lesquels  sont  répandues  des  charges  électriques 
Qi>  Q»>  Q»» L'équilibre  électrique  étant  établi,  le  poten- 
tiel a  une  valeur  constante  V,  dans  le  corps  A,  une  autre  va- 
leur constante  Va  dans  le  corps  B, . . . .  Dans  la  somme ^  Ve/g, 
les  termes,  qui  se  rapportent  aux  différentes  masses  électri- 
ques répandues  sur  le  corps  A,  donnent  une  somme  partielle 

Vi'V  rf/  ou  V,  Q,;  de  même,  les  termes  qui  se  rapportent  aux 

masses  électriques  répandues  sur  le  corps  B,  donnent  la  somme 
partielle  V>  Q^, . . .  ;  la  relation  (i)  devient  ainsi 

(2)  W  =  ;^(V.Q.  4-V,Q,4-...). 

Remarquons  que,  si  un  corps  est  resté  complètement  isolé 
pendant  qu'on  a  chargé  le  système,  et  par  conséquent  n'a  été 


(*)  La  quantité  \vrfy  eat  ce  que  Béer  appelle  le  potentiel  des  masses  élec- 
triques sur  elles-mêmes,  de  sorte  que  ce  que  j'appelle  ici  l'énergie  potentielle 
des  masses  électriques  n'est  autre  chose  que  la  moitié  de  ce  potentiel. 

i6. 
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électrisé  que  par  influence,  ce  corps  conlenant  des  quantités 
égales  d'électricité  positive  et  d'électricité  négative,  sa  charge 
Q  est  nulle,  ainsi  que  le  terme  correspondant  de  l'énergie. 

Si  l'un  des  corps  communique  avec  la  terre,  la  terre  et  ce 
corps  réunis  seront  regardés  comme  l'un  des  corps  du  sys- 
tème; à  cause  de  la  grandeur  du  globe  terrestre,  le  potentiel 
y  est  sensiblement  nul.  Comme  la  quantité  d'électricité  libre 
développée  par  la  machine  a  une  valeur  finie,  le  terme  cor- 
respondant dans  l'expression  de  l'énergie  est  aussi  nul.  Ainsi, 
les  corps  électrisés  par  influence,  et  ceux  qui  communiquent 
avec  la  terre,  donnent  des  termes  nuls  dans  l'expression  de 
l'énergie  potentielle  du  système. 

Il  est  clair  que  la  quantité  de  travail  nécessaire  pour  com- 
muniquer à  un  corps  une  charge  électrique  donnée  est  mini- 
mum, lorsque  le  corps  est  parfaitement  conducteur;  car,  si 
Ton  imagine  une  autre  distribution  à  l'aide  de  résistances  in- 
térieures, telles  que  celles  qui  existent  dans  les  corps  impar- 
faitement conducteurs,  et  que  l'on  suppose  ensuite  que  ces 
résistances  diminuent  peu  à  peu,  le  fluide  reviendra  à  la  pre- 
mière distribution,  en  surmontant  les  résistances,  et  par  con- 
séquent accomplissant  un  travail  positif. 

DÉCHARGE   d'uNE   BOUTEILLE  DE   LEYDE. 

âOl.  Considérons  une  bouteille  de  Leyde  à  armatures  com- 
plètes. On  met  l'armature  intérieure  en  communication  avec 
une  source  d'électricité  qui  possède  un  potentiel  Vi,  et  l'ar- 
mature extérieure  avec  le  sol  ;  quand  la  bouteille  est  chargée 
à  refus,  l'armature  intérieure  a  acquis  le  même  potentiel  Y., 
et  s'est  chargée  d'une  quantité  H-  Q,  d'électricité.  Il  s'est  pro- 
duit sur  l'armature  extérieure  une  charge  égale  —  Q,  d'élec- 
tricité contraire,  et  sur  cette  armature  le  potentiel  Ys  est  nul. 
La  bouteille  présente  alors  un  eut  particulier  d'équilibre  que 
nous  avons  étudié  au  n^l89;  son  potentiel  à  l'extérieur  étant 
nul,  elle  n'exerce  aucune  action  sur  les  corps  environnants  et 
se  comporte  à  leur  égard  comme  un  corps  neutre.  Cependant 
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elle  renferme  une  quantité  d'énergie  -égale  à 


W=iv,Q.. 


Nous  avons  trouvé  (  n*  180) 

V.S. 


Q.= 


4^«i' 


si  Ton  désigne  par  X  le  rapport  -^-^^  qui  est  une  constante 

pour  la  bouteille  donnée,  on  a 

V.^XQ., 
et,  par  suite, 

W  =  iXQî. 

a 

Ainsi  l'énergie  potentielle  d*une  bouteille  de  Leyde  est  prO' 
portionnelle  au  carré  de  la  charge. 

Cette  énergie  se  manifeste  lorsqu'on  réunifies  deux  arma- 
tures par  un  excitateur;  la  bouteille  se  décharge  complète- 
ment, et  il  y  a  production  d'une  quantité  de  travail  -  XQj,  qui 

se  traduit  par  une  étincelle  et  par  un  échauffement  du  fil  de 
communication. 

Une  partie  de  l'énergie  intérieure  est  employée  à  vaincre  la 
résistance  de  l'air,  c'est-à-dire  à  produire  l'étincelle;  le  reste 
se  change  en  énergie  calorifique. 

Quand  le  (il  de  communication  est  gros  et  court,  l'étincelle 
est  énergique,  et  réchauffement  du  conducteur  très-faible. 
Quand  le  &1  est  long  et  (in,  l'étincelle  est  faible,  mais  le  (il 
s'échauffe  davantage. 

Plusieurs  expériences  confirment  les  résultats  de  cette  théo- 
rie. H.  Riess  a  interposé  une  lame  de  mica  ou  une  carte  sur 
le  passage  de  l'étincelle,  et  il  a  constaté  qu'alors  réchauffe- 
ment du  (il  est  plus  faible.  La  résistance  à  vaincre  étant  plus 
grande,  l'étincelle  a  absorbé  une  plus  grande  partie  de  l'é- 
nergie. 
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Si  l'on  réuDÎt  les  deux  armatures  par  un  fil  très-long  et  très- 
fin,  rétincelle  devient  très-faible  et  le  travail  correspondant 
négligeable.  En  opérant  dans  ces  conditions,  M.  Riess  a 
trouvé,  bien  avant  la  théorie,  que,  si  Ton  donne  à  une  même 
bouteille  des  charges  différentes,  la  quantité  de  chaleur  dé- 
gagée est  proportionnelle  au  carré  de  la  charge. 

DÉCHARGE  d'uNB   BATTERIE. 

202.  Considérons  une  batterie  formée  de  n  bouteilles  iden- 
tiques. On  les  charge  séparément  avec  une  même  source; 
chacune  d'elles  prend  une  charge  Çt,  et  Ton  a,  en  appelant  Vi 
le  potentiel  sur  la  source, 

Si  Ton  réunit  alors  toutes  ces  bouteilles,  l'équilibre  subsiste, 
puisqu'elles  n'exercent  aucune  action  les  unes  sur  les  autres» 
et  que  le  potentiel  est  le  même  sur  toutes  les  armatures  inté- 
rieures. La  charge  totale  est  la  même  que  si  la  batterie  avait 
été  mise  directement  en  relation  avec  la  source.  L'énergie 
potentielle  de  la  batterie  est  donnée  par  la  formule 

2  2 

Q,  désignant  la  charge  totale  de  la  batterie. 

Une  batterie  électrique  de  n  bouteilles  égales  est  donc  équi- 
valente à  une  bouteille  unique  de  même  épaisseur,  dont  la 
surface  serait  n  fois  plus  grande  que  la  surface  de  chacune 
des  bouteilles  qui  la  composent. 

On  en  déduit  aussi 

2      n 

L'énergie  d'une  batterie  est  proportionnelle  au  carré  de  la 
charge  et  en  raison  inverse  du  nombre  des  bouteilles.  Cette  loi 
a  été  découverte  expérimentalement  par  M.  Riess. 

203.  Étudions  maintenant  les  décharges  incomplètes.  Pre- 
nons deux  batteries,  l'une  de  n  bouteilles,  l'autre  de  n'  bou- 
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teilles,  toutes  identiques.  Chargeons  la  première  batterie  à 
refus,  comme  à  l'ordinaire;  l'énergie  potentielle  de  cette  bat- 
terie est  alors 

La  deuxième  batterie  étant  à  Tétai  neutre,  on  réunit  les  arma- 
tures intérieures  des  deux  batteries;  la  charge  nq,  se  répand 
alors  sur  les  n-^n'  bouteilles»  et  chacune  d'elles  prend  une 
charge 

nq, 


?.= 


n' 


On  a  maintenant  une  nouvelle  batterie  composée  de  n  - 
bouteilles;  sur  les  armatures  intérieures  le  potentiel  est 

son  énergie  potentielle  est 

W'=i(ii-+-ii')V,ç',  =  W      ^ 


a  '  '     .  * .  n  -h  n' 


Le  travail  accompli  pendant  cette  transformation  est  égal  à  la 
diminution  W  —  W  d'énergie  potentielle 


Cette  formule  avait  été  trouvée  aussi  par  H.  Riess  à  l'aide  (fe 
l'expérience. 

20i^.  Étudions  encore  la  charge  par  cascade.  Supposons 
plusieurs  batteries  réunies  en  cascade,  la  première  compre- 
nant /Il  bouteilles,  la  seconde  n»,  la  troisième  /i.,. . ..  Toutes 
ces  boutelles  sont  identiques;  l'armature  extérieure  de  la  der- 
nière batterie  communique  avec  le  sol,  l'armature  intérieure 
de  la  première  avec  une  source  dont  le  potentiel  est  Vi.  L'ar- 
mature intérieure  de  la  première  batterie  prend  une  charge 
-I-  Q,;  il  se  produit  une  charge  —  Q,  sur  l'armature  extérieure 
de  la  première  batterie  et  une  charge  H-  Qi  sur  l'armature  in- 
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térieure  de  la  seconde,  le  potentiel  sur  ces  deux  conducteurs 
réunis  étant  V,;  de  roêmey  il  y  a  une  charge  —  Qs  sur  l'arma- 
ture extérieure  de  la  seconde  et  une  charge  H-  Qs  sur  l'arma* 
ture  intérieure  de  la  troisième,  le  potentiel  étant V»,  ...;  le 
potentiel  sur  la  dernière  armature  est  nul.  On  aura  donc 

ou 

W=iv.Q., 

ce  qui  est  évident  à  priori,  d'après  une  remarque  faite  au 
n«200. 

Pour  une  bouteille  dont  la  charge  est  91,  on  a,  en  général, 
d'après  la  relation  trouvée  au  n"*  180, 

„_(v.-v»)S. 

Vi  et  Vs  étant  les  valeurs  du  potentiel  sur  l'armature  inté- 
rieure et  sur  l'armature  extérieure;  si  l'on  pose,  comme  pré- 

Une 

cédemment,  X  =  ^^— ^>  on  en  déduit 

Dans  la  première  batterie,  la  charge  de  chaque  bouteille  étant 
égale  à  —  1  on  a 

V.-V,  =  )l^. 
ni 

On  obtient  de  même,  pour  les  batteries  suivantes, 


et,  pour  la  dernière. 


n% 
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En  ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 

Q.  ^  Qs  ^      \ 
rh       n,  / 


'■-fê 


Supposons  encore  les  bouteilles  parfaitement  fermées;  alors 
les  charges  des  deux  armatures  de  chacune  d'elles  sont  égales, 
et  Ton  a 

Q.  =  Q,  =  Q,=:..,, 

d'où 


et 


Telle  est  l'énergie  potentielle  de  l'ensemble  des  batteries; 
c'est  le  .travail  qu'il  faut  dépenser  pour  les  charger,  ou  la  cha- 
leur dégagée  pendant  la  décharge.  M.  Kiess  avait  trouvé,  par 
l'expérience,  pour  deux  batteries. 


TRAVAIL  DES   FORGES   MAGNÉTIQUES. 

205.  Les  considérations  précédentes  s'appliquent  aux  corps 
aimantés;  dans  les  idées  de  Coulomb,  on  admet  qu'il  existe 
deux  fluides  magnétiques,  analogues  aux  fluides  électriques; 
l'aimantation  consiste  dans  la  séparation  de  ces  deux  fluides; 
mais,  tandis  que  les  fluides  électriques  peuvent  se  séparer 
effectivement  et  passer  d'un  corps  dans  un  autre,  la  séparation 
des  fluides  magnétiques  ne  s'opère  que  dans  les  particules  du 
corps,  de  sorte  que  chacune  d'elles  contient  toujours  des 
quantités  égales  des  deux  fluides.  La  loi  de  l'action  étant  tou- 
jours celle  du  carré  de  la  distance,  on  évaluera  le  travail  des 
forces  magnétiques,  comme  on  a  évalué  celui  des  forces  élec- 
triques, à  l'aide  de  la  fonction 


w=2 
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Considérons  un  système  formé  de  deux  corps  aimantés  A 
etB;  la  fonction  W  se  compose  de  trois  parties,  les  deux 
premières,  que  nous  désignerons  par  W«  et  W*,  se  rapportant 
à  l'action  de  chacun  des  aimants  sur  lui-même;  la  troisième, 
W«,A,  à  l'action  des  deux  aimants  l'un  sur  l'autre.  Si  l'on  appelle 
y  m  et  Va  les  potentiels  des  deux  aimants,  on  a 

dq  désignant  un  élément  du  premier  aimant,  dq'  un  élément 
du  second.  Si  les  deux  aimants  sont  constants,  leurs  éner- 
gies W«,  Wa  restant  constantes,  le  travail  provient  uniquement 
du  mouvement  relatif  des  deux  aimants,  et  l'on  a 

Nous  avons  vu  (n®  192]  que  l'action  extérieure  d'un  systèone 
de  masses  électri(]ues  données  est  égale  à  celle  d'une  couche 
égale  répandue,  suivant  une  certaine  loi,  sur  une  surface  qui 
les  enveloppe.  L'action  extérieure  d'un  aimant  est  donc  la 
même  que  celle  d'une  couche  répandue  sur  la  surface  de  l'ai- 
mant et  formée  de  quantités  égales  des  deux  fluides  ;  on  pourra 
donc,  dans  le  calcul  de  l'action  extérieure  d'un  aimant,  sub- 
stituer cette  couche  à  l'aimant. 
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CHAPITRE  IV. 

HYPOTHÈSE  D'UN  SEUL  FLUIDE. 


206.  La  théorie  des  phénomènes  d'électricité  statique  re- 
pose tout  entière  sur  la  loi  de  Coulomb.  Les  théorèmes  que 
nous  avons  démontrés,  et  qui  ont  été  vérifiés  par  l'expérience, 
sont  la  conséquence  de  cette  loi  fondamentale.  Pour  énoncer 
la  loi  de  Coulomb,  et  les  conséquences  que  nous  en  avons  dé- 
duites, nous  nous  sommes  servi  de  l'hypothèse  des  deux 
fluides  électriques;  mais  il  est  clair  que  ce  n'est  là  qu'une 
manière  de  parler,  et  que  la  vérité  de  la  théorie  est  Indépen- 
dante de  cette  hypothèse,  ou  de  toute  autre  que  l'on  pourrait 
faire  sur  la  nature  de  l'électricité. 

Dans  le  siècle  dernier,  Franklin  est  parvenu  à  représenter 
les  phénomènes  d'électricité  statique  à  l'aide  d'un  seul  fluide; 
mais  alors  il  faut  faire  intervenir  l'action  de  la  matière  pon- 
dérable. Chaque  élément  de  volume  est  considéré  comme 
renfermant  une  certaine  quantité  de  matière  pondérable  et 
une  quantité  de  fluide  électrique.  On  admet  qu'il  y  a  attrac- 
tion entre  deux  masses  de  matière  pondérable  et  aussi  entre 
la  matière  pondérable  et  la  matière  électrique,  répulsion  entre 
deux  masses  de  matière  électrique,  et  que  ces  forces  varient 
toutes  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distancet- 

Considérons  d'abord  l'action  d'un  élément  de  volume  A 
renfermant  une  masse  pondérable  M,  et  une  masse  électrique 
fi  sur  une  masse  électrique  m'  placée  à  la  distance  r.  Cette 

action  se  compose  de  deux  forces,  l'une  attractive*^^ — j— > 
l'autre  répulsive  "^^-^ — ;  leur  résultante  est 
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Si  l'on  a  /iM--/,/jl=:o,  ou  ^  =  =5?  la  résultante  est  nulle, 

et  l'élément  A  est  dit  à  l'état  neutre;  cet  élément  n'exerce 
aucune  action  sur  la  matière  électrique  environnante.  Si  Ton 
suppose  que  le  coefficient/^  soit  très-grand  par  rapport  à/,  la 
masse  électrique  [l  sera  très-petite  par  rapport  à  la  masse  pon- 
dérable M.  Ainsi  un  corps  est  à  l'état  neutre,  lorsque  la  quan- 
tité de  matière  électrique  qu'il  renferme  est  dans  un  rapport 
déterminé  avec  la  quantité  de  matière  pondérable. 

207.  Considérons  maintenant  l'action  mutuelle  de  deux 
éléments  de  volume  A  et  B  à  l'état  neutre;  le  premier  ren- 
ferme une  masse  pondérable  M  et  une  masse  électrique  f£,  le 
second  une  masse  pondérable  M'  et  une  masse  électrique  a% 
et  l'on  a 

M  ~"  M  ■"  /, 

Cette  action  est  la  résultante  de  quatre  forces 

r'  r'  r*  r* 

savoir  :  l'attraction  des  masses  pondérables  M  et  M%  Tattrac- 
tion  de  la  masse  pondérable  M  sur  la  masse  électrique  fi', 
l'attraction  de  la  masse  pondérable  M'  sur  la  masse  électrique 
fx,  et  enfin  la  répulsion  des  masses  électriques  /a  et  |cx^  Cette 
résultante  se  réduit  à 

MM' 

P 
Si  l'on  représente  par  cp  la  constante/-*-  ^j  elle  se  met  sous 

la  forme  simple 

©MM' 

c'est  l'attraction  universelle,  ou  la  gravitation. 

208.  Un  corps  électrisé  est  un  corps  qui  renferme  une  quan- 
tité de  matière  électrique  plus  grande  ou  plus  petite  que  la 


{f-î} 
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quantité  que  nous  venons  de  définir,  et  qui  constitue  l'état 

neutre.  Il  est  électrisé>  positivement  si  la  matière  électrique 

est  en  excès,  négativement  si  elle  est  en  défaut. 

Cherchons  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  de  volume 

électrisés  A  et  B,  renfermant,  le  premier  une  masse  pondé- 

f  M 
rable  M  et  une  masse  électrique  ^ — h  m,  le  second  une 

f  M' 
masse  pondérable  M' et  une  masse  électrique  "^ — h  m';  celle 

action  est  la  résultante  des  quatre  forces 


c'est-à-dire 


ou 


MM 


9MM^       f,mm' 


©MM'        .  ....       1  j      f^mm! 

Le  premier  terme  - — ; —  est  la  gravitation,  le  second  —  ^ — - — 

l'action  électrique.  En  faisant  abstraction  de  la  gravitation,  et 
ne  considérant  que  l'action  électrique,  on  voit  qu'il  y  a  répul- 
sion si  les  corps  sont  électrisés  dans  le  même  sens,  attraction 

s'ils  sont  électrisés  en  sens  contraires.  L'expression  —  •■^^— ^ — 

de  la  force  électrique  ne  dépend  que  des  excès  positifs  ou 
négatifs  m  et  m';  ces  excès  sont  ce  que  nous  appellerons  les 
quantités  d'électricité  libre^  contenues  dans  les  volumes  Â 
et  B.  On  retrouve  ainsi  la  loi  de  Coulomb.  L'hypothèse  d'un 
seul  fluide,  combinée  avec  l'action  de  la  matière  pondérable, 
rend  donc  compte  des  phénomènes,  exactement  de  la  même 
manière  que  s'il  y  avait  deux  fluides  différents. 
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On  pourrait  même  se  dispenser  d'admettre  qu'il  y  a  attrac- 
tion entre  deux  masses  de  matière  pondérable;  l'attraction  de 
la  matière  pondérable  sur  la  matière  électrique  suffirait  pour 
produire  la  gravitation.  Ceci  revient  à  supposer /==  o  ;  d'où 

209.  Si  l'on  adopte  comme  plus  probable  l'hypothèse  d'un 
seul  fluide,  il  est  naturel  de  supposer  que  ce  fluide  n'est  autre 
chose  que  l'éther,  par  les  vibrations  duquel  on  explique  les 
phénomènes  lumineux.  Toutefois  l'expérience  apprend  qu'il 
n'y  a  pas  de  phénomènes  électriques  dans  le  vide,  c'est-à-dire 
en  l'absence  de  toute  matière  pondérable.  Il  semble  résulter 
de  là  que  l'on  doit  appeler y?£/i£/«  électrique  contenu  dans  un 
volume  donné,  non  pas  la  quantité  totale  d'éther  qu'il  ren- 
ferme, mais  la  somme  des  atmosphères  d'éther  qui  entourent 
les  molécules  pondérables  (n"  2),  c'est-à-dire  l'excès  de  la 
quantité  totale  d'éther  que  contient  le  volume  sur  la  quantité 
qu'il  contiendrait  sans  la  présence  des  molécules  pondérables. 
Pour  expliquer  les  phénomènes  électriques,  il  suffira  d'ad- 
mettre que  la  matière  pondérable  attire  l'éther  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance,  et  que  l'action  mutuelle  de  deux 
atmosphères  d'éther  est  proportionnelle  au  produit  de  leurs 
masses  et  aussi  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

Nous  ferons  remarquer,  à  ce  propos,  que  la  théorie  des 
phénomènes  lumineux  semble  exiger  une  loi  d'action  toute 
différente  entre  les  molécules  voisines  de  l'éther.  L'énorme 
vitesse  de  propagation  des  ondes  lumineuses  indique  d'abord 
que  la  force  qui  s'exerce  entre  deux  molécules  voisines  est 
très-énergique.  Les  recherches  théoriques  de  Cauchy  montrent 
que,  dans  un  milieu  isotrope,  comme  l'éther  libre  répandu 
dans  le  vide,  peuvent  se  propager  deux  sortes  de  vibrations, 
les  unes  transversales,  les  autres  longitudinales,  avec  des  vi- 
tesses très-différentes;  l'existence  des  unes  et  des  autres  dé- 
pend de  la  loi  des  forces  moléculaires.  On  attribue  les  phéno- 
mènes lumineux  aux  vibrations  transversales.  En  suivant  la 
méthode  de  Cauchy,  j'ai  fait  voir  que,  pour  que  les  vibrations 
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transversales  puissent  se  propager,  il  est  nécessaire  que  la 
force  répulsive  qui  s'exerce  entre  deux  molécules  voisines 
d'élher  varie  en  raison  inverse  d'une  puissance  de  la  distance 
plus  élevée  que  la  quatrième.  L'étude  des  lois  de  la  propaga- 
tion de  la  lumière  dans  les  milieux  biréfringents  semble  indi- 
quer que  cette  puissance  est  précisément  la  sixième,  et  l'ab- 
sence de  dispersion  dans  le  vide  conduit  à  la  même  conclu- 
sion. Il  y  a  contradiction  apparente  entre  ces  deux  lois;  mais 
il  est  probable  que  les  phénomènes  lumineux  sont  dus  à  l'ac- 
tion immédiate  des  molécules  d'éther  sur  les  molécules  les 
plus  voisines,  tandis  que,  dans  l'ordre  d'idées  où  nous  nous 
plaçons  actuellement,  la  force  électrique  proviendrait  de  l'ac- 
tion de  ressort  ou  de  l'élasticité  des  atmosphères  d'éther  qui 
entourent  les  molécules  pondérables. 
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CHAPITRE  V. 

THÉORIE  DES  œURANTS  ÉLECTRIQUES. 


Considérations  préliminaires.  —  Loi  de   Ohm.  —  Conducteurs  linéaires.  — 
Travail  des  forces  électromotrices.  —  Loi  de  Joule. 


CONSIDERATIONS   PRÉLIMINAIRES. 

210.  Lorsque,  dans  un  corps  conducteur,  le  potentiel  a  la 
même  valeur  en  chaque  point,  il  y  a  équilibre  électrique;  mais 
si  cette  fonction  n'a  pas  la  même  valeur  en  chaque  point,  il  y 
a  mouvement  de  l'électricité.  Ce  mouvement  constitue  le 
phénomène  des  courants.  Lorsque  le  potentiel  est  une  fonc- 
tion de  ^,  r,  Zj  indépendante  du  temps,  le  mouvement  élec- 
trique arrive  presque  instantanément  à  un  régime  régulier  et 
permanent;  c'est  le  cas  que  nous  nous  proposons  d'étudier  en 
ce  moment. 

La  force  qui  agit  en  chaque  point  sur  l'unité  de  masse,  pour 

d\ 
produire  le  mouvement  électrique,  est  —  -r-»  rf/i  étant  un 

élément  de  la  normale  à  la  surface  de  niveau  qui  passe  en  ce 
point;  on  lui  a  donné  le  nom  de  force  électromotrice.  L'élec- 
tricité, se  mouvant  à  travers  le  réseau  des  molécules  pondé- 
rables, choque  ces  molécules  et  leur  communique  une  partie 
de  sa  force  vive,  ce  que  l'on  reconnaît  par  réchauffement  du 
conducteur.  On  peut  évaluer  l'effet  moyen  de  cette  commu- 
nication de  fonce  vive,- comme  dans  le  frottement  ordinaire,  à 
l'aide  d'une  résistance  fictive  opposée  par  le  milieu  pondérable, 
et  dirigée  en  sens  contraire  de  la  vitesse.  On  considérera  donc 
chaque  masse  infiniment  petite  m  d'électricité  comme  soUi- 

citée  par  deux  forces,  la  force  électromolrice  *"  =  ""  '^  ^' 
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qui  agit  sur  elle,  et  la  résistance  R  du  milieu  pondérable. 
L'expérience  apprend  que^  dès  que  la  force  électromotrice 
cesse  d'agir,  c'est-à-dire  dès  que  le  potentiel  devient  constant, 
le  mouvement  de  l'éleclricilé  s'arrête  aussitôt.  Les  choses  se 
passent  comme  lorsqu'un  corps  se  meut  dans  un  milieu  résis- 
tant dont  la  densité  est  très-grande  par  rapporta  celle  du  corps. 

211.  Au  moment  où  la  force  F  cesse  d'agir,  la  masse  élec- 
trique m  est  animée  d'une  vitesse  u  et  possède  une  force  vive 

;  elle  n'est  plus  soumise  alors  qu'à  la  résistance  du  milieu 

pondérable,  et,  après  avoir  parcouru  un  chemin  rectiligne 
très-petit  /,  elle  s'arrête.  Le  travail  de  la  résistance  pendant 
ce  trajet  étant  égal  à  la  force  vive,  on  a  l'équation 


/ 


dans  laquelle  ds  désigne  un  élément  de  chemin  parcouru,  et 
R'  la  résistance  décroissante.  Cette  résistance  R'  étant  plus 
petite  que  la  résistance  R  qui  correspond  à  la  vitesse  u,  l'inté- 
grale est  moindre  que  R/,  et  par  conséquent  on  a  R  >  — j-  • 

Considérons  maintenant  un  courant  permanent  dans  un  fîl 

d'égale  section  et  disposé  suivant  un  cercle  dé  rayon  L;  la 

masse  électrique  m  est  animée  d'un  mouvement  circulaire  et 

uniforme,  dont  l'accélération  est  dirigée  vers  le  centre  et  égale 

m' 
à  -r-;  la  résultante  des  deux  forces  F  et  R  qui  sollicitent  la 

masse  m  est  dirigée  suivant  le  rayon  et  égale  à  -j— ;  la  force  R 

étant  plus  grande  que  — j  9  le  rapport  de  la  résultante  à  cette 

force  Restmoindrequej-;  c'est  un  rapport  très-petit,  si,  comme 

nous  l'admettons,  la  distance  /  parcourue  pendant  que  le  cou- 
rant s'arrête  est  très-petite  relativement  à  L.  La  diagonale  du 
parallélogramme  étant  très- petite  par  rapport  à  l'un  des  côtés 
R,  les  deux  forces  F  et  R  sont  à  peu  près  égales  et  opposées. 

'7 
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Puisque  la  résistance  R  est  dirigée  en  sens  contraire  de  la 
vitesse,  on  en  conclut  que  la  direction  de  la  vitesse  u  coïn- 
cide sensiblement  avec  celle  de  la  force  électromotrice  F. 

Il  résulte  de  là  qu'une  masse  électrique  quelconque  m  décrit 
dans  le  conducteur  une  ligne  à  peu  près  orthogonale  aux  surfaces 
de  niveau.  Si  l'on  conçoit  le  volume  du  conducteur  décomposé 
en  une  série  de  canaux  orthogonaux  ayant  pour  sections  les 
divers  éléments  d'ss  d'une  surface  de  niveau,  le  mouvement 
s'opérant  dans  chacun  d'eux  séparément,  on  pourra  regarder 
le  mouvement  général  de  l'électricité  dans  le  conducteur 
comme  la  réupion  de  tous  ces  courants  linéaires.  Les  masses 
électriques  voisines  de  la  surface  du  conducteur  ayant  des 
vitesses  parallèles  à  cette  surface,  il  en  résulte  que  les  sur- 
faces de  niveau  coupent  orthogonal ement  la  surface  du  con- 
ducteur. 

212.  L'hypothèse  d'un  fluide  unique  se  prête,  aussi  bien 
que  celle  des  deux  fluides,  à  l'établissement  de  la  théorie.  Si 
l'on  adopte  l'hypothèse  d'un  fluide  unique,  on  supposera  que 
ce  fluide,  sollicité  par  la  force  électromotrice,  se  meut  dans 
le  sens  de  la  force;  on  pourra,  si  l'on  veut,  comparer  le  mou- 
vement du  fluide  électrique  dans  l'un  des  canaux  linéaires  au 
mouvement  de  Teau  dans  un  tuyau  :  l'intensité  du  courant 
est  la  quantité  de  fluide  di  qui  traverse  la  section  dtù  du  canal 
pendant  l'unité  de  temps. 

Dans  l'hypothèse  des  deux  fluides,  comme  la  force  électro- 
motrice les  sollicite  dans  des  sens  contraires,  on  devra  ad- 
mettre la  coexistence  de  deux  courants  dans  le  même  canal, 
l'un  de  fluide  positif  marchant  dans  un  sens,  l'autre  de  fluide 
négatif  marchant  en  sens  opposé.  De  plus,  comme  la  force 
électromotrice  agit  avec  une  égale  énergie  sur  des  masses 
égales  des  deux  fluides,  et  que  ces  deux  fluides  se  trouvent 

dans  les  mêmes  conditions,  des  quantités  égales  —  des  deux 

fluides  traverseront  la  section  ^oi  du  canal  pendant  l'unité  de 

temps;  l'intensité  de  chaqile  courant  étant  égale  à  — 9  celle 
du  double  courant  sera  di. 
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LOI   DE  OHM. 

213.  On  admel  que  la  quantité  d'électricité,  qui  traverse 
pendant  l'unité  de  temps  un  élément  d(ù  d'une  surface  de 

rfV 

niveauy  est  proportionnelle  à  la  force  électromotrice  —  -t*9 

qui  s'exerce  à  l'endroit  où  est  situé  l'élément;  de  sorte  que, 
si  l'on  désigne  par  a  une  constante  dépendant  de  la  nature  du 
conducteur,  on  aura 

(I)  rfi  =  — a -3— rfw. 

an 

C'est  sur  cette  hypothèse  fondamentale»  qui  n'est  autre  chose 
que  la  loi  de  Ohm,  que  repose  la  théorie  des  courants  con- 
stants; elle  sera  justifiée  par  ses  conséquences. 

214.  Une  première  conséquence  de  cette  loi,  c'est  que  totit 
l'intérieur  du  conducteur  est  à  l'état  neutre.  En  effet,  considé- 
rons le  volume  limité  par  un  canal  orthogonal  infiniment  petit, 
et  par  les  éléments  correspondants  i/o),  et  dtat  de  deux  surfaces 
de  niveau  voisines^  et  raisonnons  d'abord  dans  l'hypothèse  d'un 
fluide  unique;  pendant  le  temps  très-petit  d,  il  entre  dans  ce 

volume  parla  base  d<ùi  une  quantité  de  fluide  —aO  [-jf)  d(é%^ 
et  il  en  sort  par  la  base  opposée  une  quantité  ^  ^^\'T~)  ^^> 

(pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  la  dérivée  -j-  négative, 

quand  on  marche  de  l'extrémité  i  vers  l'extrémité  2).  La  quan- 
tité de  fluide  contenue  dans  ce  volume  a  donc  éprouvé  pendant 
le  temps  6  un  accroissement 

le  courant  étant  constant,  la  quantité  de  fluide  contenue 
dans  chaque  élément  de  volume  du  conducteur  doit  rester  la 

»7- 
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même;  on  a  ainsi 


(S).''"'-(S),''"'=°- 


Mais,  d'après  le  théorème  du  n^  176,  le  premier  membre  est 
égal  à  4^9>  9  ^^^"^  ^^  quantité  d'électricité  libre  contenue 
dans  le  volume  considéré;  on  en  conclut  que  cette  quantité  q 
est  nulle,  et  par  conséquent  qu'il  n'y  a  pas  d'électricité  libre 
à  l'intérieur  du  conducteur.  Le  fluide  électrique  en  mouve- 
ment dafis  le  conducteur  a  donc  partout  la  densité  normale 
qui  constitue  l'état  neutre  par  rapport  au  conducteur  donné. 

215.  11  semble  résulter  de  là  que  la  résistance  opposée  par 
le  conducteur  au  mouvement  du  fluide  est  proportionnelle  à 
la  vitesse  u  du  courant.  En  effet,  nous  pouvons  représenter 
par  /itf  (r/)  la  résistance  qui  s'exerce  sur  une  masse  m  de 
fluide;  cette  résistance  étant  à  peu  près  égale  et  opposée  à  la 

force   électromotrice  "^  ^  ~^  Q^^  sollicite  la  même  masse, 

on  a 

D'autre  part,  si  l'on  désigne  par  p  la  densité  du  fluide  neutre, 
la  quantité  qui  traverse  l'élément  de  surface  dtù  pendant 
l'unité  de  temps  est  di  =  pud(a.  D'après  la  loi  de  Ohm,  celle 

quantité  est  égale  à  —  adoi  -r-;  on  en  déduit  —  -7-  =  -  «, 
et,  par  suite,  ^(m)  =  £  m. 

216.  Raisonnons  maintenant  dans  l'hypothèse  des  deux 
fluides.  Pendant  le  temps  0,  il  entre  dans  le  volume  par  la 

base  rf«i  une  quantité (  "T"  )  ^"»  ^®  fluide  positif,  et  il 

en  sort  par  la  base  opposée  une  quantité (  --t-  |  c/oh,  de 

sorte  que  la  quantité  de  fluide  positif  contenue  dans  le  volume 
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éprouve  une  augmentation 

Pendant  le  même  temps,  U  sort  par  la  base  doii  une  quantité 
—  —  (-^  j  doh  de  fluide  négatif,  et  il  en  entre  par  la  base 

opposée  dcùt  une  quantité (  ;7~)  ^^^»»  ^®  sorte  que  la 

quantité  de  fluide  négatif  contenue  dans  le  volume  éprouve 


une  diminution 


'-Êmi'-'-m.'"-]- 


la  somme  de  ces  deux  quantités  est  Taccroîssement  d'électri- 
cité libre.  On  retrouve  la  même  expression  que  précédem- 
ment, et  on  arrive  à  la  même  conclusion  :  chaque  élément  de 
volume  reste  à  l'état  neutre,  et  par  conséquent  contient  tou- 
jours des  quantités  égales  des  deux  fluides. 

Puisqu'il  n'y  a  pas  d'électricité  libre  à  l'intérieur  du  con- 
ducteur, il  en  résulte  que  l'électricité  libre  nécessaire  à  la 
production  du  potentiel  est  située  à  la  surface  même  du  con- 
ducteur ou  à  l'extérieur.  Dans  les  expériences  ordinaires, 
lorsque  les  actions  chimiques  ou  la  chaleur  donnent  naissance 
à  un  courant  électrique,  il'  n'existe  pas  de  masses  électriques 
à  l'extérieur;  toute  l'électricité  libre  est  donc  répandue  en 
une  couche  infiniment  mince  à  la  surface  du  conducteur.  Mais 
cette  couche  n'est  pas  en  équilibre,  puisque  son  potentiel 
n'est  pas  constant  dans  l'intérieur  ni  sur  la  surface  :  il  semble 
donc  qu'elle  soit  elle-même  en  mouvement  à  la  surface  du 
conducteur;  mais  sa  masse  est  très-petite  par  rapport  à  celle 
du  courant  Intérieur,  et  on  peut  la  négliger. 

217.  L'équation  (i)  donne  la  quantité  d'électricité  qui  tra- 
verse pendant  l'unité  de  temps  un  élément  d'une  surface  de  ni- 
veau. Cherchons  la  quantité  d'électricité  fi^i  qui  traverse  un  élé- 
ment m/?  =£/ (7  d'une  surface  quelconque  S  (yîgr-  52).  La  quantité 
d'électricité  qui  traverse  l'élément  da  dans  le  temps  infini- 
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menl  pelil  dt  occupe  le  cylindre  mpp'm\  dont  Tarète  laté- 
rale mm'  est  normale  à  la  surface  de  niveau  V  qui  passe  au 

Fîg.  5a. 

\y+rfy 


point  m;  par  le  point  m'  passe  une  surface  de  niveau  V-h  rfV; 
le  cylindre  oblique  mpp'  m'  est  équivalent  au  cylindre  droit 
mnn'm'  qui  représente  la  quantité  de  fluide  qui  traverse  l'élé- 
ment mn  =z  d(ù  de  la  surface  de  niveau  V.  On  a  donc 

rti  =  —  a  -T—  dtù. 
dn 

Soient  dn  et  (h  les  portions  mm'  et  mq  des  normales  aux 
surfaces  V  et  S  au  point  m,  comprises  entre  les  deux  surfaces 
de  niveau  infiniment  voisines  V  et  V  h-  rfV,  6  l'angle  de  ces 
deux  normales,  on  a 

dn  =  rfi.cosô,    d(ù  =  dtr. cosOf 
etf  par  suite, 

{V)  di=^a^d<T. 

C'est  la  formule  générale  de  Ohm. 

CONDUCTBUBS  LINÉAIRES. 

218.  On  emploie  ordinairement  des  conducteurs  de  forme 
allongée  et  de  section  très-petite  ;  on  pourra,  dans  ce  cas,  re- 
garder la  section  normale  &)  du  conducteur  comme  un  élément 
d'une  surface  de  niveau,  et  assimiler  le  fil  à  un  canal  dans  le- 
quel se  meut  l'électricité.  £n  appelant  i  l'intensité  du  courant. 
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on  a 

rfV 

an 

d-oii 

(«) 

d\ 

dn            aw' 

263' 


cette  équation  fait  connattre  la  loi  suivant  laquelle  varie  le 
potentiel  le  long  du  (11.  Lorsque  la  section  o)  du  fil  est  con- 
stante, on  peut  intégrer,  et  Ton  a 


V.-V,=  — /, 
aoi 


l  étant  la  longueur  du  fil  entre  les  points  i  et  2  dans  le  sens 
du  courant;  dans  ce  cas,  le  potentiel  décroît  en  progression 
arithmétique.  On  en  déduit 

(II)  iz^^'"^' 


\a(ùj 


Cette  formule  est  la  loi  de  Ohm  pour  les  courants  linéaires. 
La  différence  V,  —  V,  des  valeurs  du  potentiel  aux  deux  ex- 
trémités du  fil  est  ce  que  les  physiciens  appellent  la  force 
électromotrice  du  courant  entier.  Ils  ont  donné  à  la  quantité 

constante  —  le  nom  de  résistance  du  conducteur.  Nous  la 
atù 

représenterons  par  X;  de  cette  manière,  l'équation  (II)  se  met 

sous  la  forme 

(U')  '  =  ^^^- 

La  formule  (11')  a  été  vérifiée  de  plusieurs  manières  : 
i"*  Quand  la  pile  est  formée  de  deux  éléments  au  lieu  d'un 
seul,  le  conducteur  restant  le  même,  Tintensité  du  courant 
devient  double.  Il  faut,  bien  entendu,  pour  faire  cette  expé- 
rience, se  mettre  à  l'abri  des  causes  d'erreur  dues  à  l'intro- 
duction d'un  nouvel  élément  dans  le  circuit. 
2*»  La  force  électromoirice  V,  —  Vi  restant  la  même,  si  Ton 
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change  soit  la  section,  soit  la  longueur  du  conducteur,  on  re- 
connaît que  l'intensité  du  courant  varie  proportionnellement 
à  la  section,  et  en  raison  inverse  de  la  longueur. 

219.  Lorsque  la  section  «  du  fil  n'est  pas  constante,  Téqua- 
Uon  la)  donne 

—  dy=zi  — 

ao) 
j 
On  peut  poser  —    =  rfX,  d\  étant  la  résistance  de  rélénient  dn 

du  fil;  la  résistance  X  du  conducteur  entier  sera  reprcsenlée 
par  l'intégrale 

de  celle  manièrn,  l'équation  précédente  devient 
d'où 

v,-v.=a,    ^=^^^-^- 

Cette  équation  a  la  même  forme  que  l'équation  (U'}. 

TRAVAIL    DES    FQRCES   ÊLEGTROMOTRIGBS.    —    LOI   DE   JOULE. 

d\' 

220.  Évaluons  d'abord  le  travail  de  la  force  —  dq  ^»  qui 
agit  sur  une  masse  électrique  infiniment  petite  dq,  décrivant 

Fig   53. 

V. 


dans  le  conducteur  une  courbe  AB  {Jig.  53)  orthogonale  aux 
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surfaces  de  niveau.  Pendant  le  temps  intiniment  petit  dty  la 
molécule  électrique  parcourt  un  élément  dn  normal  à  une 
surface  de  niveau;  le  travail  élémentaire  de  la  force  est  donc 

-dq'^dn=^dqd\, 

et  le  travail  total  du  point  A  au  point  B  est 

Vi  et  Vf  étant  les  valeurs  du  potentiel  en  A  et  B. 

On  voit  que  ce  travail  est  le  même  que  celui  d'un  poids  1/9 
descendant  du  niveau  Vi  au  niveau  V». 

/ 

221.  Considérons  maintenant  un  courant  dans  un  conduc- 
teur de  forme  allongée,  entouré  d'un  milieu  isolant.  Soient  ab 
et  cd  les  sections  du  conducteur  par  deux  surfaces  de  niveau 
V,  et  y^ijig'  54);  cherchons  le  travail  effectué  pendant  un 
temps  inGniment  petit  dt  par  les  forces  électromotrices  qui 
agissent  sur  la  masse  électrique  comprise  enire  ces  deux  sur- 

Fig.  54. 


faces.  Au  bout  du  temps  dt,  cette  masse  sera  venue  en 
dV d d\  Une  molécule  quelconque  dq  a  parcouru  un  petit 
arc  mm' ^  et  le  travail  élémentaire  de  la  force  qui  agit  sur  cette 
molécule  est  dq{y  —  V),  V  et  V  éunt  les  valeurs  du  poten- 
tiel aux  points  m  et  m\  Pour  la  masse  entière,  le  travail  est 

rf6  =  A  V  -  y*)dq  =  fvrfg  -  Çy'dq, 
le  signe  somme  s'étendant  à  toute  la  masse  considérée.  Dans 
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cette  expression,  V  est  la  valeur  du  potentiel  au  point  où  se 
trouve  une  molécule  électrique  dq  au  temps  /,  V  la  valeur 
du  potentiel  au  point  où  se  trouve  la  même  molécule  au 
temps  i-hdt,  La  première  somme  s'étend  donc  à  l'espace 
abcd,  la  seconde  à  l'espace  afb'c'd'.  Puisque  le  potentiel  est 
indépendant  du  temps,  il  est  clair  que  les  termes  qui  se  rap- 
portent à  la  partie  commune  a'b'cd  sont  égaux;  on  peut  donc 
borner  la  première  somme  au  volume  infiniment  petit  ^i6a'&', 
la  seconde  au  volume  inHniment  petit  cdc'd'.  Le  potentiel 
ayant  des  valeurs  sensiblement  constantes  Vi  et  V*  dans  ces 
volumes  infiniment  petits,  les  deux  sommes  ont  pour  expres- 
sions 


V.  frfj,     y.fdq. 


Mais  les  masses  comprises  dans  les  deux  volumes  sont  égales; 
c'est  la  quantité  idt  d'électricité  qui  traverse  une  section  dans 
le  temps  dt.  On  a  donc 

Tel  est  le  travail  pendant  le  temps  dt  des  forces  électromo- 
trices qui  agissent  sur  les  masses  électriques  comprises  entre 
les  deux  surfaces  de  niveau  Y,  et  V3;  le  travail  pendant  l'unité 
de  temps  est 

(III)  6=(V.-V0/. 

On  voit  que  ce  travail  est  le  même  que  celui  d'un  poids  1 
descendant  du  niveau  Vi  au  niveau  Vf 

222.  D'après  le  théorème  général  des  forces  vives,  le  travail 
d^  des  forces  électromotrices  pendant  le  temps  di  est  égal  à 
la  variation  de  force  vive  de  la  masse  électrique  considérée 
abcd,  plus  le  travail  extérieur  accompli.  Or  ce  travail  extérieur 
consiste  en  une  certaine  quantité  d'énergie  calorifique  com- 
muniquée au  conducteur,  plus  le  travail  nécessaire  pour  faire 
varier  l'énergie  potentielle  du  conducteur,  si  celui-ci  éprouve 
quelque  changement  d'état  ou  une  transformation  chimique, 
plus  enfin  le  travail  mécanique  extérieur  proprement  dit,  si 
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les  pièces  du  conducteur  sonl  mobiles  et  accomplissent  un 
travail  extérieur.  Nous  supposerons»  pour  le  moment,  que  le 
conducteur  n'éprouve  aucune  variation  d'énergie  potentielle 
et  n'accomplit  aucun  travail  extérieur.  D'un  autre  côté,  comme 
nous  l'avons  déjà  remarqué  (n*  210),  la  force  vive  de  la  masse 
électrique  paraît  être  très-petite  et  négligeable.  On  dira  donc, 
dans  ce  cas,  que  le  travail  des  forces  électromotrices  est  égal  à 
l'énergie  calorifique  développée  dans  le  conducteur. 

Pour  un  conducteur  linéaire,  si  l'on  remplace  V,  —  V,  par 
sa  valeur  tirée  de  l'équation  (IF),  on  a 

(IV)  6  =  Xi». 

La  quantité  de  chaleur  développée  dans  le  conducteur  est 
proportionnelle  à  la  résistance  du  conducteur  et  au  carré  de 
l'intensité  du  courant.  C'est  la  loi  que  M.  Joule  a  trouvée 
par  l'expérience. 

223.  Nous  avons  vu  (n*221)  que  le  travail  des  forces  élec- 
tromotrices, pendant  chaque  unité  de  temps,  est  égal  à  celui 
d'un  poids  i  descendant  du  niveau  Vi  au  niveau  Vx;  ceci  nous 

Fig.  55. 


conduit  à  une  manière  très-simple  de  représenter  le  phénomène^ 
Imaginons  le  conducteur  linéaire  rectifié  suivant  Mi  Ma  {Jig.  55), 
et  par  chaque  point  M  élevons  une  ordonnée  MA  égale  à  la 
valeur  du  potentiel  en  ce  point;  nous  obtiendrons  une  courbe 
Ai  AAs  sur  laquelle  nous  pourrons  concevoir  que  s'accomplit 
le  mouvement  du  poids  i.  Lorsque  la  section  &)  du  conducteur 
est  constante,  la  variation  V,  —  V,  du  potentiel  étant  propor- 
tionnelle à  la  longueur  M,  M  (n®218),  le  courant  est  figuré  par 
le  mouvement  du  poids  sur  une  droite  Ai  A3. 
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224.  Pour  compléter  celte  étude,  considérons  le  mouve- 
ment de  rélectricité  dans  un  conducteur  quelconque;  la  masse 
électrique  enveloppée  par  une  surface  fermée  S  à  l'intérieur 
du  conducteur  se  déplace  et  occupe,  après  le  temps  dt^  une 
position  infiniment  voisine  S'  [Jîg,  56).  Le  travail  des  forces 
électromotrices  qui  agissent  sur  cette  masse  est 

d(B=  Ç{\^y')dq=  Ç\dq-  fy'dq, 

la  première  somme  s'étendant  au  volume  S,  la  seconde  au 
volume  S';  comme  on  peut  supprimer  la  partie  commune,  il 
suffit  d'évaluer  les  termes  relatifs  aux  parties  restantes  ASB, 
AS'B.  Prenons  sur  la  surface  un  élément  ab  =  da;  la  quan- 

Fig.  56. 
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tité  aba'b'  d'électricité  qui  traverse  cet  élément  pendant  le 
temps  dt  est,  d'après  l'équation  (T), 

dq  =  —  a  —p  dddt , 

dans  laquelle  ds  désigne  un  élément  de  la  normale  aN  à  la 
surface  S.  Puisque  le  mouvement  a  lieu  dans  le  sens  où  V 
diminue,  la  valeur  de  JV,  qui  correspond  au  déplacement 
aa'y  est  une  quantité  négative.  Convenons  de  mener  la  nor- 
male aN  en  chaque  point  vers  l'extérieur;  pour  un  élément 

rfV 
de  la  partie  AS'B,  ds  étant  positive,  le  rapport  -7-  est  négatif; 

il  faudra  prendre  dq  :=  -—  a  —7-  dadt,  et  la  seconde  somme 
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sera,  abstraction  faite  de  la  partie  commune, 


Ç\'dq  =  ^adt  Ç\^d(T. 


Pour  un  élément  de  la  partie  ASB,  ds  étant  au  contraire  négative» 
le  rapport  --j-  est  positif;  il  faudra  prendre  dqz=a-T-  dadt, 
et  la  première  somme  deviendra 


On  u  ainsi 

d^ 


C\dq  =  adt  C\^da. 


le  signe  somme  s'étendant  à  toute  la  surface  S.  Le  travail  pen- 
dant l'unité  de  temps  est  donc 


(V)  ^  =  ''/ 


V--7-  du. 
ds 


Nous  avons  basé  cette  théorie  sur  la  loi  de  Ohm,  et  nous 
en  avons  déduit  la  loi  de  Joule.  Nous  aurions  pu,  au  contraire, 
partir  de  la  loi  de  Joule  et  en  déduire  la  loi  de  Ohm.  En  effet, 
nous  remarquons  d'abord  que  l'établissement  de  la  formule  (III) 
n'exige  aucune  hypothèse  autre  que  celle  du  mouvement  de 
l'électricité  suivant  une  ligne  orthogonale  aux  surfaces  de  ni- 
veau; si  on  la  combine  avec  la  loi  de  Joule  (IV),  on  obtient  lia 
loi  de  Ohm  (IF)  ou  (II). 
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CHAPITRE  VI. 

GOURANTS  THERMO-ÉLECTRIQUES. 
Principe  de  Volta.  —  Expérience  de  Seebeck.  —  Expérience  de  Peltier. 


PBIIIGIPB  DE  TOLTA. 

225.  Volta  a  admis  que  le  simple  contact  de  deux  métaux 
suffit  pour  leur  donner  des  états  électriques  différents;  l'un 
d'eux  se  charge  d'électricité  positive,  l'autre  d'électricité  né- 
gative. L'hypothèse  de  Volta  est  adoptée  aujourd'hui  par  un 
grand  nombre  de  physiciens,  et  elle  paraît  confirmée  par  plu- 
sieurs expériences.  On  peut  énoncer  cette  hypothèse  en  disant 
que  le  potentiel  a  sur  chacun  des  métaux  A  et  B  en  contact 

Fig.  57. 
A  B 

] 


JJ 


une  valeur  constante,  puisque  l'équilibre  existe  dans  chacun 
d*eux,  mais  que  ces  deux  valeurs  ¥«  et  Y»  sont  inégales.  Sup- 
posons que  l'on  ait,  par  exemple,  V*  >  V«;  si  l'on  pouvail 
réunir  ces  deux  métaux  par  un  fil  conducteur  sans  introduire  de 
nouveau  contact  dans  le  circuit(^^.  57),  il  se  produirait  un  cou- 
rant; mais  l'expérience  n'est  pas  possible  dans  ces  conditions  : 
les  autres  contacts  que  l'on  introduira  nécessairement  dans  le 
circuit  détruiront  l'effet  du  premier. 

Nous  figurerons  cet  état  des  lames  en  contact  par  deux 
droites  horizontales  ¥«  et  V&  placées  à  des  hauteurs  diffé- 
rentes {fig.  58);  le  potentiel  varie  très-rapidement  dansie  voisi- 
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nage  du  contact.  Il  est  probable  que  ce  changement  dans  la  valeur 
du  potentiel  n'a  pas  lieu  brusquement,  mais  qu'il  se  produit 


Fig.  58. 


d'une  manière  continue  entre  deux  surfaces  très-voisines  de 
la  surface  de  contact»  de  même  que,  dans  une  bouteille  de 
Leyde  à  verre  mince,  le  potentiel  est  constant  sur  chacune 
des  deux  armatures,  et  passe  d'une  valeur  à  l'autre  d'une 
manière  continue  entre  deux  points  éloignés  seulement  de 
l'épaisseur  du  verre. 

EXPÉRIENCE   DE   SEEREGK. 

226.  La  différence  des  niveaux  électriques,  qui  existe  au 
contact  de  deux  métaux,  dépend  essentiellement  de  la  tempé- 
rature; elle  est  ordinairement  d'autant  plus  grande  que  la 
température  est  plus  élevée.  Si  l'on  forme  un  circuit  avec 
deux  métaux  réunis  par  deux  soudures,  ce  circuit  ne  peut 
être  traversé  par  un  courant  que  si  la  différence  des  niveaux 
électriques  n'est  pas  la  même  aux  deux  points  de  contact.  Le 
moyen  le  plus  simple  de  rendre  ces  différences  de  niveau 
inégales  est  de  porter  l'une  des  soudures  à  une  température 
plus  élevée  que  l'autre;  c'est  l'expérience  de  Seebeck. 
"Soient  donc  deux  métaux  A  et  B  soudés  aux  deux  points  m  et 
f^'  [fig'  %)>  Id  première  sou  dure  étant  à  la  température  /,  la  se- 
'conde  à  une  température  plus  élevée  t\  Appelons  V.  et  V^  les 
valeurs  du  potentiel  sur  le  métal  A  aux  points  m  et  m',  V*  et 
V^  les  valeurs  sur  le  métal  B  aux  mêmes  points.  Supposons  les 
deux  métaux  dételle  nature  qu'au  point  de  contact  le  potentiel 
ait  sur  le  second  une  valeur  plus  grande  que  sur  le  premier, 
c'est-à-dire  que  les  deux  différences  V^  —  V^ ,  V*  —  V.  soient 
positives,  et  admettons  que  le  courant  parcoure  le  métal  A 
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en  allant  de  m  vers  m'  ;  désignons  par  >«  et  >«  les  résistances  des 
conducteurs  A  et  B,  et  par  X  la  résistance  totale  >«  +  7^  du 

Fig.  59. 


circuit.  L'intensité  du  courant  a  pour  expression  dans  le  con- 
ducteur A 

et  dans  le  conducteur  B 


'=— xr-' 


Ces  deux  quantités  étant  égales,  on  en  déduit 

■_v.-v;.  _v;-v*_(v;-v;)-(v*-v.) 

Si  l'on  pose 

H  =  v,-v.,  H'=v;-v;. 

on  obtient  la  formule 

Lorsque  les  deux  soudures  sont  à  la  même  température,  on 
a  H  =  H%  et,  par  suite,  r  =  o;  le  courant  est  nul.  Mais,  si  la 
soudure  m'  est  à  une  température  plus  élevée  que  m,  la  dirfé- 
rence  H'  est  plus  grande  que  H,  et  le  courant  a  lieu  dans  le 
sens  indiqué  par  la  flèche. 
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227.  Le  phénomène  sera  flguré  de  la  manière  suivante  :  ima- 
ginons le  circuit  rectiflé  suivant  m' mm'  {/ig^Go);  au  point  de 
contact  m',  le  poids  d'électricité  i  a  été  élevé  du  niveau  V'^  au 
niveau  V'^;  il  descend  ensuite,  comme  sur  un  plan  incliné, 
jusqu'au  niveau  V«;  là,  au  point  de  contact  m,  il  tombe  du  ni- 

Fig.  60. 


veau  Va  au  niveau  V«,  et  revient,  par  un  second  plan  incliné, 
au  niveau  primitif  V^;  puis  recommence  indéQniment  le  mémo 
mouvement. 

Nous  avons  vu  (n*  221  )  que  le  travail  des  forces  électromo- 
trices entre  deux  surfaces  de  niveau,  pendant  l'uniié  de  temps, 
est  égal  au  produit  de  Tinlensité  i  du  courant  par  la  différence 
des  valeurs  du  potentiel  sur  ces  deux  surfaces.  Ce  théorème  est 
vrai  dans  tous  les  cas,  et  par  conséquent  pour  deux  surfaces 
de  niveau  comprenant  une  surface  de  contact  et  très-rappro- 
chées  Tune  de  l'autre.  D'après  cela,  dans  le  voisinage  du  con- 
tact m',  le  travail  des  forces  électromotrices  est  négatif  et  égal 
à  I  (  V^  —  VJ,  )  =  —  I  H'.  11  faudra  placer  là  un  corps  extérieur  K, 
à  la  température  /',  qui  fournisse,  pendant  chaque  unité  de 
temps,  une  quantité  de  chaleur  équivalente  Qj^AiH'.  Au 
contraire,  dans  le  voisinage  du  contact  m,  les  forces  électro- 
motrices  produisent  un  travail  positif  et  égal  à  i  (¥*--¥.)=  /H; 
elles  développent  donc  en  cet  endroit  une  quantité  de  cha- 
leur Q,  =  A /H,  qui  sera  absorbée  par  un  corps  extérieur  K,  à 
la  température  t,  et  placé  en  cet  endroit.  11  se  dégage  en  outre 
le  long  des  conducteurs  A  et  B  des  quantités  de  chaleur  égales 
à  Ai(V«—  V^)  et  A/{Vi  — V*).  Ainsi  il  entre  dans  le  circuit 
une  quantité  de  chaleur  Q,  par  la  soudure  m',  et  il  en  sort  une 

i8 
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quantité  Qi  par  la  soudure  m;  la  différence  Q»  —  Q.  est  trans- 
formée  en  un  travail  électrique,  qui  lui-même  se  change  en 
chaleur  se  dégageant  le  long  de  Tare  conducteur.  Il  est  évi- 
dent que  la  quantité  Qs  —  Qi  est  égale  à  celle  qui  se  dégage 
sur  les  conducteurs. 

228.  M.  Clausius  a  assimilé  cet  appareil  à  une  machine  à 
vapeur  dans  laquelle  K,  serait  le  foyer,  ou  la  source  de  chaleur, 
et  Kl  le  condenseur  ou  le  réfrigérant,  et  il  lui  a  appliqué  par 
analogie  le  théorème  de  Carnol.  Si  Ton  appelle  T  et  T'  les 
températures  absolues  des  soudures  m  et  m\  on  a 

Q.       ^      T     ' 
ou  bien 

H^  -  H  _  r  --  T 
H      ^      T 

Supposons  que  les  températures  des  deux  soudures  diffèreiu 
infiniment  peu  Tune  de  Tautre,  et  soient 


r  =  T  -1-  rfT, 

H'  =  H  +  rfH, 

on 

déduit 

del 

'équation  précédente 

rfH       HT 
H  ~  T  ' 

logH  =  logwT, 

H=:/lT, 

le  coefOcient  n  étant  un  nombre  constant  pour  deux  métaux 
donnés.  La  différence  de  niveau  électrique  qui  s'établit  au 
contact  de  deux  métaux  serait  donc  proportionnelle  à  la  tem- 
pérature absolue  du  contact. 
On  en  déduit  encore 

H'-H  =  /i(r-T), 
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et,  par  suite, 

n(T'~T) 


L'intensité  du  courant  serait  proportionnelle  à  la  différence 
de  température  des  soudures.  Cette  loi  se  vérifie  en  effet,  dans 
la  plupart  des  cas,  pour  des  différences  de  température  d'en- 
viron 5o  degrés,  et  quelquefois  entre  des  limites  beaucoup 
plus  étendues;  mais  elle  n'est  pas  absolue. 

Une  expérience  bien  connue  paraît  même  infirmer  com- 
plètement ces  résultats.  Quand  on  chauffe  une  soudure  de 
cuivre  et  de  fer,  le  courant  traverse  la  soudure  en  allant  du 
cuivre  au  fer,  et  l'intensité  du  courant  augmente  d'abord  a 
mesure  que  la  température  s'élève,  puis  elle  atteint  un  maxi- 
mum, diminue  ensuite  et  devient  nulle  quand  la  différence  de 
température  des  soudures  est  d'environ  3oo  degrés;  si  l'on 
continue  de  chauffer,  il  se  produit  un  courant  en  sens  con- 
traire. Pour  expliquer  cette  anomalie,  M.  Ciausius  admet  que 
deux  parties  d'un  même  métal  qui  sont  à  des  températures 
très-différentes  présentent  une  différence  dans  leur  constitu- 
tion physique,  et  peuvent  se  comporter  comme  deux  métaux 
différents;  il  se  produirait  ainsi  dans  l'arc  de  cuivre,  ou  dans 
l'arc  de  fer,  des  différences  de  niveau  capables  de  modifier  et 
même  de  changer  le  sens  du  courant. 

229.  Considérons'maintenantun  circuit  formé  d'un  nombre 
quelconque  de  métaux  A,  B, . .  •  ,G,  soudés  en  m.,  m,, ...,  et  sup- 
posons que  le  courant  marche  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche 
ifig'  ^0*  Si  nous  désignons  par  V.  et  V^  les  valeurs  du  potentiel 
sur  le  métal  A  aux  points  m,  et  m,,  par  V«  et  V^  les  valeurs  du 
potentiel  sur  le  métal  B  en  m.  et  ma,  et  ainsi  de  suite,  et  si 
nous  appelons,  comme  précédemment,  >«,  ^,. . .,  X^  les  résis- 
unces  des  différents  métaux  et  X  la  résistance  totale,  nous 
aurons 

i8. 
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(1*011,  en  combinant  par  addition  ces  rapports  égaux, 

._(V6~v;)-^(Ve-v;)+->-^(v.-v;) 


'^  c^--^ 

'i 

Si  l'on  pose 

Hrf  =  V»-V;„     H».= 

-Vf  —  V^  t  •  •  •» 

cette  équation  devient 

.    -l-H,. 

ou,  plus  simplement, 

.    in 

12)                         1=  ^  • 

Les  différences  H  de  niveau  électrique  aux  soudures  sonr 
positives  ou  négatives;  lorsque  leur  somme  algébrique  est 
positive,  le  courant  marche  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche; 
lorsque  leur  somme  est  négative,  le  courant  marche  en  sens 
contraire. 

1^  somme  algébrique  des  quantités  de  chaleur  absorbées  ou 
dégagées  aux  surfaces  du  contact  des  métaux  est 

Q  =  Ai2H  =  AX/»; 

elle  est  égale  à  la  quantité  qui  se  dégage  le  long  du  circuit 
(n«  222). 

L'expérience  apprend  que,  lorsque  toutes  les  soudures  sont 
à  la  même  température,  il  ne  se  produit  pas  de  èourant;  on  a 
donc,  dans  ce  cas,  2H  =  o,  et,  par  suite,  Q  =  o. 


COURANTS  THBRMO-fiLIGTftlQUBS. 


277 


EXPÉRIENCE   DE    PELTIER. 

230.  Considérons  un  arc  conducteur  formé  de  deux  métaux 
A  et  B  en  contact  au  point  m{Jig.6^);  on  fait  traverser  ce  con- 

Fig.  6a. 


ducteur  par  un  courant  produit  par  une  cause  quelconque. 
Soient  V,  et  Vî  les  valeurs  du  potentiel  aux  deux  extrémités 
de  l'arc,  V.  et  V*  les  valeurs  sur  les  deux  métaux  au  contact, 
on  aura 

et,  par  suite, 


<3) 


^.^fV.~V.)-h(Vi-V,) 


Lorsque  la  différence  de  niveau  V^  —  V.  est  négative,  comme 
dans  la  /ig.  63,  il  y  a  au  contact  chute  électrique,  par  suite 


Fig.  63. 


Fig.  64. 


production  d'un  travail  positif,  ou  d'une  quantité  de  chaleur 
Ai(V.-V*). 

Si  un  réfrigérant  extérieur  n'enlève  pas  cette  chaleur  à  cha- 
que  instant,  la  soudure  s'échauffe;  c'est  un  phénomène  qui  a 
été  observé  depuis  longtemps. 

Au  contraire,  lorsque  la  différence  V^— V«  est  positive. 
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comme  dans  la  Jlg.  64,  l'élévation  du  poids  électrique  i  du 
niveau  ¥«  au  niveau  V^  exige  la  consommation  d'une  quantité 
de  chaleur  Ai{V6  —  V«).  Si  la  soudure  n'est  pas  en  commu- 
nication avec  une  source  qui  la  lui  fournisse  constamment,  la 
chaleur  sera  empruntée  au  conducteur  lui-même,  et  il  se  pro- 
duira au  point  de  contact  un  abaissement  de  température. 
Tel  est  le  phénomène  observé  par  Peltier,  et  qui  était  reslé 
longtemps  sans  explication. 

231.  Considérons,  plus  généralement,  un  arc  conducteur 
formé  de  plusieurs  métaux  A,  B,  C,  ...,&>  qui  se  touchent  en  mt, 
^2>*  •  •  {Jig-  65);  on  fait  passer  à  travers  ce  conducteur  un  cou- 

Fig.  65. 

V.     — ^ 


rant  électrique  produit  par  une  cause  quelconque.  Appelons 
V,  et  V,  les  valeurs  du  potentiel  aux  deux  extrémités  de  l'arc, 
Vj^  la  valeur  du  potentiel  sur  le  métal  A  au  contact  m, ,  V«  et 
V^  les  valeurs  du  potentiel  sur  le  métal  B  en  mi  etms,  et  ainsi 
de  suite;  nous  aurons 

v.-v:_v*-v;_    _v,-v. 


•-    Ji. 

-          h 

>, 

et,  par  suite, 

(4)            .-'^' 

-V,)-+-Hrf4-H4.+  . 

Ha 

Pour  tenir  compte  de  tous  les  contacts  qui  existent  dans  un 
circuit  fermé,  il  faut  supposer  que  le  dernier  mélat  G  est  te 
même  que  le  premier  A.  En  un  point  0  est  placée  une  source 
d'électricité,  par  exemple  une  pile,  qui  produit  en  ce  point 
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une  différence  V,  —  Vi  dans  le  potentiel.  La  formule  (4)  de- 
vient ainsi 

(V.~V,).+-H.44-HAe-h...  4-H/S. 

I = , 

ou,  plus  simplement,  * 

(5)  ,-  =  (I^l±l«. 

A 

Ceci  suppose  que  l'on  peut  négliger  la  résistance  de  la  pile. 

Nous  avons  dit  (n°  229)  que,  lorsque,  dans  un  circuit  fermé, 
tous  les  contacts  sont  à  la  même  température,  on  a  ZH  =  o; 
la  somme  algébrique  des  quantités  de  chaleur  absorbées  par 
les  soudures  est  nulle,  et  l'intensité  du  courant  est  la  même 
que  s'il  n'y  avait  pas  de  contact. 
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CHAPITRE  VIL 

PHÈNOBIÈNES  ÉLECTROCHMIQUES. 

Considérations  sur  la  mesure  des  actions  chimiques.  —  Électrolytes  et  électro- 
lyseurs.  —  Équivalents  électrochimiques.  —  Théorie  de  la  pile. 


MESURE   DES    ACTIONS    CHIMIQUES. 

232.  Les  phénomènes  chimiques  sont  toujours  acco'mpa^ 
gnés  de  dégagement  ou  d'absorption  de  chaleur,  et  le  plus 
souvent  de  courants  électriques  ;  ces  différents  effets  sont  dus 
au  travail  des  forces  moléculaires,  ou  des  affinités  chimiques. 

Considérons  un  mélange  de  plusieurs  éléments,  et  suppo- 
sons d'abord  qu'il  ne  soit  soumis  à  aucune  action  extérieure. 
Sous  l'influence  de  leurs  actions  mutuelles,  ces  éléments  peu- 
vent se  grouper  de  différentes  manières  et  prendre  plusieurs 
états  d'équilibre  stable,  auxquels  correspondent  différentes 
valeurs  minima  de  l'énergie  potentielle.  Le  jeu  naturel  des 
forces  intérieures  est  de  produire  un  travail  positif;  par  con- 
séquent, quand  le  système  passe  d'un  état  d'équilibre  à  un 
autre,  il  y  a  toujours  diminution  de  l'énergie  potentielle,  et, 
si  on  laisse  le  système  revenir  à  la  même  température,  il  y  a 
dégagement  d'une  quantité  de  chaleur  équivalente  au  travail 
des  forces  intérieures,  ou  à  la  diminution  de  l'énergie  poten- 
tielle. Au  contraire,  pour  faire  revenir  le  système  du  second 
état  au  premier,  il  faut  lui  fournir  une  quantité  de  chaleur 
équivalente  à  l'augmentation  d'énergie  potentielle.  Il  résulte 
de  là  que  l'on  peut  adopter  comme  mesure  de  l'action  chi- 
mique la  quantité  d'énergie  calorifique  dégagée  ou  absorbée 
pendant  la  transformation. 

Parmi  les  différents  états  d'équilibre,  il  en  est  un  particuliè- 
rement remarquable  :  c'est  celui  pour  lequel  l'énergie  poten- 
tielle est  nulle;  c'est  l'état  le  plus  stable;  si  le  système  y 
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arrivait,  il  ne  pourrait  plus  éprouver  aucune  transformation 
par  le  jeu  seul  des  forces  intérieures;  pour  le  tirer  de  cet  état, 
il  faudrait  lui  communiquer  une  certaine  quantité  d'énergie 
calorifique. 

Les  phénomènes  sont  plus  complexes  lorsque  le  système 
est  soumis  à  des  forces  extérieures,  par  exemple  à  une  pres- 
sion uniforme,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire.  Les  différents  états 
d'équilibre  que  peut  prendre  le  système  dépendent  de  cette 
pression.  Si,  après  une  transformation,  c'est-à-dire  après  le 
passage  d'un  état  d'équilibre  à  un  autre,  on  laisse  le  système 
revenir  à  la  même  température,  la  variation  d'énergie  poten- 
tielle est  égale  à  la  quantité  d'énergie  calorifique  absorbée  ou 
dégagée  par  le  système,  plus  le  travail  qui  correspond  à  la 
pression  extérieure* 

Les  combinaisons  chimiques  sont  accompagnées  ordinaire- 
ment d'un  dégagement  de  chaleur  et  d'une  diminution  de 
volume.  11  y  a  alors  une  diminution  d'énergie  potentielle  égale 
à  l'excès  de  l'énergie  calorifique  dégagée  sur  le  travail  de  la 
pression. 

Les  décompositions  s'effectuent  ordinairement  à  l'aide  d'une 
absorption  de  chaleur,  et  il  se  produit  en  même  temps  une 
augmentation  de  volume.  11  y  a  alors  une  augmentation  d'é- 
nergie potentielle  égale  à  l'excès  de  l'énergie  calorifique  ab- 
sorbée sur  le  travail  extérieur  accompli  par  le  corps  pendant 
sa  dilatation.  Toutefois  il  y  a  des  combinaisons  qui  sont  ac- 
compagnées d'une  absorption  de  chaleur,  et  des  décomposi- 
tions qui  s'effectuent  avec  dégagement  de  chaleur. 

ÊLBCTAOLTTSS  ET  ÉLSGTROLYSEUBS.  —  ÉQUIVALENTS  ÉLSGTaOCHIlllQlIKS. 

233.  La  considération  des  quantités  de  chaleur  dégagées  ou 
absorbées  dans  les  opérations  chimiques,  et  dans  les  courants 
électriques,  va  nous  permettre  d'établir  un  lien,  et  comme  une 
commune  mesure,  entre  ces  deux  catégories  de' phénomènes. 
Supposons  qu'un  liquide,  renfermant  en  dissolution  un  corps 
composé,  soit  traversé  par  un  courant  électrique  constant; 
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SOUS  l'influence  du  courant,  le  composé  esl  détruit,  les  élé- 
ments sont  transportés  en  sens  opposés,  et  cette  décomposi- 
tion absorbe  une  certaine  quantité  de  chaleur,  qui  est  fournie 
par  le  courant,  c'est-à-dire  qui  est  produite  par  le  travail  des 
forces  électriques.  Si  donc  on  appelle  Q  la  quantité  de  cha- 
leur absorbée  par  l'opération  chimique  pendant  l'unité  de 
temps,  et  H  l'abaissement  du  potentiel  ou  du  niveau  élec- 
trique, à  l'endroit  où  elle  s'accomplit,  le  travail  des  forces 
électromotrices  étant  Hi,  on  aura  l'équation 

(i)  EQ  =  Hi, 

E  désignant  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur. 

Inversement,  si  deux  corps  susceptibles  de  se  combiner 
sont  placés  dans  un  liquide  traversé  par  un  courant,  la  com- 
binaison s'opère,  et  elle  dégage  une  certaine  quantité  de  cha- 
leur qui  produit  une  élévation  du  niveau  électrique,  à  l'endroit 
où  se  fait  la  combinaison.  La  quantité  de  chaleur  Q  dégagée 
par  l'opération  chimique  pendant  l'unité  de  temps,  et  l'éléva- 
tion H  du  potentiel,  sont  encore  liées  par  la  relation  £Q  =  Hi. 
Cette  équation  peut  être  appliquée  aux  deux  cas  de  la  ques- 
tion, en  regardant  l'action  chimique  comme  positive  ou  néga- 
tive, suivant  qu'elle  dégage  ou  absorbe  de  la  chaleur,  et  la 
variation  du  potentiel  dans  le  sens  du  courant  comme  posi- 
tive ou  négative,  suivant  qu'il  y  a  élévation  ou  abaissement. 

23^.  PaBMifcRB  LOI  BxpfiRiMBNTALB.  —  Pour  des  corps  donnéSy 
les  poids  décomposés  ou  combinés  dans  le  même  temps  sont 
proportionnels  à  l'intensité  du  courant.  La  quantité  de  cha- 
leur absorbée  ou  dégagée  est  évidemment  proportionnelle  au 
poids  décomposé  ou  combiné.  D'après  la  loi  précédente,  elle 
est  donc  proportionnelle  à  l'intensité  i  du  courant;  mais  cette 
quantité  est  égale  à  AHi  pendant  l'unité  de  temps:  on  en 
conclut  que  la  différence  de  niveau  H  est  une  constante  pour 
chaque  système  de  corps  mis  en  présence.  Ainsi  Télectrolyte 
ou  l'élecirolyseur  se  comportent  comme  le  contact  de  deux 
métaux  différents;  ils  produisent,  à  une  température  et  à  une 
pression  données,  une  variation  déterminée  H  dans  le  poten- 
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tieL  I!  est  probable  que  cette  différence  H  varie  avec  la  tem* 
pérature,  comme  cela  a  lieu  pour  le  contact  de  deux  métaux, 
et  qu'elle  varie  aussi  avec  la  pression  extérieure. 

235.  Deuxième  loi  bxpérihei^tàle.  —  En  plaçant  sur  le  trajet 
d'un  même  courant,  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  des  appareils 
renfermant  des  combinaisons  différentes,  Faraday  a  reconnu 
que  les  poids  décomposés  sont  proportionnels  à  leurs  équiva- 
lents chimiques.  En  ce  qui  concerne  les  sels,  si  un  équivalent 
d'acide  est  isolé  dans  un  électrolyte,  un  équivalent  d'acide  sera 
aussi  isolé  dans  le  second  ;  il  convient  donc,  à  ce  point  de  vue, 
de  représenter  les  sels  par  des  formules  renfermant,  non  pas 
un  équivalent  de  la  base  ou  de  l'oxyde,  mais  un  équivalent 
de  l'acide  ou  du  métalloïde  qui  joue  le  rôle  d'acide.  La  loi  de 
Faraday  s'accorde,  en  général,  avec  les  équivalents  chimiques 
ordinaires;  mais,  pour  certains  corps,  il  est  nécessaire  de  dou- 
bler ou  de  diviser  par  2  l'équivalent  chimique. 

La  même  loi  se  vérifie  dans  les  électrolyseurs,  c'est-à-dire 
pour  les  corps  qui  se  combinent  sur  le  passage  d'un  courant 
électrique. 

En  généralisant  cette  loi  de  Faraday,  on  peut  définir  les 
équivalents  électrochimiques  de  tous  les  corps  :  ce  sont  les 
poids  de  ces  corps  qui  se  combinent  ou  se  dissocient,  pendant 
l'unité  de  temps,  sur  le  trajet  d'un  courant  dont  l'intensité  est 
égale  à  l'unité. 

THÉORIE   DE   LÀ   PILE. 

236.  Considérons  un  élément  de  pile  alimenté  par  la  disso- 
lution du  zinc  dans  un  liquide  quelconque.  Appelons  q  la 
quantité  de  chaleur  produite  par  la  dissolution  d'un  kilo- 
gramme de  zinc  dans  le  liquide,  et  a  l'équivalent  électrochi- 
mique du  zinc,  c'est-à-dire  le  poids  du  zinc  qui  se  dissout 
pendant  l'unité  de  temps  sur  le  trajet  d'un  courant  dont  l'in- 
tensité est  égale  à  l'unité.  Lorsque  Tintensité  du  courant  est  1, 
le  poids  de  zinc  dissous  est  ai,  et  l'action  chimique  corres- 
pondante E^ai*  Si  la  pile  est  formée  de  n  éléments  placés  les 
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uns  à  la  suite  des  autres,  et  par  conséquent  traversés  par  le 
même  courant,  l'action  chimique  est  nEaqL 

Supposons  les  deux  pôles  de  la  plie  réunis  par  un  fil  con- 
ducteur homogène  et  à  la  même  température  dans  toute  sa 
longueur;  appelons  V  la  résistance  du  fil  et  X'  celle  de  chacun 
des  éléments  de  la  pile;  la  résistance  totale  du  circuit  sera 
X  =  X'  4-  nV.  En  égalant  l'action  chimique  de  la  pile  à  la  quan- 
tité d'énergie  calorifique  qui  se  dégage  dans  le  circuit  fermé, 
on  a  l'équation 

(2)  /iaE^/=Xi% 

d'où  l'on  déduit 


ou 

(3) 


naEq 

. naEq 

'-X'-hnr' 


Remarquons  que  l'intensité  du  courant  n'augmente  pas  au 
delà  de  toute  limite,  quand  on  augmente  indéfiniment  le  nom- 
bre des  éléments  de  la  pile;  elle  tend  vers  une  limite  finie 


(4)  |-  =  "^- 


Lorsque  le  nombre  des  éléments  n'est  pas  trop  grand  et  que 
la  résistance  /iX"  de  la  pile  est  très-petite  par  rapport  à  celle 
du  fil,  on  a  approximativement 

(5)  '  i=^: 

l'intensité  est  à  peu  près  proportionnelle  au  nombre  des  élé- 
ments. 

237.  Nous  pouvons  suivre  aisément  les  variations  du  poten* 
tiel  dans  cet  appareil.  Supposons,  pour  simplifier,  que  ractîon 
chimique  de  chaque  élément  de  la  pile  se  manifeste  sur  une 
de  ses  faces,  par  exemple  sur  la  première  face,  dans  le  sens  du 
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courant  (yîg.  66);  elle  produira  en  ce  point  une  élévation  de  ni- 
veau h  qui  sera  donnée  par  l'équation  Eqai=  hi,  d'où  hz=aEq; 

Fig.66. 


mais,  en  traversant  l'épaisseur  du  liquide  qui  remplit  le  vase, 
le  courani  éprouve  ensuite  une  perte  de  niveau  égale  à  ï/'i; 
de  sorte  que  l'élévation  provenant  du  premier  élément  sera 
égale  seulement  à  la  différence  aEg  —  ^,"1.  L'élévation  prove- 
nant de  la  pile  entière  sera  naEq  —  nVi.  Si  donc  on  désigne 
par  y,  la  valeur  du  potentiel  au  pôle  positif  de  la  pile,  et  par 
Vt  sa  valeur  au  pôle  négatif,  on  aura 

V.  —  V,  =  na^q  —  nV  i. 

Le  potentiel  diminue  ensuite  le  long  du  Bl,  depuis  le  pôle 
positif  jusqu'au  pôle  négatif.  L'élévation  na^q  produite  par 
les  actions  chimiques  est  ce  que  les  physiciens  appellent  la 
force  électromotrice  de  la  pile.  En  égalant  cette  quantité  à  la 
perte  de  niveau  due  à  la  résistance  de  tout  le  circuit,  on  a 

nalÊ.q  =  11=  {V  H-  nT Ji, 
et  Ton  retrouve  ainsi  l'équation  (3). 

238.  Supposons  maintenant  qu'on  place  un  électrolyte  sur 
le  trajet  du  conducteur.  Soit  a*  l'équivalent  électrochimique 
du  composé  dissous  et  q'  la  quantité  de  chaleur  nécessaire 
pour  décomposer  i  kilogramme  de  ce  corps;  le  poids  décom- 
posé pendant  l'unité  de  temps  est  a'/,  et  la  chaleur  absorbée 
c^q'i.  L'action  chimique  de  la  pile  étant  égale  ici  à  Ténergie 
calorifique  qui  se  dégage  dans  le  circuit  fermé,  plus  celle  qui 
a  servi  à  décomposer  l'électrolyte,  on  a  l'équation 
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OÙ  X  désigne  la  résistance  de  tout  le  circuit,  y  compris  l'élec* 
trolyte.  On  en  déduit 

(6)  ,^E{nag-^a'q^) 

A 

Nous  remarquons  d'abord  que  la  présence  de  Télectroiyle 
diminue  Tintensité  du  courant;  elle  produit  à  cet  endroit  un 
abaissement  du  niveau  électrique.  Nous  voyons  ensuite  que. 
pour  que  te  courant  existe,  il  faut  que  la  condition  naq  >•  a'q' 
soit  remplie,  c'est-à-dire  que  l'action  chimique  de  la  pile  aoit 
plus  grande  que  celle  de  l'éleclrolyte  :  c'est  ce  que  l'expé- 
rience a  vérifié.  En  augmentant  le  nombre  des  éléments  de  la 
pile,  on  peut  toujours  effectuer  la  décomposition. 

239.  Si  l'on  place  dans  le  circuit  plusieurs  électrolytes , 
qu'on  appelle  a,  a",. . ,  leurs  équivalents  élecirochimiques,  et 
f',  q'\. . .  les  quantités  de  chaleur  nécessaires  pour  la  décom- 
position de  I  kilogramme  de  ces  différents  corps,  on  aura  de 
même 

naEqi  =  li^  -h  a'Eq'  i  H-  a^'Eq^i  -4-  . . . , 

d'où  Ton  déduit 

.  _  E[naq  —  {aq'  -f-fl^^^4- . .  Q] 
'  ""  Y 

La  résistance  totale  X  du  circuit  comprend  la  résistance  de  la 
pile,  celle  du  fil  conducteur,  plus  les  résistances  Xi,  Xs,. ..  des 
différents  électrolytes, 

X  =  X'  -hnX"-i-X, -hXaH- 

Pour  que  le  courant  existe,  il  faut  encore  que  l'on  ait 

naq  >  a'q'  -4-  a"  g''  +  ... , 

c'est-à-dire  que  l'action  chimique  de  la  pile  soit  plus  grande 
que  la  somme  des  actions  chimiques  des  électrolytes. 
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CHAPITRE  Vni. 

ÉLECTRODYNAMIQUE. 


Préliminaires.  —  Ramener  les  deux  fonctions  inconnues  à  une  seule.  —  Action 
d'un  courant  fermé  sur  un  élément  de  courant.  —  Action  d'un  courant  élé- 
mentaire sur  un  élément  de  courant.  —  Action  d'un  solénoïde  sur  un  élé- 
ment de  courant.  —  Formule  d'Ampère. 


PRÉLIMINAIRES. 

240.  Rappelons  d'abord  les  principes  sur  lesquels  repose  la 
théorie  des  phénomènes  éleclrodynamiques.  Ampère,  qui  a 
conslruit  cette  théorie,  a  admis  que  l'action  de  deux  courants 
linéaires  a  lieu  élément  par  élément,  et  que  l'action  mutuelle 
de  deux  éléments  de  courants  est  une  force  attractive  ou  ré- 
pulsive, dirigée  suivant  la  droite  qui  les  joint,  proportionnelle 
au  produit  des  longueurs  des  éléments,  au  produit  des  inten- 
sités des  courants,  et  fonction  de  leur  distance.  C'est  là  l'hypo- 
thèse  fondamentale  de  la  théorie.  Il  a  fait  usage  ensuite  des 
deux  principes  suivants,  établis  par  l'expérience  : 

1*^  L'expérience  apprend  que,  quand  on  change  le  sens  de 
l'un  des  courants,  la  force  change  de  signe,  c'est-à-dire  d  at- 
tractive devient  répulsive,  ou  inversement; 

2"*  L'expérience  apprend  aussi  que  Taction  d'un  courant 
fermé,  composé  d'une  partie  rectilignc  et  d'une  partie  si- 
nueuse de  même  ordre  de  grandeur  et  qui  s'en  écarte  très- 
peu,  sur  un  courant  extérieur,  est  très-petite  par  rapport  à 
celle  de  la  partie  rectiligne.  Il  en  résulte  que  l'on  peut  rem- 
placer un  élément  de  courant  par  ses  projections  sur  trois 
axes  quelconques. 

241.  Nous  aurons  recours,  en  outre,  à  la  loi  théorique  de 
la  symétrie.  Il  est  clair  que  l'action  mutuelle  de  deux  éléments 
de  courant  dépend  de  leur  position  relative.  D'après  cela,  si 


288  DEUXIÈME   PARTIE.    —    CHAPITRE  VIII. 

l'on  considère  les  éléments  symétriques  de  deux  élémenis 
donnés  par  rapport  à  un  plan,  la  force  qui  s'exerce  entre  les 
deux  premiers  éléments  et  celle  qui  s'exerce  entre  les  deux 
éléments  symétriques  sont  symétriques  Tune  de  l'autre. 

Il  en  résulte  que  l'aciion  mutuelle  de  deux  éléments  ab,  cd, 
dont  l'un  ab  est  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'autre, 
en  son  milieu,  est  nulle.  En  effet,  prenons  les  éléments  sy- 
métriques par  rapport  à  ce  plan;  l'élément  ab  est  à  lui-même 
son  symétrique,  l'élément  cd  change  de  sens.  La  force  devrait 
donc,  en  vertu  du  premier  principe  expérimental,  changer  de 
sens;  mais  la  force,  étant  contenue  dans  le  plan,  et  par  con- 
séquent symétrique  à  elle-même,  ne  change  pas;  on  en  con- 
clut que  cette  force  est  nulle. 

242.  Considérons  maintenant  deux  éléments  quelconques  ab, 
crf(^g.  67);  menons  la  droite  mn  qui  joint  leurs  milieux.  Nous 
pouvons  remplacer  l'élément  a6  par  ses  deux  composantes  a'b', 

Fig.  67. 

/1     c- 


•^:>K 


c 


c 


a"b" y  suivant  la  droite  mn  et  une  perpendiculaire  à  cette  droite 
dans  le  plan  bmn.  Nous  décomposerons  de  même  l'élément  crf 
en  deux  composantes  d  d'y  Cxdxy  suivant  la  droite  mn  et  une 
perpendiculaire  à  cette  droite  dans  le  plan  dnm\  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  mn  au  points,  nous  décomposerons  ensuite 
l'élément  c,  rf,  en  deux  composantes,  l'une  d' d"  parallèle  à  d!h\ 
l'autre  c'^ûf'*' perpendiculaire  à  c^'rf";  de  cette  manière,  l'élé- 
ment cd  sera  remplacé  par  les  trois  éléments  c'rf',  c"  d*\  d'à'. 
Pour  avoir  l'action  mutuelle  des  deux  éléments  aby  cd,  il 
suffit  de  trouver  l'action  de  chacun  des  deux  éléments  ci' ^'f 
a"  6"  sur  chacun  des  trois  éléments  d  d',  d*  d"^  d' dT.  Or,  des 
six  actions  que  l'on  a  à  considérer,  quatre  sont  nulles  :  i"*  l'élé- 
ment a' 6'  étant  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  à  c'rf'en 
son  milieu,  l'action  mutuelle  des  deux  éléments  a'Vy  d'd'^^ 
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nulle;  2*"  ce  même  élément  a' h'  étant  situé  dans  le  plan  per- 
pendiculaire à  cf  d'"  en  son  milieu,  l'aclion  mutuelle  des  élé- 
ments afb'y  ifif  est  nulle;  3»  l'élément  c' d'  étant  situé  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  a^b"  en  son  milieu,  l'action  mutuelle 
des  éléments  c^'h^y  c'd'  est  nulle;  4°  l'élément  (fd"  étant  situé 
dans  ce  même  plan,  l'action  mutuelle  des  éléments  a"b'\  c'"  d"^ 
est  nulle.  11  reste  donc  à  trouver  l'action  des  deux  éléments 
a!b'f  c'd'  siiués  sur  la  même  droite  et  celle  des  deux  éléments 
parallèles  arb\  d"  d\ 

2^3.  Désignant  par  ds  et  dsf  les  longueurs  de  deux  éléments 
de  courants,  par  i  et  i*  les  intensités,  et  par  r  la  dislance,  nous 
représenterons  par 

ii'dsds'F[r), 

iVdsds'f(r), 

Taclion  mutuelle  de  ces  deux  éléments,  placés  sur  la  même 
droite,  ou  parallèles  entre  eux,  les  fonctions  F  (r)  et/(r)  étant 
positives  ou  négatives,  suivant  que  les  forces  sont  attractives 
ou  répulsives. 

Les  éléments  ab  et  cd,  dont  les  longueurs  sont  ds  et  ds'  et 
les  intensités  i  et  /',  ayant  une  position  quelconque,  appelons 
0  et  0'  les  angles  que  font,  avec  une  même  direction  de  la 
droite  mn  qui  joint  leurs  milieux,  les  directions  des  courants 
sur  ces  deux  éléments,  <p  l'angle  dièdre  des  deux  plans  6m/î, 
dnm^  et  r  la  distance  mn;  les  quatre  quantités  r,  9,  B'y  9  dé- 
finissent la  position  relative  des  deux  éléments,  et  l'on  a 

db'zrzds  cos  0,      a'*  b"  =^  ds  sin  0, 

c'rf'  =  rf^cos0',     c''d''z=ds' sin  6' cos(^,    c*'rf'^  =  rfysin0'sin<p. 

L'action  mutuelle  des  deux  éléments  a'b\  c'd',  situés  sur  la 
même  droite  mn,  sera  représentée  par 

i/'rfjrf^F(r)cos0cos0', 

celle  des  deux  éléments  parallèles  a^b",  c"  d"  par 

/rrf5rf*'/(r)sin0sin0'cos9. 

•9 
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L'action  muluelle  des  deux  éléments  proposés  ab,  cd,  se 
composant  des  deux  actions  précédentes,  sera  exprimée  par 
la  formule 

(i)      F  =  //'rf5rf5'[F(r)cosecos0'-4-/(r)sinesine'cos9]. 

On  peut  remplacer  l'angle  dièdre  <p  par  Tangle  e  que  foni 
entre  elles  les  directions  des  courants  sur  les  deux  élémenis 
proposés  ab,  cd;  on  a,  en  effet, 

cos  e  =  cos  0  cos  O'-^s'inO  sin  6'  C0S9, 

et  la  formule  précédente  devient 

(2)      F  =  ifV5rf5'{/(r)cose-f-[F(r)— /(r)]cosecosô'j. 

Pour  évaluer  les  angles  0  et  9',  on  prendra  indifféremment  la 
direction  mn  ou  la  direction  opposée  nm;  car  ceci  revient  à 
remplacer  les  deux  angles  0  et  6'  par  leurs  suppléments,  ce 
qui  ne  change  pas  la  formule. 

24-4..  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  démontrerons  quelques 
formules  qui  nous  seront  utiles.  Considérons  deux  courants 
marchant  dans  des  conducteurs  linéaires  de  forme  quelcon* 

Fig.68. 


0»           s*         t^'     '  A       ^' 
V     N 

que  (/îg.  68).  Soient  M  et  N  les  milieux  de  deux  élémenis  ds, 
ds'  de  ces  courants;  prenons  deux  points  fixes  0  et  0'  sur  ces 
conducteurs;  la  position  du  point  M  sur  le  premier  conduc- 
teur sera  déterminée  par  l'arc  OM,  que  nous  désignerons 
par  Sf  celle  du  point  N  sur  le  second  conducteur  par  l'arc  O'N, 
que  nous  désignerons  par  s\  D'après  cela,  il  est  clair  que  la 
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dislance  r  des  deux  points  M  et  N  est  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  s  et  s',  et  Ton  a 

(3)  cos0  =  — » 

v  s 

(4)  cose'  =  -^. 

D'autre  part,  la  projection  NA  de  la  droite  NM  sur  la  tangente 
en  N  a  pour  valeur 

NA  =  rcos6'. 

Si  Ton  fait  varier  s,  laissante'  constante,  le  point  M  vient  en  M', 
et  la  projection  NA'  de  la  droite  NM'  devient 

NA'=  rcos0'H . as; 

^s 

d'où 

Mais,  la  longueur  A  A'  étant  la  projection  de  l'élément  M  M'  —  (h 
sur  la  tangente  en  N,  on  a  aussi 

AA'  =  rf^cose: 

il  en  résulte 

^(rcosO') 

(5)  COS6  — --— ^^ 

^    '  ^s 

Si  Ton  remplace  cosô'  par  sa  valeur  (4),  il  vient 


(6)  cose 


^5  i)5  D5'  ^S^S' 


RAMENER   LES   DEUX   FONCTIONS    INCONNUES   A    UNE   SEULE. 

245.  L'expression  de  la  force,  qui  s'exerce  entre  deux  élé- 
ments de  courant,  renferme  deux  fonctions  inconnues  F(r)  et 
f{r).  Pour  déterminer  ces  deux  fonctions,  on  se  sert  de  deux 
cas  d'équilibre  observés  expérimentalement.  Afin  de  âimpli- 

»9- 
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Ger  le  calcul.  Ampère  admettait  que  les  deux  fonctions  sont 
de  la  forme  —  »  —  ;  mais  nous  traiterons  la  question  d'une  ma- 
nière générale  en  suivant  une  méthode  ingénieuse,  due  à 
Blanchet  et  enseignée  par  lui  à  TÉcole  Normale  [*). 

Le  premier  cas  d'équilibre  employé  est  celui-ci  :  un  courani 
rectangulaire  ABCD(^g'.  69),  assujetti  à  tourner  autour  d'un  de 
ses  côtés  AD,  reste  en  équilibre,  sous  l'influence  d'un  courant 
circulaire  qui  a  son  centre  0  sur  l'axe  de  rotation,  et  dont  le 
plan  est  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Soient  GH  la  trace  du  plan  du  rectangle  sur  le  plan  du  cer- 
cle, M  et  N  les  milieux  de  deux  éléments  ds  et  ds'  des  deux 
courants;  appelons  a  le  rayon  du  cercle,  q  l'angle  GON,  u  la 

Fig.  69. 


distance  du  point  M  à  l'axe;  menons  du  point  N  une  perpen- 
diculaire NE  sur  le  diamètre  GH,  et  joignons  ME.  La  force  F 
exercée  par  l'élément  ds'  sur  l'élément  ds  est  dirigée  suivant 
MN,  si  elle  est  attractive;  décomposons-la  en  deux,  l'une  sui- 
vant ME,  l'autre  perpendiculaire  à  ME,  et  par  conséquent 
parallèle  à  EN;  cette  dernière  composante  a  pour  valeur 

F  cosMNE  =  F  —  =  F ^> 

r  r 


{*)  Annales  scientifiques  de  V École  Normale  supérieure^  t.  II. 
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ei  le  moment  de  la  force  F  par  rapport  à  Taxe  de  rotation  est 


asm  7 


X«. 


La  condition  d'équilibre  est  que  la  somme  des  moments  de 
toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  courant  rectangulaire  soit 
nulle,  c'est-à-dire 

Fnsinq 


22^ 


o. 


246.  En  projetant  sur  la  tangente  au  cercle  en  N  le  contour 
fermé  NMAON,  on  a 

rcosO' -4- Msinç  =  0,     ou    rcos6'=  —  z/sinç; 

puisque  l'angle  q  est  indépendant  de  s  et  la  distance  u  indé- 
pendante de  s\  l'équation  (5)  devient 

DfMsincr]  du   . 

cose  == ^-TT — —  =  —  -T-  sma, 

D5  as       ^ 

et  l'expression  (  2  )  de  la  force  F  se  met  sous  la  forme 

F  =  — ii'rfsrf*'    /(r) -T-sinj  H ^—^ — '^-^  u^sinq    • 

On  a  d'ailleurs  ds'  =  adq;  l'équation  d'équilibre  est  donc 

(:)      JJlrds-^     '  \/'   ^Uy^jusm^qdsdq^.o, 

s  et  q  étant  prises  pour  variables  indépendantes,  et  la  double 
intégration  s'étendant,  d'une  part,  au  périmètre  du  rectangle, 
d'autre  part,  à  la  circonférence  entière.  11  est  évident  que  le 
côté  DA  du  rectangle  ne  donne  rien  dans  le  résultat. 
(Considérons  d'abord  la  première  partie 

//&-'  g  «»„.,^.,  =/»„.,.,/&3  .  "^  ^., 

la  longueur  s  est  comptée  sur  le  rectangle,  à  partir  du  point  A, 
en  marchant  dans  le  sens  du  courant;  le  long  de  BC»  on  a 
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du  •  du  ^^   du  .    . 

-T-  =  o  ;  sur  AB,  on  a  -j-  =  i  ;  sur  CD,  -j-  =  —  i  ;  si  donc  on 

appelle  r  el  r'  les  dislances  NM,  NM'  du  point  N  à  deux  élé- 
ments ayant  leurs  milieux  M  et  M'  sur  une  parallèle  à  AD,  cl 
si  Ton  désigne  par  b  la  longueur  du  côté  AB,  on  aura 

et,  par  suite,  la  première  partie  devient 

^Vî,  Considérons  maintenant  la  seconde  partie 

j  sm-qdqj         \./         "  >^  ^^> 
que  Ton  écrira 

en  posant,  pour  abréger, 

(8)  ^Ar}^  =  ^>,r). 

L'iniégralion  par  parties  donne 

f u'^'{r)y^^ds  =  {u'^{r)]\--2  j ^[r)u  -^^ds; 

les  deux  limites  coïncidant,  le  premier  terme  est  nul;  le  se- 
cond, d'après  ce  que  nous  avons  dit,  se  met  sous  la  forme 

J  o 

la  seconde  partie  devient  ainsi 

I       sïn^qdq  j     [^{r} —  r^ir'Yludu, 
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ei  si  Ton  pose 

(9)  4^'-^  +  ('')  =  X('-). 

l'équation  d^équilibre  se  réduit  à 

sin'qdq  f     [x(r)  —  xi^"'  )]f^du  =  o. 

0  t/0 

On  en  conlul  quf;  la  fonction  x(  r)  est  une  constante.  En  effet, 
on  a  EM  <  EM',  et,  par  suite,  r  <  r\  Soit  6  < a;  la  plus  petite 
valeur  de  r  est  BG,  la  plus  grande  valeur  de  r'  est  CH.  Suppo- 
sons que  x{f)  "6  soit  pas  constante  et  croisse,  par  exemple, 
quand  r  croît  de  nk  r^;  on  construira  le  rectangle  de  manière 
que  BG  soit  égale  ou  supérieure  à  r„  CH  égale  ou  inférieure 
à  r,;  de  cette  manière,  on  aura  toujours 

r,  </•</•'<  Ta, 
et,  par  suite» 

x('*')>x(0; 

tous  les  éléments  de  Tintégrale  (lo)  auraient  des  valeurs  posi- 
tives, et  leur  somme  ne  pourrait  être  nulle. 
La  fonction  x{f)  étant  une  constante,  on  a 

et,  par  suite,  en  vertu  des  relations  (8)  et  (9), 

-^-2t'(r).^o. 

dr         *  f»  -    • 

d-fH:! 

{•I)  F(r)=/(r)+%'-^5 

la  première  ronciion  inconnue  se  trouve  ainsi  déterminée  à 


ou 


On  en  déduit 
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l'aide  de  la  seconde,  et  l'expression  de  la  force  élémentaire  ne 
contient  plus  qu'une  fonction  inconnue 

r  '^^         1 

(12)     ¥z=ii'dsds'\  /(r)cos€ -f-- r*  — r^cosôcosô'  j. 

Pour  simplifier  un  peu  l'écriture,  nous  poserons 
(.3)  ■  ^=,ir); 

l'expression  précédente  devient 
(i4)      F  — ïi'Arfy    r(p(r)cos€-4- ir2(p'(r)cos0cos©'    • 

ACTION   d'un   courant   FERMÉ    SUR   UN   ÉLÉMENT   DE   GOURANT. 

248.  Par  le  point  0  (^g*.  70),  milieu  de  l'élément  rff',  menons 
trois  axes  rectangulaires;  appelons  or,  y,  z  les  coordonnées  du 


Fîg.  70. 


/ 
/ 


milieu  M  d'un  élément  e/5  du  courant  fermé.  Toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  l'élément  ds\  étant  appliquées  en  son  mi- 
lieu 0,  admettent  une  résultante  appliquée  en  ce  point;  les 
projections  X,  Y,  Z  de  cette  résultante  sur  les  axes  des  coor- 
données sont  de  la  forme 

\z=ii'ds'  I     r(p(r)cos£-f-f  r»9'(r)cos0cos9"   -  A. 
Il  n'y  a  ici  qu'une  variable  indépendante,  l'arc  s  du  conduc- 


I 
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leur  fermé»  compté  à  pertir  d'un  point  fixe  arbitraire.  Les  re- 
lations (3)  et  (5)  peuvent  s'écrire 

^       dr  rf(rcos0') 

cos0=:-j-»      cose  = -j ' 

as  as 

Si  l'on  remplace  cosd  par  sa  valeur,  l'expression  précédente 
devient 

X  =  ii'ds'  I     x(f[r)costds-h  -  xrcos9'(^'{r)dr    . 

Considérons  la  seconde  partie  de  l'intégrale;  en  intégrant 
par  parties,  on  a 

1  j:rcosô'9'(r)rfr=  [arrcosô'(p(r)]î—  1  (^{r)d  [x  r  cosô' ); 

le  courant  étant  fermé>  le  premier  terme  est  nul;  on  a  donc 

1  xrcos9^(^'{r)dr==—  j  (f{r)d{xrcos6') 

=  —  j(^{r)[xd{rcose')  -t- rcosÔ'rfx] 

=  —  I  ^[r){x cosB ds -{-  rcosQ'dx). 

De  cette  manière,  l'expression  de  X  se  réduit  à 

\  =  -'ii'dsf  I  (f{r){xcoseds^  rcosO'dx), 

249.  Si  l'on  appelle  a,  b,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait 
l'élément  ds'  avec  les  axes  des  coordonnées,  on  a,  en  projetant 
sur  ds'  la  longueur  r  et  l'élément  ds, 

r  COS0'  =:  ax  -h  bjr  -h  cz, 
ds  cose  =  adx  -4-  bdy-^-  cdz; 
d'où 

xcosuis—  r cosQ' dx  =z  b{xdy'  —  y dx)  —  c{zdx  —  xdz). 
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et,  par  suite, 

—  c-ii'dsf  j  (^(r)[zda:  —  xdz). 

On  aurait  des  expressions  analogues  pour  Y  et  Z.  On  voit 
que  ces  quantités  dépendent  des  trois  intégrales 

B  =  Ç^[r]{zdx^xdz). 
[  C  =  /  <p(r){xrfj  — jrfj;), 
que  nous  désignons  par  A,  B,  C,  et  Ton  a 


X:=-iiV5'(6C-cB}. 

2 

(i6)  {  Y=-!-ii'rf^'{cA— aC), 

Z  =  -/iV5(aB— 6A). 

2  ^  ' 

Les  trois  intégrales  (i5)  dépendent  de  la  forme  du  courant 
fermé,  et  de  sa  position  par  rapport  au  milieu  0  de  l'élément 
ds'  ;  elles  sont  indépendantes  de  la  direction  de  cet  élément. 

250.  Des  formules  (i6)  on  déduit  les  relations 

aX-+-ftY  +  cZ  =  o, 
AX-+-BY-hCZ=:o. 

La  première  indique  que  la  résultante  est  perpendiculaire  à 
rélément  rf*',  la  seconde  qu'elle  est  perpendiculaire  à  une 
droite  OG  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  proportionnels  à  A,  B,  C;  cette  seconde  droite  est  indé- 
pendante de  la  direction  de  l'élément  ds! .  Le  plan  mené  par 
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la  droite  OG  et  l'élément  dff  est  le  plan  directeur  d'Ampère  ; 
la  résultante  est  perpendiculaire  au  plan  directeur. 
On  a  d'ailleurs 

V'X'-f- Y»-4-Z»  =  -  ii'd^  v/A'-f-B'H-C»— (aA-h6B-HcC)=  ; 
2 

si  donc  on  pose 

A»  -^  B»  -4-  C»  =  G% 

et  si  l'on  appelle  ô  l'angle  de  la  droite  OG  avec  l'élément  rf*', 
et  R  la  résultante,  on  a 

(17)  R  =  -/i'rf5'Gsinô. 

Portons  sur  la  droite  OG  une  longueur  égale  à  G,  et  sur  la 
direction  de  l'élément  dsf  une  longueur  égale  à  l'unité,  la  for- 
mule signifie  que  la  résultante  est  proportionnelle  à  l'aire  du 
parallélogramme  construit  sur  ces  deux  droites;  elle  est  nulle 
quand  l'élément  ds*  coïncide  ave<5  la  droite  OG.  Elle  est  d'ail- 
leurs, comme  nous  l'avons  dit,  perpendiculaire  au  plan  du 
parallélogramme. 

ACTION   d'un   courant   ÉLÉMENTAIRE  SUR   UN   ÉLÉMENT  DE   GOURANT. 

251.  La  recherche  de  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un 
élément  de  courant  se  ramène,  comme  nous  l'avons  vu,  au 
calcul  des  trois  intégrales  (i5).  Il  est  avantageux  pour  ce  qui 
va  suivre  de  transformer  ces  intégrales  simples  en  intégrales 
doubles.  Imaginons  une  surface  continue  S  limitée  par  le  cou- 
rant fermé;  projetons-la  sur  le  plan  des  xy^  et  supposons  que 
le  point  0  soit  situé  en  dehors  de  cette  projection  {jig.  71). 

Soit  P  la  projection  d'un  point  quelconque  M  de  cette  sur- 
face; désignons  par  u  le  rayon  vecteur  OP  et  par  q  l'angle  xOP. 
On  sait  que  l'expression  xdy—ydx  représente  le  double  de 
l'aire  du  triangle  POP',  et  l'on  a 

xdy—ydx=:  u^dq. 

Le  courant  marchant  dans  le  sens  indiqué  par  la  flèche,  l'angle  q 
crott  de  q^  à  q,  sur  l'arc  ABC,  et  décroît  ensuite  de  qi  à  qi  sur 
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TarcCDA.  En  désignant  par  i/,  et  ih  les  distances  de  l'origine 

Fig.71. 

i 


oV . 


aux  points  P,  el  P>,  où  la  droite  OP  coupe  la  courbe,  on  pourra 
écrire 

C=  f'''[ul<f{r,)-u]<f{r.)]dq. 


Mais  on  a 


«.>(.,)-«î?(r.)=j["'m^rf«. 


rintégration  étant  prise  par  rapport  à  la  variable  u  du  point  P, 
au  point  P,.  La  valeur  de  C  devient  ainsi 

il  y  a  maintenant  deux  variables  indépendantes  u  et  9,  et  l'in- 
tégrale double  s'étend  à  la  partie  du  plan  comprise  dans  la 
courbe  ABCD. 

252.  Pour  évaluer  cette  intégrale,  nous  remarquons  que 

Dm  .  TV    /  T  \    /  ^^^ 

de  la  relation 

on  déduit  d'ailleurs 

Dr  ^z 

r——u-hz--- 

du  ou 
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Il  s'agit  de  trouver  —  ;  pour  avoir  cette  dérivée  partielle,  il 
faut  laisser  constante  la  variable  q  et  faire  varier  a,  ce  qui  donne 

Fig.  Ti. 

M' 


/  V 

deux  points  P  etP'  sur  un  même  rayon  OV{Jig.  7a);  ces  deux 
points  sont  les  projections  de  deux  points  infiniment  voisins 
M  et  M'  de  la  surface  S;  sait  L  le  point  où  la  droite  MM'  ren- 
contre Taxe  Ois;  on  a 

:»z       M  H       MK_g-OL 

;)a"~  MH  ""LK  ""        u 

Mais  L  est  le  point  où  le  plan  tangent  à  la  surface  en  M  ren- 
contre l'axe  Oz  ;  soit 

a^  4-  Pj-4-  yz  =p 

l'équation  de  ce  plan,  a,  (3,  y  étant  les  cosinus  des  angles 
que  la  normale  à  la  surface  au  point  M  fait  avec  les  axes,  et  p 
la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  le  plan,  distance 
positive  ou  négative,  suivant  que  cette  perpendiculaire  a  la 
même  direction  que  la  normale  ou  une  direction  inverse.  Nous 
aurons 

y 

et,  par  suite, 

Dz  yz  —p 

^u  yu 

^r  u       z(yz  —  p) yr^—pz 

Da        r  yur  yur 

(•9)        C=yy[a?(r)+r<p'{r)-^<p'(r)]«rf«rf?. 
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Le  produit  ududq  représente  un  élément  de  Taire  plane 
limitée  par  la  courbe  ABCD  dans  le  plan  des:r/;  cet  élément 
est  là  projection  d'un  élément  dtù  de  la  surface  S,  et  l'on  a 

ududq  =  yd(ù; 

l'expression  précédente  devient  ainsi 

(20)  C=r2|[2cp(r)4-r(p'(r)]y~^9'(r)}rf". 

Afin  que  dcù  ait  une  valeur  positive,  la  normale  à  la  surface 
est  menée  dans  une  direction  telle,  qu'un  observateur  placé 
sur  cette  normale,  les  pieds  contre  la  surface,  voie  le  courant 
tourner  de  droite  à  gauche. 

Si  Ton  appelle  C  une  valeur  moyenne  de  la  quantité  entre 
parenthèses,  et  w  l'aire  de  la  surface  S,  limitée,  comme  nous 
l'avons  dit,  au  courant  fermé,  nous  pourrons  écrire  C  =^  C'o>. 
Nous  aurons  de  même  A  =  A'w,  B  =  B'w. 

On  appelle  courant  élémentaire  un  courant  fermé  infini- 
ment petit.  On  emploie  surtout  les  dernières  formules  pour 
calculer  l'action  d'un  courant  élémentaire  sur  un  élément  de 
courant.  Dans  ce  cas,  la  valeur  moyenne  de  la  parenthèse  est 
sensiblement  égale  à  sa  valeur  en  un  point  quelconque  M  de 
la  surface  infiniment  petite  u.  On  aura  donc 

I  A'=  [2(p(r)-4-r9'(r  ](x  —  ^(^'(r), 
(îïi)  JB'  =  [29(r)4-r(p'(r)]|3-^9':r), 

et  Ton  connaîtra  les  trois  intégrales  A,  B,  C, 
(12)  A  =  A'w,    B^rB'w,     C  =  C'w. 

ACTION   d'un   SOLÉNOÏDE   SUR   UN    ÉLÉMENT    DE   COURANT. 

253.  Un  solénoïde  est  formé  de  courants  élémentaires  égaux 
entre  eux,  normaux  à  une  même  courbe  directrice,  et  infini- 
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ment  rapprochés  les  uns  des  autres.  L'action  d'un  courant 
fermé  sur  un  élément  se  réduisant  à  une  force  appliquée  au 
milieu  de  l'élément,  l'action  du  solénoïde,  qui  est  composé 
de  courants  fermés,  se  réduit  de  même  à  une  force  appliquée 
au  milieu  de  l'élément.  Appelons  o\  l'aire  d'une  surface  li- 
mitée à  l'un  des  petits  courants,  et  g  la  dislance  de  deux  cou- 
rants consécutifs;  le  nombre  des  courants  placés  sur  un  élé- 
ment da  de  la  courbe  directrice  sera  — j  et  l'action  du  solé- 

g 
noTde  sur  un  élément  de  courant  ds'  placé  à  l'origine  des  co- 
ordonnées aura  pour  l'une  de  ses  composantes 

(23)  X  =  ^  i'ds'  —  (b  r  Cd(T-c  rVda\, 

l'intégration  s'étendanl  à  toute  la  longueur  de  la  courbe  direc- 
trice PiPa  (fig.  73).  D'après  les  conventions  faites  précédem- 

Fig.  73. 
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mV       ^ 
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ment,  cette  courbe  doit  être  parcourue  dans  un  sens  tel,  qu'un 
observateur  placé  sur  une  tangente  MX,  les  pieds  en  M,  la  tête 
vers  l'extrémité  T,  voie  le  petit  courant  tourner  de  droite  à 
gauche.  Cette  droite  MT  est  normale  à  la  petite  surface  w  que 
Ton  peut  supposer  plane;  x,  y  y  z  étant  les  coordonnées  du 
point  My  on  a 

y  =  ^,     1  =  cosMOL  =  cosEMT  =  -^, 
'       dtr       r  d(T 
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el 

f    Cd(T=f    j[2<p(r)-hr9'(r)]rf2-:5(p'(r)rfr{. 
En  intégrant  le  dernier  terme  par  parties,  on  a 

J     Z(p'(r)rfr=r  [Z9(r)];— J      (^{r)dz, 

et,  par  suite, 

J'c'rfcr  =  -[z9(r)]î+y[39(r)4-rcp'(r)]rf3, 

ou,  plus  simplement, 

(M)  j\'d,T  =  -[z<f{r)]\+£  ^^^^r^  dz. 

FORMULE  d'ampère. 

25^.  Nous  avons  ramené  les  deux  fonctions  inconnues  «î 
une  seule,  à  Taide  d'un  premier  cas  d'équilibre;  nous  pouvons 
maintenant  achever  la  détermination  de  ces  fonctions,  à  l'aide 
d'un  second  cas  d'équilibre.  On  a  reconnu  par  l'expérience 
que  l'action  d'un  solénoïde  fermé  sur  un  élément  de  cou- 
rant, placé  d'une  manière  quelconque,  est  nulle;  les  compo- 
santes X,  Y,  Z  devant  être  nulles,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion de  l'élément  ds'^  c'est-à-dire  quelles  que  soient  a,  6,  c, 
on  doit  avoir  séparément,  d'après  l'équation  (23  ), 

ÇaU17  =  o,       Cwd(T=o,      Çad<T=o. 

Mais,  lorsque  le  solénoïde  est  fermé,  le  premier  terme  étant 
nul,  l'équation  (24)  se  réduit  à 
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on  a  posé,  pour  abréger, 


3o5 


I    d.r*9(r)  _ 


dr 


--.7r(r). 


Supposons  la  courbe  directrice  plane  et  située  dans  le  plan  des/ j 
(Jig*  74);  clic  ^sl  parcourue  dans  un  sens  déterminé  que  nous 

Fig.  7/,. 


Ml 

/ 
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indiquons  par  une  flèche.  Deux  parallèles  à  Taxe  0>  infini- 
ment voisines  déterminent  deux  arcs  MN,  M'N',  pour  lesquels 
les  valeurs  de  dz  sont  égales  et  de  signes  contraires;  si  donc 
on  appelle  r  et  r'  les  distances  OM  et  OM',  on  aura 


/^■■"^X' 


[7r(r')— 7r(r)](/z  =  o. 


255.  On  en  conclut  que  la  fonction  7r(r)  est  une  constante. 
Admettons  en  effet  que  celte  quantité  varie  et  augmente,  par 
exemple,  quand  r  croît  de  ry'^  r^;  on  peut  tracer  la  courbe  de 
manière  qu'elle  soit  située  à  droite  de  Oz,  afin  que  r'  soit 
plus  grand  que  r,  et  de  manière  que  le  minimum  de  r  soit  égal 
ou  supérieur  à  r,,  et  le  maximum  de  r'  égal  ou  inférieur  à  r,; 
on  aura  alors 


et,  par  suite. 


7r(r')>7r(r). 


10 


3o6  DEUXIÈME    PARTIE.    —    CHAPITRE    VIII. 

Chacun  des  termes  de  l'intégrale  étant  positif,  il  serait  im- 
possible que  la  somme  fut  nulle.  On  a  donc 

h  étant  une  constante. 
En  vertu  de  la  définition  de  7r(r),  cette  condition  devient 

rf.r'(p(r)—  hr^dr, 
et,  par  l'intégration, 

/,  éiant  une  nouvelle  constante.  On  en  déduit 

mais  on  a  posé  (n«2W) 
il  en  résulte  que 

Il  est  nécessaire  que  la  constante  A  soit  nulle,  sans  quoi  la 
force  électrodynamique  deviendrait  infinie  à  une  distance 
infinie,  ce  qui  est  contraire  à  l'expérience.  On  a  donc  finale- 
ment 

et  la  formule  (iîî)  se  réduit  à 

Telle  est  la  formule  fondamenuie  d'Ampère.  L'expérience 
apprend  que  la  constante  k  est  positive. 
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CHAPITRE  IX. 

SUITE  DE  L  ÉLECTRODYNAMIQUE. 

Pôles  d'un  solcnoidc.  —  Action  d'un  courant  fermé  sur  un  sulénoidc.  —  Action 
d'un  solénoïde  sur  un  solénoïde.  — •  Théorie  du  magnétisme  d'Ampère.  — 
Simplification  de  la  formule  d'Ampère.  —  Travail  des  forces  électrodyna- 
miques entre  deux  courants  fermés.  —  Travail  des  forces  électrodynamiques 
qu'un  courant  exerce  sur  lui-même. 


PÔLES   d'un    solénoïde. 

256.   Maintenant  que  nous  connaissons  la  fonction  /(rj, 

nous  pouvons  simplifier  les  formules  relatives  à  l'action  d'un 

If 
solénoïde  sur  un  élément  de  courant.  Puisque  (jp{r)  =  — i  In 

Tormule  (24)  se  réduit  à  son  premier  terme 

rC'rfa=-[.<p(r)]î  =  ^'-^=. 


On  a  de  même 


X 
X 


r'  ri 


Wda  =  l^-^f^. 


En  substituant  dans  l'équation  (23)  et  posant 


on  a 


(>5) 


9.0. 
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OnWoil  par  là  que  la  force  exercée  par  un  solénoTde  sur  urt 
clémenl  de  courant,  et  qui  est  appliquée  au  milieu  0  de  Télé- 
ment,  ne  dépend  que  de  la  position  des  extrémités  P„  P,  de 
la  courbe  directrice  [fig.  75),  et  nullement  de  la  forme  de  cetie 
rourbç  ;  c'est  pourquoi  Ampère  a  donné  à  ces  extrémités  le  nom 

Fig.  75. 
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de  pôles  du  solénoïde.  On  peut  regarder  cette  force  comme  la 
résultante  de  deux  forces  appliquées  toutes  deux  en  0  :  Tune  F,^ 
ayant  pour  composantes 

A,  =  -KU.I  as  r-^— ' 

(26)  <  Y|=i  -ktxi'ds'  ; ï 

et  se  rapportant  au  pôle  P,;  Taulre  F„  ayant  pour  composantes 

n    ^  r: 


et  se  rapportant  au  pôle  Pr 
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iS57.  Des  formules  { 27  ),  on  déduit 

aX,  -f-  6Y,  -h  cZ,  =  o, 

Xx  X,  -h  /,  Y,  -h  -3,  Z,  =:=:  O  ; 

<l*oii  l'on  conclut  que  la  force  F,  est  perpendiculaire  au  plan 
qui  passe  par  Télémenl  ds'  et  la  droite  OP,.  On  a  d'ailleurs 

el,  par  suite, 

^,  désignant  Tangle  que  fait  l'élément  rf*'  avec  la  droite  OP,. 
Ainsi  la  force  F,  varie  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
du  milieu  0  de  Télémeni  au  pôle  P,.  Il  reste  à  trouver  le  sens 
de  la  force.  Pour  cela,  faisons  coïncider  l'axe  des  z  avec  l'élé- 
ment de  courant,  et  passer  le  plan  zjparle  pôle  P,;  nous 
aurons 

^=6=0,     c=i,    :f,  =  o,     Y,rzrZ,  =  0,    X,  =^ k[Li'ds'^' 

Un  observateur  placé  sur  Oz,  c'est-à-dire  sur  l'élément  de  cou-- 
rani,  de  manière  que  le  courant  entre  par  ses  pieds  et  sorte 
par  sa  tête,  et  regardant  le  pôle  P,,  verra  la  force  F,  à  sa 
gauche. 

De  même,  la  force  F,  est  perpendiculaire  au  plan  qui  passe 
par  l'élément  de  courant  ds'  et  la  droite  OP7,  et  égale  à 

F,  —  -  hy.i'ds'  — r-» 

6i  désignant  l'angle  de  rfs'  avec  OP,.  Un  observateur,  placé 
comme  précédemment,  et  regardant  le  pôle  Pj,  verra  cette 
force  à  sa  droite. 

Ainsi,  quand  on  aura  à  considérer  l'action  d'un  solénoYde 
sur  un  élément  de  courant,  on  réduira  le  solénoïde  à  ses  deux 
pôles  P,  et  P„  et  on  déterminera,  comme  nous  l'avons  expli- 
qué, les  forces  F,  et  F„  appliquées  toutes  deux  au  milieu  O 
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de  l'élément;  puis  on  prendra  leur  résultante  R.  Pour  abréger 
le  discours,  on  dit  que  ces  forces  F,  et  Fj  sont  les  actions  des 
pôles  eux-mêmes  sur  l'élément  de  courant;  la  constante  u.  est 
rintensité  de  chaque  pôle. 

258.  Nous  avons  trouvé  l'action  d'un  solénoïde  sur  un  élé- 
ment de  courant;  il  est  évident  que  l'action  de  l'élément  sur 
le  solénoïde  se  réduit  à  une  force  égale  et  opposée  —  R,  ap- 
pliquée aussi  au  point  0.  On  l'obtient  en  prenant  la  résultante 
des  forces  —  F,  et  —  Fa,  et  l'on  dit  que  ces  deux  forces  sont 
les  actions  de  l'élément  de  courant  sur  les  deux  pôles.  Ainsi, 
l'action  d'un  élément  de  courant  sur  un  pôle  P»  est  une  force 
appliquée  au  milieu  de  l'élément,  perpendiculaire  au  plan  qui 
passe  par  l'élément  et  le  pôle,  et  dirigée  vers  la  droite  d'un 
observateur  placé  sur  le  courant  et  regardant  le  pôle  Pi.  L'ac- 
tion de  l'élément  de  courant  sur  le  pôle  P,  est  dirigée  au  con- 
traire vers  la  gauche.  Le  pôle  Pi  est  un  pôle  boréal,  le  pôle  P, 
un  pôle  austral.  Les  formules  (26)  et  (27  ),  changées  de  signe, 
donnent  les  composantes  de  ces  forces,  l'origine  étant  placée 
au  milieu  de  l'élément. 


ACTION   d'un   courant   FERMÉ    SUR    UN    SOLÉNOÏDE. 

259.  Considérons  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  pôle 
boréal  P,  d'un  solénoïde.  Les  axes  des  coordonnées  étant  pla- 
cés d'une  manière  quelconque,  appelons  :r„  ^„  ^,  les  coor- 
données du  pôle  Pi,  ^',^',  z'  celles  du  milieu  d'un  élément  rfs' 
du  courant;  l'action  de  cet  élément  sur  le  pôle  P,  se  réduit  à 
une  force  appliquée  au  milieu  de  l'élément,  et  dont  les  com- 
posantes, en  vertu  des  équations  (26),  ont  des  expressions  d(* 
la  forme 

X.  =  -  i  ki^i'ds'  Hz,-z')-cir.-.r'), 

Si  l'on  place  l'origine  des  coordonnées  au  pôle,  ces  exprès- 
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sions  se  simplifient  et  deviennent 

Y,  =:  -  kui'ds' ^ 

2     '                  r* 
Z,  =  -  kai'd^  -^ 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  toutes  les  forces  appli- 
quées aux  milieux  des  différents  éléments  du  conducteur  fermé 
admettent  une  résultante  passant  par  le  point  P..  Il  suftit  que 
la  somme  des  moments  de  toutes  ces  forces  par  rapport  à 
chacun  des  trois  axes  soit  nulle.  Nous  remarquons  que  les 
cosinus  a,  6,  c  des  angles  que  fait  Félément  ds'  avec  les  axes 

,  rfjc'    rfr'    dz'    ^ 
sont  égaux  respectivement  a  -y-;  ?  -^^  ^,  •  La  somme  des 

moments  par  rapport  à  Taxe  des  z  est 

Lorsque  le  conducteur  est  fermé,  cette  somme  est  nulle. 

260.  Calculons  maintenant  cette  résulunte.  Ses  projections 
sur  les  trois  axes  des  coordonnées  sont 


x'dz'  —  z'dx' 


(29)  {Y  =  '-kfii'J 

2  J  r' 
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Ces  intégrales  ont  la  même  forme,  au  signe  près,  que  les 

intégrales  A,  B,  C  qui  nous  ont  servi  à  trouver  l'action  d'un 

courant  fermé  sur  un  élément  de  courant  (n®249);  il  suffit  de 

k 
remplacer  dans  ces  dernières  <p(r)  par  sa  valeur  —  • 

Nous  pouvons  aussi  transformer  ces  intégrales  simples  en 
intégrales  doubles.  Imaginons  une  surface  limitée  au  courant 
fermé;  appelons  a:',  j',  2' les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  cette  surface,  a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  que  fait 
la  normale  à  la  surface  en  ce  point  avec  les  axes  des  coordon- 
nées, la  normale  étant  menée  dans  une  direction  telle,  qu'un 
observateur  placé  sur  cette  normale,  les  pieds  sur  la  surface, 
voie  le  courant  tourner  de  droite  à  gauche  ;  appelons  enfin  p 
la  distance  de  l'origine  au  plan  tangent  et  dtù'  un  élément  de 
la  surface;  nous  aurons  alors,  en  appliquant  la  formule  ( 7.0 j 
du  n"252,  et  changeant  les  signes, 

,3o,         ]ï  =  :*,,2(£-îf:)rf»', 

Ainsi  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  pôle  boréal  Pi  d'un 
solénoYde  se  réduit  à  une  force  appliquée  au  point  P„  et  dont 
les  composantes  sont  exprimées  par  les  formules  (29)  ou(3o). 
L'action  du  courant  sur  le  pôle  austral  Pj  se  réduit  de  même 
à  une  force  appliquée  en  P„  et  pour  avoir  ses  composantes, 
il  suffit  de  changer  le  signe  de  /x  dans  les  formules  précé- 
dentes, l'origine  étant  supposée  placée  en  Pj.  Cela  signiûe  en 
réalité  que  l'action  d'un  courant  fermé  sur  un  solénoîde  se 
compose  de  deux  forces  appliquées,  l'une  au  pôle  Pi,  l'autre 
au  pôle  Pa. 

Lorsque  le  courant  fermé  est  infiniment  petit,  les   for- 
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mules  (3o  )  deviennent 

ACTION   d'un    80LÊN0ÏDE  SUR    UN   SOLÉNOTDE. 

261.  Considérons  un  second  solénoïde  F,  F,  [fig,  76),  formé 
<ie  courants  fermés  infiniment  petits  d'aire  w'  et  d'intensité  T; 

Fig.  76. 

p' 


^^ 


.^'T^ 


'X 1 


V  ! 


P,  » 


l'action  de  chacun  de  ces  courants  fermés  sur  le  pôle  P,  du  pre- 
mier solénoïde  se  réduisant,  comme  nous  l'avons  vu,  à  une 
force  appliquée  en  P,  et  donnée  par  les  formules  (3i),  Taciion 
du  second  solénoïde  sur  ce  même  pôle  se  réduira  aussi  à  une 
force  unique  appliquée  en  P,  ;  comme  il  y  a  sur  chaque  élé- 
ment dd'  de  la  courbe  directrice  ^jP*,  un  nombre  de  petits 

courants  marqués  par  — ^»  g'  étant  la  dislance  de  deux  cou- 
rants consécutifs,  les  composantes  de  cette  force  seront  de  la 
forme 

Les  lettres  a,  ^,  y  désignent  ici  les  cosinus  des  angles  que 
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fait  la  tangente  à  la  courbe  F,  P*,  avec  les  axes  des  coordonnées, 
et  p  la  perpendiculaire  Pi  L'  abaissée  de  l'origine  P.  sur  le  plan 
du  courant.  Mais  on  a 

dx'      p dr 


On  pose  d'ailleurs 


d(T        r      d(T 


g         ^ 


[j.'  étant  l'intensité  du  second  solénoïde. 
La  formule  précédente  devient  ainsi 

D'après  cela,  l'action  du  second  solénoïde  sur  ie  pôle  boréal  P, 
du  premier  est  une  force  appliquée  en  P,  et  ayant  pour  com- 
posantes 

(3.)  ï  =  it^^.(£';_^), 

262.  On  peut  regarder  celte  force  comme  étant  la  résultante 
de  deux  forces  appliquées  en  Pi  et  ayant  pour  composantes, 
l'une 


l'autre 

1  I.....I  Za 


^Lkixix'%      ^LkiJ.ix'^,,      «lA'^^'ii 


La  première,  dont  Tintensité  est ^ — ?  est  dirigée  suivant  la 

droite  P,  P',  {Jig.  77  );  elle  est  attractive  et  varie  en  raison  inverse 
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du  carré  de  la  distance  Pi  F,.  La  seconde,  dont  Tintensité  est 

— y  est  dirigée  suivant  le  prolongement  de  la  droite  F,  P,; 

elle  est  répulsive  et  varie  aussi  en  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  PtP',. 

P', 


'.  ■  \ 


/ 

/ 

Pour  avoir  Faction  du  second  solénoYde  sur  le  pôle  austral  P, 
du  premier,  il  suffira,  dans  les  formules  précédentes,  de  chan- 
ger le  signe  de  fx  et  de  supposer  que  l'origine  est  placée  en  P,; 
cette  action  se  composera  donc  de  deux  forces  appliquées  en 
Pj,  Tune  répulsive  suivant  P,  P'^ ,  l'autre  attractive  suivant  Pj  P', . 

Tout  se  passe  comme  si,  les  solénoTdes  étant  réduits  à 
leurs  extrémités,  c'est-à-dire  à  leurs  pôles,  ces  pôles  s'atti- 
raient ou  se  repoussaient  proportionnellement  au  produit  de 
leurs  intensités  et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 
On  dira  que  deux  pôles  de  même  nom  se  repoussent  et  que 
deux  pôles  de  noms  contraires  s'attirent. 

THÉORIE   DU    MAGNÉTISME   d'aHPÈRB. 

263.  L'analogie  si  frappante  qui  existe  entre  lés  propriétés 
des  solénoîdes  et  celles  des  aimants  a  conduit  Ampère  à  pen- 
ser que  les  phénomènes  magnétiques  sont  produits  par  des 
courants  électriques,  il  a  assimilé  les  aimants  à  des  solénoîdes, 
et  il  a  fait  rentrer  ainsi  le  magnétisme  dans  l'électricité. 

Remarquons  que  l'action  d'un  courant  élémentaire  est  la  même 
que  celle  d'un  solénoïde  inGniment  petit /7,/73  normal  au  plan 
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du  courant  {fig.  78).  En  effet,  soîl  /  la  longueur  très-petite  pipx\ 
on  peut  remplacer  le  courant  élémentaire  proposé,  dont  l'in- 

Fig.  78. 

tensité  est  /,  par  n  courants  élémentaires  égaux  entre  eux, 
d'intensité  -  9  disposés  perpendiculairement  à  la  droite  /».  pu  à 
la  distance  £•=  -  les  uns  des  autres;  ces  n  courants  forment 

un  solénolde  dont  l'intensité  est  fx  =  -^-  Ainsi,  dans  les  idées 

d'Ampère,  une  molécule  magnétique  est  une  molécule  autour 
de  laquelle  circule  un  courant  électrique  élémentaire,  et  l'ai- 
mantation consiste  dans  la  production  ou  simplement  dans 
l'orientation  de  ces  courants  élémentaires. 

Sei.  On  peut,  au  contraire,  substituer  des  aimants  aux  cou- 
rants, et  remplacer  ainsi  les  forces  électriques  par  des  forces 
s'exerçant  entre  des  points  déterminés  et  variant  suivant  la  loi 
de  Newton.  Considérons,  en  effet,  un  courant  fermé  quelcon- 
que, d'intensité  1.  Imaginons,  comme  nous  l'avons  fait  précé- 
demment, une  surface  limitée  au  courantt/g*.  79);  décomposons 

F«e-  79- 
r 


t'I  // 


a 


celle  surface  en  plusieurs  parties,  et  supposons  que  le  contour 
de  chaque  partie  soit  parcouru  par  un  courant  d'intensité  1,  dans 
un  sens  tel,  qu'un  observateur  voie  tous  les  courants  tourner 
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dans  le  même  sens.  Chaque  ligne  intérieure  appartient  à  deux 
contours  contigus  et  est  parcourue  en  sens  contraires  par  les 
courants  relatifs  à  ces  deux  contours.  Il  en  résulte  que  les  ac- 
tions de  toutes  les  portions  intérieures  se  détruisent  deux  à 
deux;  il  ne  reste  que  les  portions  extérieures  ab,  bc,  cd,  da, 
lesquelles  forment  le  courant  proposé.  D'après  cela,  si  Ton 
conçoit  la  surface  décomposée  en  une  infinité  de  parties  in- 
finiment petites  âfo),  on  pourra  remplacer  le  courant  proposé 
par  une  infinité  de  courants  élémentaires  ïV/w;  or  à  chacun  de 
ces  petits  courants  on  peut  substituer  un  petit  aimant  pip^ 

normal  à  Télément  de  surface  et  d'une  intensité  égale  à  — r-- 

Le  Heu  du  point  y?,  forme  une  surface  magnétique  boréale,  le 
lieu  du  point  p^  une  surface  magnétique  australe  ;  /  est  la  dis- 
tance des  deux  surfaces,  et  sur  chacune  d'elles  l'intensité  ma- 
gnétique, rapportée  à  l'unité  de  surface,  est  y  Le  courant  sera 

ainsi  remplacé  par  deux  surfaces  magnétiques,  l'une  boréale, 
l'autre  australe,  inOniment  rapprochées  et  limitées  au  courant. 
Cette  manière  de  ramener  les  forces  électrodynamiques  à 
des  forces  magnétiques  ne  paraît  avoir  aucune  importance 
théorique;  mais  elle  peut  avoir  une  certaine  utilité,  parce  que, 
ces  dernières  étant  des  forces  centrales,  c'est-à-dire  des  forces 
émanant  de  points  fixes,  on  peut  leur  appliquer  immédiate- 
ment la  méthode  du  potentiel. 

SIMPLIFICATION    DE   LA    FORMULE  d'aMPÈBE. 

265.  Reprenons  la  formule  d'Ampère  (n**  255) 

{a)  F= (  C0S6 COS0COS0'  U 

qui  donne  l'action  mutuelle  de  deux  éléments  ds  et  ds^  des 
courants.  Nous  déterminons  les  positions  des  milieux  M  et  M' 
des  deux  éléments  par  les  arcs  s  et  s'  comptés  à  partir  de  deux 
points  fixes  0  et  0'  sur  les  conducteurs  (yîgf.  8o).  La  distance  r 
des  deux  points  M  et  M'  est  alors  une  fonction  des  deux  va- 
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riables  indépendantes  5  et  s', et  nous  avons  démontré  (n*'2tô) 

Fig.  80. 


les  relations  suivantes 


cos0  =  r-î      cos6'  =  — --7. 

Dr  ^r  D'r 

cose  =  —  r-  ^— 7  —  /* 


on  en  déduit 

cose cos(5cos0'  =  -  c-  r-;  —  ''r-^-/* 

î  2  D5  D*  0  5 D*' 

La  quantité  yr  ou  r^  est  aussi  une  fonction  des  deux  varia- 
bles indépendantes  5  et  s',  et  Ton  a 

D  v/r I    -  Y  D  r 

D»i/r  ï    -I  Dr  Dr   ,    i    -^   D'r 


d'où 


DjD*'       2  D5  D*'         ds^s^^ 


et,  par  suite, 

3        û        m  T  D'^ 

cose cos0cose'  =  --2r*  r-—:?' 

2  D5D/    • 

La  formule  {a)  se  réduit  ainsi  à  la  forme  plus  simple 
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C'esi  celle  forme  que  nous  emploierons  pour  le  calcul  du 
travail. 

TRAVAIL   ENTRE    DEUX   COURANTS   FERMÉS. 

266.  Considérons  deuxconducieurs  fermés  C  ei  C  parcourus 

par  des  courants  d*intensité  /  et  i'  ;  par  suite  de  la  déformation 

ou  du  déplacement  relatif  des  conducteurs,  la  distance  r  de 

deux  points  déterminés  M  et  M'  de  ces  conducteurs  varie  avec 

le  temps.  On  doit  donc  regarder  r  comme  une  fonction  d'une 

troisième  variable  indépendante  /.  La  variation  de  la  distance 

MM'  dans  le  temps  infiniment  petit  dty  par  suite  de  la  mobi- 

Dr 
lité  des  conducteurs,  sera  —  dty  et  le  travail  élémentaire  de 

c  t 

la  force  F  qui  s'exerce  entre  les  éléments  ds  et  ds'  des  con- 
ducteurs aura  pour  expression 

—  F  r-  «^  =  ikii'dsds^  -=  T-dt  --^ 


ou,  plus  simplement, 

^kii'dsds'^Jî  ^2^dt. 

dt  :^sds' 

Le  travail  pendant  le  temps  dt  de  toutes  les  forces  qui  s'exer- 
cent entre  les  deux  conducteurs  sera  donné  par  la  formule 

la  double  intégration  s'éiendant  à  toute  la  longueur  des  deux 
conducteurs. 

Nous  allons  transformer  cette  expression.  En  intégrant  par 
parties,  on  a 
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et,  par  suite. 

On  aura  de  même  par  symétrie 

En  ajoutant  ces  deux  expressions  et  remarquant  que 

on  a 

(35)  3f^_V^^2^\ 

267.  Lorsque  les  deux  conducteurs  sont  fermés,  les  deux 
premières  parties  du  second  membre  sont  nulles,  et  la  for- 
mule précédente  se  réduit  à 


(36)         d^  =  —  ik 
Posons 


,.,„//i5a^,,. 


cette  quantité  W  est  une  fonction  de  /.  Si  chacun  des  con- 
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ducteurs  conserve  une  longueur  invariable,  les  limites  de 
l'intégrale  double  étant  des  constantes,  on  a 


rfW 


=_,.//^„. 


et,  par  suite, 

(  37 )  rf6  =  iV  -^  dt  =z  ii' dW. 

La  quantité  W  peut  être  mise  sous  une  autre  forme;  on  a 
d'abord 

2  J  J  r  D*  D5' 
On  peut  écrire  encore 


2. 


en  intégrant  par  parties,  et  tenant  compte  de  la  relation  (6) 
du  n"  244,  on  a 

il  en  résulte 

Celte  quantité  W  est  ce  que  M.  Helmholtz  appelle  le  poten- 
tiel relatif  à  l'action  mutuelle  de  deux  courants  dMntensité  i, 
parcourant  les  conducteurs,  dans  des  sens  déterminés.  Si  Tan 
change  le  sens  de  Tun  des  courants,  cose  changeant  de  signe, 
la  valeur  de  W  change  elle-même  de  signe. 

ai 
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TRAVAIL   ENTRE    UN   AIMANT   ET   UN  COURANT   FERMÉ. 

268.  Cherchons  d'abord  ie  travail  des  forces  qui  s'exercent 
entre  un  courant  fermé  et  un  pôle  d'un  solénoïde  ou  d'un 
aimant.  Nous  avons  vu  (  n"*  260]  que  l'action  d'un  courant  fermé 
sur  un  pôle  boréal  se  réduit  à  une  résultante  unique  appliquée 
au  pôle;  les  formules  (ag)  ou  (3o)  donnent  les  composantes 
de  cette  force,  lorsque  l'origine  est  au  pôle.  L'origine  occu- 
pant une  position  quelconque,  si  l'on  appelle  x^  y^  z  les  coor- 
données du  pôle,  les  formules  (3o)  deviennent 

Comme  on  a  d'ailleurs 

p  =  cc(x'-x)  +  P(/'  -/)  +  /(«'-  2), 


3^ 

r*            a 

:^x  "      r> 

-""^,-". 

elles 

se  réduisent  à 
X  = 

■-rff\>- 

Si  l'on  pose 

(|3) 

v  =  U/'"' 

on  a 

enfin 

\=-u.i—,     Y  =  — fri^r-»     Z  =  — A-i;r-- 
^    ^x        »  ojr  dz 

Le  travail  des  forces  résultant  de  l'action  mutuelle  du  cou- 
rant et  du  pôle,  dépendant  du  déplacement  relatif  du  pôle  et 
du  conducteur,  on  peut  supposer  le  conducteur  fixe  et  le  pôle 
seul  mobile.  Il  suffit  alors  de  prendre  le  travail  de  la  force  qui 
agit  sur  le  pôle;  ce  travail  est 

(38)  rfG  =  — (jtirfV. 

Lorsque  le  pdle  est  austral,  on  change  le  signe  de  fx. 
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269.  La  fonction  V  a  ici  une  signification  géométrique  très- 
simple  :  du  pôle  P»  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à 
l'unité,  décrivons  une  sphère  et  considérons  la  portion  Q  dé- 
tachée sur  la  surface  de  cette  sphère  par  le  cône  qui  a  son 
sommet  en  P,  et  pour  directrice  le  conducteur  fermé.  Soil  M 
un  point  quelconque  de  la  surface  S  limitée  au  courant  fermé, 
MN  la  normale  en  ce  point,  menée  dans  un  sens  tel  qu'un 
observateur  placé  sur  cette  normale  voie  le  courant  tourner 
de  droite  à  gauche;  la  lettre  p  désigne  la  longueur  de  la  per- 
pendiculaire P,  L  abaissée  du  point  P.  sur  le  plan  tangent  en  M 
(/g'-8i);ona 

^  =  cosMP,  L  =  cosDMN. 
r 

Fig.81. 

à  /_ 

/     M 


A  un  élément  ab  ou  rfw  de  la  surface  S  correspond  un  élé- 
ment cd  ou  rfû  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  i  et  un  élé- 
ment a**'  ou  r'rfû  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  Pi  M;  mais 
l'élément  a'ft'  peut  être  regardé  comme  la  projection  de  l'élé- 
ment d(ù  sur  le  plan  perpendiculaire  à  Pi  M;  on  a  donc 

r>rfû  =dtd(ù  X  cosDMN  =±  ^^, 

r 

et,  par  suite, 

on  prendra  le  signes"  +  ou  le  signe  —,  suivant  que  la  normale 
MN  fait  un  angle  aigu  ou  obtus  avec  le  prolongement  MD  du 
rayon  vecteur  P,  M. 

21. 
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L'expression  du  polentiel  devient  ainsi 

(3')  \  =  !^'^{±dQ)  =  ±^Q. 

Ainsi  la  fonction  V  est  proportionnelle  à  Touverture  du  cône 
sous  lequel  du  pôle  on  voit  le  courant. 

270.  Considérons,  en  général,  l'action  d'un  aimant  sur  un 
courant  fermé.  Si  l'on  cherche,  comme  précédemment,  la 
fonction  V  relative  à  l'aciion  de  chacun  des  pôles  élémentaires 
sur  le  courant  fermé,  et  si  l'on  pose 


W  =  -^u.Y, 


le  iravail  des  forces  qui  s'exercent  entre  le  courant  fermé  el 
l'aimant  aura  pour  expression 

(39)  d^=:idW. 

Ceci  résulte  d'ailleurs  immédiatement  d'une  remarque  faite 
au  n*"  264.  Nous  avons  vu  qu'on  peut  remplacer  le  courant 
fermé  par  une  surface  magnétique;  le  calcul  du  travail  est  alors 
le  même  que  s'il  s'agissait  de  deux  aimants. 
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CHAPITRE  X. 

PHÉNOBIÈNES  DINDUCTION. 


Formule  de  Weber.  —  Action  mutuelle  de  deux  courants  d'intensilcfi  con- 
stantes dans  des  conducteurs  flxes.  —  Action  mutuelle  de  deux  courants  d'in- 
tensités variables  dans  des  conducteurs  fixes.  —  Induction  d'un  courant  sur 
sur  lui-même  par  le  changement  d'intensité.  —  Induction  entre  deux  cou  • 
rants  par  le  changement  d'intensité.  —  Action  mutuelle  de  deux  courants 
dans  des  conducteurs  mobiles.  —  Induction  d'un  courant  sur  lui-même  par 
le  changement  de  forme  du  conducteur.  —  Induction  entre  deux  courants 
par  le  mouvement  des  conducteurs.  —  Machines  électromotrices  et  machinos 
inverses. 


FOBMULB   PB   WEBER. 


271.  Nous  avons  étudié  deux  catégories  principales  de  phé- 
nomènes éleclriques  :  les  phénomènes  d*électricité  statique 
qui  sont  régis  par  la  loi  de  Coulomb 


mm' 


et  les  phénomènes  électrodynamiques  qui  sont  compris  dans 
la  loi  d'Ampère  (n®  265) 

_  ikii'dsds'  ^V^ 


V^r 


DjD*' 


La  première  donne  l'action  mutuelle  de  deux  masses  élec- 
triques m  et  m'  au  repos,  la  seconde  celle  de  deux  éléments 
de  courant.  M.  Weber  est  parvenu  à  réunir  ces  deux  lois  dans 
une  loi  plus  générale,  comprenant  les  deux  catégories  de 
phénomènes;  il  admet  que  l'action  mutuelle  de  deux  masses 
électriques  n'est  pas  la  même  quand  ces  masses  sont  en  mou- 
vement que  lorsqu'elles  sont  en  repos,  et  il  a  trouvé  que  cette 
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aciion  est  représentée  par  la  formule 

On  reconnaît  immédiatement  que  cette  formule  comprend 
celle  de  Coulomb,  puisque,  lorsque  les  masses  électriques 
sont  au  repos,  le  second  terme  est  nul.  Nous  verrons  qu'elle 
comprend  aussi  celle  d'Ampère.  M.  Weber  raisonne  dans 
riiypothèse  des  deux  fluides;  dans  cet  ordre  d'idées,  on  re- 
garde un  courant  d'intensité  i  comme  formé  de  deux  courants 
d'électricités  contraires,  marchant  dans  des  sens  opposés  avec 

la  même  vitesse  u,  et  ayant  chacun  une  intensité  égale  à  -• 

Si  l'on  appelle  o)  la  section  très-petite  du  conducteur  et  p  la 
densité  des  fluides  électriques,  la  quantité  de  chacun  des 
fluides  qui  traverse  la  section  du  fil  dans  l'unité  de  temps  est 
po)«,  et  l'on  a,  pour  chacun  des  courants, 

/ 

et,  par  suite, 

/  =  ipoiu. 

Un  élément  ds  du  conducteur  contient  des  masses  égales  +it 
et  —  m  de  fluide  positif  et  de  fluide  négatif,  et  l'on  a 

m  =  p(ùds, 
et,  par  suite, 
(i)  imu=zids. 

ACTION    MUTUELLE   DE   DEUX   COURANTS   d'INTENSITÊS   CONSTANTES 
DANS   DES   CONDUCTEURS   FIXES. 

272.  Considérons  deux  courants  d'intensités  constantes  /  et 
r  dans  des  conducteurs  fixes  C  et  C,  et  supposons  d'abord 
que  les  aires  o)  et  &)'  des  sections  soient  constantes;  les  vi- 
tesses u  et  u'  de  l'électricité  sont  alors  constantes  le  long 
de  chacun  d'eux.  La  position  d'une  masse  m  de  fluide  posilif 
se  mouvant  sur  le  premier  conducteur,  avec  la  vitesse  «,  dans 
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le  sens  de  la  flèche»  est  déterminée  à  chaque  instant  par  l'arc  « 
compté  à  partir  d'un  point  fixe  0  sur  le  conducteur  (yîg'.  82). 

Fig.  82. 


De  même,  la  position  d'une  masse  m'  de  fluide  positif  se  mou- 
vant sur  le  second  conducteur,  avec  la  vitesse  u',  dans  le  sens 
de  la  flèche»  est  déterminée  à  chaque  instant  par  l'arc  s'  compté 
à  partir  d'un  point  fixe  0'  sur  ce  conducteur.  On  doit  donc 
regarder  s  eis'  comme  des  fonctions  du  temps,  eti'on  a 

ds  ds' 

La  distance  r  des  deux  masses  en  mouvement  est  une  fonc- 
tion des  arcs  s  et  s',  et  par  conséquent  une  fonction  du  temps. 
il  en  est  de  même  de  la  quantité  ^.  On  a  donc»  en  différen- 
liant  une  première  fois  cette  fonction  composée, 

rf^  _^ds       ^sfr  ds'  _  JbsTr         ,  ^^ 
^^^  dt   "~  Is   dt       D5'    dt  D5  D5'' 

Les  dérivées  partielles  ^î  ^t  sont  elles-mêmes  des  fonc- 
tions de  5  et  s^,  et  par  conséquent  des  fonctions  de  /;  on  aura 
donc»  en  différentiant  une  seconde  fois» 

flPV^_     f^Wrds       ^'sTr  ds'\         ,/^^ds       D'y/r  ds'\ 
do  ~^^\^s'   dt'^Tis^s'  dtj'^^\^s^s'dt'^^^^   dt  J' 

^    '  dV  D5*  ^s^s'  l>s'^ 


3a8  DEUXltME   PABTIB.  —    CHAPITRE   X. 

En  remplaçant  -^~  par  sa  valeur  dans  la  formule  de  Weber, 


on  obtient  Taction  exercée  par  la  masse  H-  m  sur  la  masse 


m-, 
—  mm' 


Pour  avoir  l'action  exercée  par  la  masse  —  m  sur  la  masse 
+  m'y  il  suffit  de  changer,  dans  l'expression  précédente,  le 
signe  de  m  et  aussi  celui  de  u;  car  la  masse  —  m  marche  en 
sens  inverse  et  par  conséquent  avec  la  vitesse  —  a;  on  a  ainsi, 
pour  celle  seconde  action, 

En  ajoutant  ces  deux  forces,  on  a  l'action  exercée  sur  la 
masse  -4-  m'  par  l'ensemble  des  deux  masses  h-  m  et  —  ot 
conlenues  dans  un  même  élément  £^5  du  conducieur  C,  savoir 

^kmm'uu'  î)V''. 


si  Ton  remplace  ^mii  par  ids^  et  si  Ton  représente  celle  ac- 

it 

F  okm'u'ids  D»\/r 


F 

tion  par-i  il  vient 


(I) 


a  J'r         ^s^s' 


Pour  avoir  l'action  exercée  par  l'ensemble  des  deux  masses 
+  m  et  —  m  sur  la  masse  —  m',  il  suffit,  dans  l'expression 
précédente,  de  changer  les  signes  de  m'  et  de  ««';  on  trouve 

F 

la  même  force  -  •  La  somme  de  ces  deux  forces 

a 

^km'u'ids  l^^ 

ou 

_  ^kii'dsds'  T^'s/r 

^7  ^Sds' 
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est  l'acUon  exercée  par  l'élément  ds  sur  l'élément  ds'\  c'est 
précisément  la  force  éiecirodynaniiqué  d'Ampère  (6). 

273.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  chaque 
conducteur  a  une  égale  section  dans  toute  sa  longueur;  si  la 
section  est  inégale,  il  faudra  regarder  g)  comme  une  fonction 
de  «;  la  vitesse  u  du  courant  ne  sera  pas  la  même  aux  diffé- 
rents points  du  conducteur,  ce  sera  aussi  une  fonction  de  s. 
La  vitesse  u  de  la  masse  -4-  m  se  mouvant  dans  le  conducteur  C 
sera  donc  variable,  et  Ton  aura 


du 
dt 

du  ds 

=  u 

du 
ds' 

On 

aura 

de  môme 

sur  l'autre  conducteur 

dt 

du' 
ds' 

Quand  nous  avons  différentié  l'expression  (2)  de  -^»  nous 

avons  regardé  u  et  «'  comme  des  constantes;  ces  quantités 
étant  maintenant  des  fonctions  du  temps,  il  faudra  à  l'expres- 
sion (3)  de  -n^  ajouter  les  termes 

'^^r  du       l^r  du' 
Ts"di'^W  Ht' 
ou 

du  ^^r         ,  du'  ^  Jlr 
ds    "bs  ds*    bs' 

Quand  on  considère  l'action  de  -h  m  ou  celle  de  —  m  sur 
+  m',  ces  termes  additionnels  restent  les  mêmes  dans  les  pa- 
renthèses; comme  le  signe  est  changé  en  avant  de  la  paren- 
thèse, ces  termes  disparaissent  dans  la  somme  (I).  Ainsi  l'iné- 

F 

galité  de  la  section  ne  change  pas  la  force  ~  qui  agit  sur  la 

masse  +  m'  ou  sur  la  masse  —  m',  et  par  conséquent  la  force 
électrodynamique  F  reste  la  même. 
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F 

274.  11  est  aise  de  voir  que  l'ensemble  des  forces  —  qui 

agissent  sur  la  masse  +  m'  ne  modifie  pas  le  mouvement  de 
cette  masse  dans  le  conducteur  C.  En  efTei,  la  projection  de 

F 

la  force  -  sur  la  trajectoire  est 


F        .,  Y^r       ^km'u'idslsr  Vs^r 

-  COSB'  = r-7  = — ;  — ^ 


=  ^km!u!ids^Mp^^=z:ihm'u'ids 


m 


La  somme  des  projections  de  toutes  les  forces  exercées  par 
les  différents  éléments  d a  courant  fermé  C  sur  la  masse  -h  wi' 
est 

F 

Ainsi  la  résultante  des  forces  -  qui  agissent  sur  la  masse  +  m' 

est  normale  à  la  trajectoire,  et  par  conséquent  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  le  mouvement  de  cette  masse.  De  même  pour  la 
masse  —  m'. 

On  en  conclut  aussi  que  le  travail  des  forces  F  qui  s'exer- 
cent entre  deux  courants  d'intensités  constantes,  dans  des 
conducteurs  fixes,  est  nul. 

Les  mêmes  conclusions  peuvent  être  appliquées  à  un  cou- 
rant d'iniensité  constante  agissant  sur  lui-même  dans  un  con- 
ducteur de  forme  invariable. 

Les  forces  électrodynamiques  F  doivent  être  considérées 
comme  appliquées  aux  divers  éléments  des  conducteurs;  pour 
maintenir  ces  conducteurs  immobiles,  il  faut  leur  appliquer 
des  forces  extérieures  qui  fassent  équilibre  aux  forces  électro- 
dynamiques. 

La  loi  de  Weber  non-seulement  comprend  celles  de  Cou- 
lomb et  d'Ampère;  mais,  comme  nous  allons  voir,  elle  ex- 
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plique  complètement  les  phénomènes  d'induction  dont  la  loi* 
d'Ampère  ne  donnerait  qu'une  idée  imparfaite  el  restreinte. 

ACTION   MUTUELLE   DE   DEUX   COURANTS   D*INTENSITÉS  VARIABLES 
DANS   DES    CONDUCTEURS  FIXES. 

275.  Dans  ce  qui  précède,  nouç  avons  supposé  les  intensités 
constantes  et  les  conducteurs  fixes;  supposons  maintenant 
que,  les  deux  conducteurs  C  et  C  restant  toujours  fixes,  les 
intensités  /  et  i'  des  courants  soient  variables.  L'intensité  i 
étant  variable  avec  le  temps,  la  vitesse  u  en  un  même  point 
du  conducteur  sera  aussi  variable  avec  le  temps.  D'ailleurs,  si 
la  section  est  inégale,  au  même  instant  elle  ne  sera  pas  la 
même  aux  différents  points  du  conducteur;  u  sera  donc  une 
fonction  de  s  et  de  t,  et,  si  Ton  considère  le  mouvement  de  la 
masse  +  /n,  on  aura 

du ^u  ds      ^u D  a       «)  // 

Tt  ^Js  di~^Jl  "^  ^^Vi' 

On  aura  de  même,  sur  le  second  conducteur, 

dt  ~"  Dy  "^  D/  ' 

d^Jr 
Il  faudra  dans  l'expression  de  --^  ajouter  les  termes 

^^  du       ^^r  du' 
TTH  '^  Wdt' 
ou 

La  première  partie,  celle  qui  se  rapporte  à  l'inégalité  de  la 
section,  disparaît  du  résultat,  comme  nous  l'avons  vu.  Exami- 
nons l'autre  partie  qui  se  rapporte  à  la  variation  de  l'intensité. 


ou 
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Si  Ton  considère  les  actions  de  -f-  m  et  de  —  m  sur  -4-  m',  le 
terme  -r—  —  change  de  signe  dans  la  parenthèse:  le  lerroe 

suivant  -^  —  ne  change  pas;  le  signe  étant  change  en  avant 

de  la  parenthèse,  le  dernier  terme  se  détruit  dans  la  somme, 
mais  le  précédent  s'ajoute.  Ainsi  l'action  de  l'ensemble  des 
deux  masses  -f-  m  et  —  m  sur  -4-  m!  est 

F  ^hmm' au*  DV''       ^kmm'  'byfr  'bu 

2  ~  ^/7  Isbs!  yfi*        bs    bi 

L'action  des  deux  masses  -f-  m  et  —  m  sur  —  m'  est 
F^„ ^hmm'uu'  D*v^        ikmm!  b^r'bu 

276.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  la  densité  p 
du  fluide  reste  constante,  et  par  conséquent  que  la  variation 
d'intensité  correspond  à  une  variation  de  la  vitesse  du  fluide. 
De  la  relation  /=:  apwM  (n*271),  on  déduit 


et  l'on  a 

(I) 


bu         \     di  bu       j  di 

bt        2p(k)  dt  bt  dt 


F_       Tikm'u'ids  b'\/r 

2  ~  ^  ^*<^*' 


-  km'ds  b\fî^  di 

Ainsi  l'élément  ^5  du  premier  courant  exerce  sur  la  masse 

F 

-4-  m'  une  action  égale  à  la  somme  des  deux  forces  -  et  E,  et 

2 

F 

sur  la  masse  —  m'  une  action  égale  à  leur  différence E. 

La  somme  de  ces  deux  actions  est  la  force  électrodynamique  F 
qui  s'exerce  entre  les  deux  éléments  ^5  et  ds';  la  variation  de 
l'intensité  ne  change  pas  l'expression  de  celte  force. 
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F 

Nous  avons  vu  que  la  résultante  des  forces  -  qui  agissent 

sur  -H  m'  ou  sur  —  m'  est  normale  à  la  trajectoire,  et  par  con- 
séquent n'a  aucune  influence  sur  le  mouvement  de  ces  masses; 
elle  produit  sinftplement  une  pression  contre  le  conducteur 
ou  l'enveloppe  isolante,  et  constitue  ce  qu'on  appelle  \di  force 
électrodynamiqucy  que  l'on  considère  comme  appliquée  au 
conducteur.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  forces  +  E  qui  agis- 
sent sur  -f-  m',  et  des  forces  —  E  qui  agissent  sur  —  m';  elles 
admettent  des  résultantes  égales  et  opposées  qui  ne  sont  pas 
normales  à  la  trajectoire;  elles  tendent  donc  à  faire  mouvoir 
les  deux  masses  dans  des  sens  opposés,  et  par  conséquent 
constituent  ce  qu'on  appelle  xxhq  force  électromotrice. 

277.  Calculons  le  travail  de  ces  forces  E.  Le  travail  pendant 
le  temps  dt  de  la  force  E  qui  agit  sur  la  masse  +  m!  en  mou- 
vement est 

1?        f^f^.    ij.  km'u'dsdt  di 

Ecos0'  X  u'dt  — cosOcosS'  -r- 

ir  al 

Le  travail  de  leur  résultante  est 

**     /  /  ^'  j.  TcosOcosô'  , 

m'u'  -j-  dt  I  ds, 

2  dt      J  r 

Le  travail  des  forces  —  E  qui  agissent  sur  la  masse  —  m'  est 
égal  et  de  même  signe;  le  travail  des  forces  ±E  qui  agissent 
sur  les  deux  masses  -4-  m' et  —  m  contenues  dans  l'élément  ds 
est  donc 

-km'u'j^dtj  j: ds, 


ou 


^  •#  j_i  ^'  J.  Tcosôcosô'  , 

i  d^  -j-dt  \  ds. 

2  dt     J  r 


Pour  l'ensemble  des  masses  électriques  en  mouvement  dans 
le  conducteur  C,  le  travail  a  pour  valeur 

(4,  _  t  i'JiJJî2îi^dsds'  =  -  Vii'di, 

W  étant  le  potentiel  relatif  à  l'action  mutuelle  de  deux  cou- 


334  DEUXIÈME   PARTIE.  —    CHAPITEB  X. 

rants  d'intensité  i  parcourant  les  deux  conducteurs  (n* 267). 
Tel  est  le  travail  des  forces  E  qui  agissent  sur  le  courant  C; 
ce  travail  résulte  de  la  variation  d'intensité  du  courant  C. 

Le  travail  des  mêmes  forces  agissant  sur  le  courant  C  est 
—  W/rf/';  il  résulte  de  la  variation  d*intensi(é  du  courant  C. 
Le  travail  de  l'action  mutuelle  des  deux  courants,  ou  la  somme 
des  deux  travaux  précédents,  est  donc  — Wrf(ii'). 

278.  Les  mêmes  considérations  peuvent  être  appliquées  à 
l'action  qu'un  courant  variable  dans  un  conducteur  fixe  exerce 
sur  lui-même;  il  suffit  de  supposer  que  les  deux  courants, 
dont  nous  avons  calculé  l'action  mutuelle,  deviennent  égaux 
et  coïncident.  Le  travail  des  forces  E,  provenant  de  l'action 
du  courante  sur  le  courant  C,  est  —  Wirfi;  mais  il  faut  re- 
marquer que,  dans  l'intégrale  W,  chaque  couple  d'éléments  a 
et  b  est  comptée  deux  fols  :  une  première  fois,  quand  on  re- 
garde/z  comme  appartenant  au  premier  conducteur,  b  au  se- 
cond; une  deuxième  fois,  quand  on  regarde  b  comme  appar- 
tenant au  premier  conducteur,  a  au  second.  Si  l'on  pose 

,^,                               If  v^cosôcosô'   ,    ,, 
(5)  iv==-  2^ Arf/, 

en  ayant  soin  de  ne  prendre  qu'une  fois  chaque  couple  d'élé- 
ments, on  aura  W  =  iw,  et  le  travail  que  le  courant  exerce 
sur  lui-même  aura  pour  expression  —  2widi  ou  —  ^{i'm'). 

La  quantité  i^w  est  ce  que  nous  appellerons  Y  énergie  po- 
tentielle du  courant:  c'est  la  quantité  de  travail  que  déve- 
loppe le  courant,  quand,  abandonné  à  lui-même,  son  inten- 
sité diminue  jusqu'à  zéro.  Inversement,  pour  produire  un 
courant  donné,  il  faut  dépenser  une  quantité  de  travail  ou 
d'action  chimique  égale  à  l'énergie  potentielle  du  courant. 

Il  résulte  de  la  nature  des  choses  que  le  potentiel  w  d'un 
courant  sur  lui-même  est  une  quantité  positive.  C'est  ce 
qu'on  vérifie  immédiatement  lorsque  le  condenseur  est  cir- 
culaire ;  car,  dans  ce  cas,  pour  chaque  couple  d'éléments, 
les  deux  angles  Q  et  d'sont  égaux. 

De  même  l'énergie  potentielle  du  système  de  deux  cou- 
rants est  i*(v  4-  «'»«;'  -f-  lï'W. 
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induction  d*un  gourant  sur  lui-même  par  le  changement 
d'intensité. 

279.  Supposons  que  dans  un  conducteur  fermé  immobile  soit 
interposée  une  pile  variable.  L'énergie  fournie  parla  pile  pen- 
dant le  temps  dt  est  naE^/c// (n®  236),  ou  plus  simplement 
Hidty  si  l'on  représente  par  H  la  quantité  nalÊ.q\  le  travail 
des  forces  intérieures  est  —  rf{i*(v);  le  travail  des  forces  exté- 
rieures qui  maintiennent  le  conducteur  immobile  est  nuL  Le 
théorème  des  forces  vives  donne  Téquation 

(6)  rfA  +  Xi'A  =  H/V^— rf(/»(v), 

dans  laquelle  le  premier  terme  représente  Taccroissement  de 
la  force  vive  des  masses  électriques,  le  second  l'énergie  ca- 
lorifique communiquée  aux  molécules  pondérables,  de  sorte 
que  le  premier  membre  est  l'accroissement  de  la  force  vive 
de  tout  le  système.  Si  nous  négligeons,  comme  nous  l'avons 
fait  jusqu'à  présent,  la  force  vive  des  masses  électriques,  l'é- 
quation devient 

(:)  Bidt  =  li^dt  ^d[i^w); 

elle  signifie  que  Faction  chimique  de  la  pile  est  égale  à  l'éner- 
gie calorifique  dégagée  sur  le  conducteur,  plus  l'accroisse- 
ment d'énergie  potentielle  du  courant. 

Si  l'on  intègre  depuis  le  moment  où  le  courant  commence 
jusqu'à  celui  où  il  finit,  on  a 


Cmdtzrz  Cli^dti 


l'action  chimique  de  la  pile  est  égale  à  l'énergie  calorifique 
dégagée  sur  le  conducteur. 

280.  De  l'équation  (7)  on  déduit 

.__H      2w  di 
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Lorsque  la  pile  est  conslante,  l'intensité  du  courant  est 

H 

On  reconnaît  sur  l'équation  (8)  que,  si  H  augmente,  i  aug- 
mente aussi,  tout  en  restant  inférieure  à  i.,  et  que  si  H  dimi- 
nue, I  diminue  aussi,  tout  en  restant  supérieure  à  /.. 

Posons,  pour  abréger,  -^-  =  0;  l'équation  (8)  devient 

.       .         di 

et  l'intégrale,  développée  en  série,  est 

,    ,  .      .  ^/,        ,  d^ix 

(9)  '^''-^Tt^'^ln--- 

INDUCTION    ENTRE   DEUX   COURANTS    PAR    LE    CHANGEMENT    d'iNTENSITÉ. 

281.  Considérons  maintenant  deux  conducteurs  fermés  C 
et  (7  immobiles,  dans  lesquels  soient  interposées  des  piles 
variables  H  et  H\  Appelons  cv  et  w'  les  potentiels  des  conduc- 
teurs sur  eux-mêmes,  et  W  le  potentiel  relatif  à  leur  action 
mutuelle.  Le  travail  des  forces  extérieures  qui  maintiennent 
immobiles  les  conducteurs  est  nul.  L?  travail  des  forces  élec- 
triques qui  s'exercent  sur  le  premier  courant  est 

celui  des  forces  qui  s'exercent  sur  le  second  courant  est 

—  .rf(/'>iv')  —  W/'c/f. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne  les  deux  équations 

dk  -^li^  dt  =  VL  i  dt  —  d(i^  w  )  — Wi  di\ 
dkf  ^V  i'^dt  =  ¥L'  i'  dt  ^  d[V^w')~-'SV  V  di, 

ou,  en  négligeant  les  forces  vives  des  masses  électriques, 

(  H«rf/r=XPc/^-*-rf(i'tv)-hW/c//', 
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En  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  ob- 
tient  l*équation 

que  Ton  pouvait  écrire  à  priori;  elle  signifie  que  la  somme 
des  actions  chimiques  des  piles  est  égale  à  Ténergic  calori- 
fique dégagée  sur  les  conducteurs,  plus  l'accroissement  de 
rénergîe  potentielle  du  système.  Si  Ton  intègre  depuis  le  mo- 
ment où  les  courants  commencent  jusqu'à  celui  où  ils  fi- 
nissent, on  reconnaît  que  l'action  chimique  des  piles  est  égale 
à  l'énergie  calorifique  dégagée  sur  les  conducteurs. 

282.  Des  équations  (lo)  on  déduit 

I    .  2iV    rfi         W  rfi' 

r==''""T  di  -TTr 

1  v_.._^'  di'    y[d[ 

(  '^''       V    dt^  V  dt' 

.       .,  '      .       H      H' 

i,  et  I ,  représentant  y  ^^  -jr  * 

Quand  les  piles  sont  consumtes,  les  intensités  des  courants 
sont  constantes  et  égales  à  /,  et  à  /',.  Lorsque  les  piles  sont 
variables,  les  intensités  /  et  i'  diffèrent  de  /i  et  i\  ;  mais  l'effet 
de  l'induction  est  complexe.  En  intégrant  par  séries,  on  a 

._  .       iw  dix        W  di\ 

('"'*■" X  in  ""y^T"^-  •' 

('""'•       7!     dt        r    dt    '^"    ' 

Afin  de  mieux  saisir  la  loi  du  phénomène,  bornons-nous  au 
cas  où  il  n'y  a  pas  de  pile  interposée  dans  le  second  conduc- 
teur; les  équations  (12)  se  réduisent  à 

\  '  ""  ''       l    dt       l    dt' 

(  '  "-        V     dt       V  dt' 
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el  leurs  intégrales  à 

Pour  évaluer  W,  on  a  pris  dans  le  conducteur  C  le  sens  même 
du  courant  i;  supposons  qu'on  ait  pris  dans  C  un  sens  tel 
que  W  ail  une  valeur  posilive.  Les  équations  précédentes 
montrent  qu'une  diminution  d'intensité  dans  le  courant  i  fait 
nattre  dans  le  conducteur  C  un  courant  de  même  sens  que 
celui  qui  rend  W  positif,  et  qu'une  augmentation  fait  naître  un 
courant  de  sens  contraire.  Dès  que  le  courant  inducteur  i  de- 
vient constant,  /'  devient  nulle  et  le  courant  induit  cesse 
d'exister. 

ACTION   MUTUELLE   DE   DEUX    COURANTS  DANS   DES   CONDUCTEURS 
MOBILES. 

283.  Nous  avons  cherché  l'action  mutuelle  de  deux  cou- 
rants d'intensités  variables  dans  des  conducteurs  fixes;  nous 
allons  maintenant  traiter  le  cas  général,  et  supposer  les  con- 
ducteurs mobiles.  Le  mouvement  de  la  masse  électrique  -4-  m 
dans  le  conducteur  C  est  défini  par  l'équation  s=fit){n°  272)  ; 
de  même  le  mouvement  de  la  masse  électrique  -+-  m' est  défini 
par  l'équation  ^ =/(/),  et  l'on  a 

ds        I      ds' 

Lorsque  les  conducteurs  sont  fixes,  la  dislance  r  de  deux 
points  M  et  M'  de  ces  conducteurs  est  une  fonction  des  deux 
variables  indépendantes  5  et  ^  ;  si  les  conducteurs  sont  mo- 
biles, cette  distance  est  en  outre  une  fonction  du  temps,  et 
Ton  a  r=  cp(5, 5^,  /)•  Celte  fonction  des  trois  variables  indé- 
pendantes s,  s',  t  est  telle  que,  si  l'on  attribue  à  /  une  valeur 
constante,  la  fonction  f  (5,  5',  /}  des  deux  variables  indépen- 
dantes s  et  5'  représente  à  cet  instant  la  distance  de  deux  points 
quelconques  M  et  M'  des  conducteurs.  La  même  fonction 
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r=<p(«,  /,  l)  représentera  aussi  la  distance  des  deux  masses 
électriques  -4-  m  et  4-  ni\  se  mouvant  sur  ces  conducteurs 
mobiles,  si  Ton  y  regarde  s  et  s'  comme  des  fonctions  du 
temps 

On  aura  de  même 

C'est  à  ce  point  de  vue  qu'il  faut  se  placer  pour  appliquer  la 
formule  de  Weber. 

384.  En  différentiant  une  première  fois,  on  a 


d\/r      i\/rds      is^r  d^       S^r, 
dt    "  Us    dt'^    is'    dt    '     D/ 

ou 

(16) 

dt    =%,   +"    D,'-^3/- 

Chacune  des  dérivées  partielles  -r—  ?  -r^  1  -^  de  la  fonction 

t)5         i)5'         D/ 

^  =  ^{s,  S*,  t)  doit  aussi  être  considérée  comme  une  fonc- 
tion des  trois  quantités  5,  s\  t.  On  aura  donc,  en  différen- 
tiant une  seconde  fois, 

d*^  _     f^s/'r  ds       ^«v/r  ds'       W^\ 
dr    "~  "  V  ^5»    dt  "^  ^s  ^s'  dt  "*"  DTyi  / 

Jy^ds     ^i^ûd^      W^\ 

"  \;>s':^sdl'^  ^s"    dt   '^^^s'^tj 

/^Vr  ds        D'y/r  d^       Wr\ 
■^  VD/D^  <//"*"  D/D5'   dt  '^  ^.'  ) 

^  ^  du       ^^r  du' 


■^    D5    dt  "^  D*'    dt 


ou 


Clyfrdu       Wrdu^\. 
'    "^  V  D*    rf/  "*■  ^j'     rf/  / 


23. 
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Lorsque  la  section  est  inégale  et  Tintensilé  variable,  uesi  une 
fonction  de  s  et  t,  comme  nous  l'avons  expliqué  précédem- 
ment {n**273),  et  Ton  a 

du ^u  ds       ^n ^n       ^u       du' ,  î)  a'       ^  i/' 

On  a  ainsi 

(>7)        < 

/^:>u^     Dv^^\ 

■^  \  D5    D/  "^  c>5'    D/  / 

Quand  on  considère  les  actions  réunies  de  4-  m  et  de  —  m 
sur  -f-  m'y  comme  il  faut  changer  le  signe  de  m  et  celui  de  «, 

les  seuls  termes  de  ,\  qui  subsistent  dans  le  résultat  sont 
les  trois  termes 

qui  changent  de  signe  avec  u;  tous  les  autres  se  détruisent. 
On  trouve  ainsi  que  l'action  des  deux  masses  +  m  et  ~  m,  qui 
sont  contenues  dans  l'élément  ds,  sur  +  m'  est 

F       1?       i?f  ^kmm'uu'   D'y''"       ikmm'  ^^^u 

h  lîi  -h  t*  := = r — r— 7 = r —  r-7 

2  ^  ÔSÔS  ^p  tiS    d/ 

L'action  des  deux  mêmes  masses  h-  m  et  —  m  sur  —  m'  sera 
?  —  F  —  F'—  —  4^'^^^^"'   ^*v^        ^kmm    Dv/r  ^ 

^kmm'u  <)'  y/r 
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F 

On  retrouve  ainsi  les  deux  forces  -  et  rt  E  obtenues  précé- 
demment (n*"  275),  et  la  mobilité  des  conducteurs  introduit 
une  troisième  force    * 

(III)  E'=-^"^l'^*^^. 

y/r  olos 

La  somme  des  actions  exercées  par  Télément  ds  sur  les  deux 
masses  4-  m'  et  —  m'  contenues  dans  Télément  ds'  est  tou- 
jours égale  à  F;  c'est  la  force  électrodynamique  dont  l'expres- 
sion reste  la  même.  Nous  avons  maintenant  deux  forces  élec- 
tromotrices :  l'une  dbE  due  à  la  variation  de  l'intensité;  l'autre 
dbE'  due  au  déplacement  des  conducteurs. 

285.  Évaluons  le  travail  des  forces  dans  le:»  conditions  ac- 
tuelles. Appelons  v  eiv'  les  vitesses  des  points  M  et  M'  des 
conducteurs,  ^  l'angle  de  la  vitesse  v  avec  la  direction  MM', 
ip'  l'angle  de  la  vitesse  v'  avec  la  direction  M'M  (T^gf.  83). 


La  masse  électrique  +  m  a  un  double  mouvement;  elle  se 
meut  sur  le  conducteur  C  avec  la  vitesse  u,  et  participe  au 
mouvement  du  conducteur  qui  l'entraîne  avec  lui;  son  dépla- 
cement pendant  le  temps  dl  est  la  résultante  des  deux  dépla- 
cements MN  =  udty  MP  =  i^dl.  Le  déplacement  de  la  masse 
—  m  est  la  résultante  des  deux  déplacements  ^udt^  vdt. 
Les  masses  électriques  -4-  m'  et  — •  m'  ont  de  même  un  double 
mouvement  :  leur  mouvement  propre  sur  le  conducteur  C, 
et  le  mouvement  du  conducteur  qui  les  entraîne  avec  lui;  le 
déplacement  de  la  masse  +  m!  dans  l'espace  pendant  le  temps 
dt  est  la  résultante  des  deux  déplacements  M'N'  =  w'c//  et 
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M'P'=/rf/;  le  déplacement  de  la  masse  —m'  est  la  résul- 
lanle  des  deux  déplacements  —  u'dt  et  v'dt. 

Or  on  sait  que  le  travail  d*une  force  pour  un  déplacement 
résultant  est  égal  à  la  somme  des  travaux  relatifs  aux  dépla- 
cements composants.   Nous  avons  vu  (n®  274)  que  la  résul- 

F 

tante  des  forces  ->  qui  agissent  sur  la  masse  4- m',  et  qui  pro- 
viennent des  différents  éléments  du  conducteur  fermé  C,  est 
normale  au  conducteur  C,  et  que,  par  conséquent,  le  travail 
de  cette  résultante  pour  le  déplacement  u'dt  est  nul;  le  travail 
pour  le  déplacement  v'di  est  égal  à 

F 

La  résultante  des  forces  -  qui  agissent  sur  la  masse  —  m\  étant 

égale  en  grandeur  et  en  direction,  donne  aussi  un  travail  nul 
pour  le  déplacement  —  u'dt,  et  le  même  travail  pour  le  dé- 

F 

placement  (^'rf/.  De  sorte  que  le  travail  des  forces  -  qui  agissent 

sur  les  deux  masses  -+-  m'  et  —  m',  contenues  dans  l'élé- 
ment ds\  est 

F 

le  travail  des  forces  -  j  qui  agissent  sur  toutes  les  masses  élec- 
triques contenues  dans  le  conducteur  C,  est  donc 

^,8)       rf6FC'=-  .fcii'dt  f  fp^  '.^^^  dsds'. 

Le  travail  des  mêmes  forces  qui  agissent  sur  toutes  les 
masses  électriques  contenues  dans  le  conducteur  C  est 

(■9)         -.FC  =  -.*,W,//i;j^î^.W.. 

Il  est  évident  que  la  somme  de  ces  deux  travaux  est  le 
travail  des  forces  électrodynamiques  dans  le  système  des 
deux  conducteurs,  travail  dont  nous  avons  trouve  la  valeur 
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iî'dW  au  n"  267.  Cesl  ce  qu'il  e3i  d'ailleurs  facile  de  vérifier; 
on  a,  en  effet, 

1/1/  ^'^ 

el  la  somme  des  deux  travaux  précédenis  esl  identique  à  i'ex- 
pression  { 33 )  du  n®  266. 

Les  forces  -4-  E  el  — -  E  qui  agissent  sur  les  masses  -+-  m!  et 
—  m'  donnent,  pour  le  déplacement  v'dt,  des  travaux  égaux  el 
de  signes  contraires;  on  peut  donc,  dans  l'évaluation  du  tra- 
vail de  ces  forces,  faire  abstraction  du  mouvement  des  con- 
ducteurs, et  on  est  ramené  au  cas  que  nous  avons  traité  au 
n**277.  Ainsi  le  travail,  pendant  le  temps  dty  des  forces  ifcE 
est  — W/'c/i  sur  le  courant  C,  —Widi'  sur  le  courant  C;  en 
tout  —  Wrf(/i'). 

286.  Les  forces  4-  E'  et  —  E'  qui  agissent  sur  les  masses  +  m' 
et  —  m'  donnent  de  même,  pour  le  déplacement  v'dt,  des  tra- 
vaux égaux  et  de  signes  contraires,  et  Ton  peut  encore  faire 
abstraction  du  déplacement  du  conducteur  C.  Le  travail  de  la 
force  E',  qui  agit  sur  la  masse  -h  m',  pour  le  déplacement  w'rf/, 
est 

-,,        .,         ,,,       ikm'uidtds  ^r   y\Jr 
E'cosÔ'X  u'dt  = -—  — ^ 

=  ikm  u'idtds  -^  r— r-  • 
Le  travail  de  leur  résultante  est 

La  résultante  des  forces  —  E',  qui  agissent  sur  —  m',  donne  un 
travail  égal  et  de  même  signe;  de  sorte  que  le  travail  des 
forces  -+-  E'  et  —  E',  qui  agissent  sur  les  deux  masses  -i-  m' 
et  —  m'  contenues  dans  l'élément  ds',  esl 

Uiu'dtds'  I  -V  ^r^ds. 
J    ds    oi^s 

Le  travail  des  forces  dbE',  qui  agissent  sur  toute  l'étendue  du 
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courani  C,  esl  donc 
En  intégrant  par  parties,  on  a 

J  D^  ;)/D5^~    J  cV  :^s^s'''^' 

puisque  les  conducteurs  sont  fermés,  et  Texpression  précé- 
dente devient 

si  l'on  compare  cette  expression  à  l'expression  (33)  du  n*266, 
on  voit  que  le  travail  des  forces  =fc  E',  qui  agissent  sur  le  cou- 
rant C,  est  égal  au  travail  des  forces  électrodynamiques  ei  de 
signe  contraire;  sa  valeur  est  donc  —  lï'rfW.  Le  travail  des 
forces  db  E'  qui  agissent  sur  le  courant  C  a  la  même  valeur 
-  ii'rfW. 

Ainsi,  le  travail  pendant  le  temps  dt  des  forces  que  le  cou- 
rant C  exerce  sur  le  courani  C  est 

(21)       rfSFC  -  W/rfi' -  ii'dW  =  rfGFC  —  id{ l' W  ), 

celui  des  forces  que  le  courant  C  exerce  sur  C  est 

(52)     rfGFC'-W/'rfi-fi'rfW==rf6Fe-i'rf(/W). 

La  somme  de  ces  deux  travaux,  c'esi-à-dire  le  travail  de  l'action 
mutuelle  des  deux  courants,  est 

(23)        i/'rfW~/rf(i'W)-rrf(iW)  =  -rf(iTW). 

INDUCTION    d'un   COURANT   SUR   LUi-SlÊME   PAR   LE   CHANGEMENT 
DE   FORME   DU   CONDUCTEUR. 

287.  Les  considérations  précédentes  peuvent  être  appliquées 
à  l'action  d'un  courant  sur  lui-même,  quand  le  conducteur 
change  de  forme,  comme  un  fil  flexible,  tout  en  conservant 
une  longueur  constante,  ou  quand  il  est  composé  de  plusieurs 
parties  solides  et  mobiles  les  unes  par  rapport  aux  autres. 
Supposons,  comme  au  n**  278,  que  les  deux  courants  devien- 
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ncnt  égaux  et  coTncideni»  et  remarquons  que  le  travail  de 
chaque  couple  d'éléments  est  compté  deux  fois;  en  rempla- 
çant W  par  2(v  et  divisant  par  2,  nous  aurons,  pour  le  travail 
des  forces  éiectrodynamiques,  i^dw,  et,  pour  le  travail  de 
toutes  les  forces  que  le  courant  exerce  sur  lui  même,  —  d{  fiw). 
Nous  conserverons  toujours  à  la  quantité  i'(v  le  nom  ^énergie 
potentielle  du  courant. 

Les  forces  électrodynamiques  doivent  être  regardées  comme 
appliquées  au  conducteur;  à  ce  conducteur  sont  appliquées 
aussi  des  forces  extérieures.  Le  mouvement  sensible  du  con- 
ducteur étant  déterminé  par  les  forces  électrodynamiques  et 
les  forces  extérieures»  on  a 

(24  )  dB=:i^div  -h  rf5ext., 

B  désignant  la  force  vive  sensible  du  conducteur.  D'autre  part, 
si  Ton  considère  l'ensemble  du  courant  et  du  conducteur, 
on  a 

rfB  -f-  rfA  +  li'dt  =  mdt  —  rf(/'(v)  4-  rf6  ext., 

ou,  enr  vertu  de  l'équation  précédente, 

dk-hl  i*dt  =  H  idt  —  d(  iUv)  —  /V/«', 

et,  en  négligeant  la  force  vive  A  des  masses  électriques, 

(25)  HiV/  =  lï'dt  -f-  rf(/'tv)  +  i'div. 

288.  De  l'équation  (24)  on  déduit 

i\Uv  ^dB--  d^  ext. 

Cette  équation  indique  que  le  travail  i'dw  des  forces  électro- 
dynamiques est  égal  au  travail  extérieur  accompli  ou  reçu 
par  l'appareil,  plus  la  variation  de  la  force  vive  sensible  du 
conducteur.  Afin  de  simplifier  les  énoncés,  nous  compren- 
drons dans  le  travail  extérieur  cette  variation  de  la  force  vive 
sensible,  en  la  regardant  comme  un  travail  accompli  ou  reçu, 
suivant  qu'elle  est  positive  ou  négative,  et  nous  dirons,  d'une 
manière  générale,  que  le  travail  des  forces  électrodynamiques 
est  égal  au  travail  extérieur  accompli  ou  reçu  par  l'appareil. 
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D'après  cela,  Téquaiion  (26)  signifie  que  TacUon  chimique  de 
la  pile  est  égale  à  l'énergie  calorifique  dégagée  sur  le  conduc- 
teur, plus  raccrolssemeni  d'énergie  potentielle  du  courant, 
plus  encore  le  travail  extérieur  accompli  ou  reçu. 
On  en  déduit 

^  d{iiv) 


(26)  iz=ii^^ 


X     dt 


On  voit  par  là  qu'une  augmentation  du  potentiel  w  diminue 
l'intensité  du  courant,  et  que,  au  contraire,  une  diminution 
du  potentiel  augmente  l'intensité  du  courant.  En  développant 
en  série,  on  a 

(27)    ,_,._-___+^,- — - — .... 

INDUCTION    ENTRE   DBUX   GOURANTS    PAR   LE   MOUVEMENT 
DES    CONDUCTEURS. 

289.  Pour  préciser,  nous  supposerons  que  les  deux  con- 
ducteurs sont  des  corps  de  forme  invariable,  analogues  à  des 
corps  solides,  qui  se  déplacent  Tun  par  rapport  à  l'autre.  De 
ce  mouvement  relatif  résultent,  comme  nous  l'avons  vu,  des 
forces  électromotrices  di  E',  qui  modifient  les  intensités  des 
courants  produits  par  les  piles  H  et  H'  interposées  dans  les 
conducteurs.  Les  forces  élecirodynamiques  que  les  courants 
exercent  l'un  sur  l'autre  doivent  toujours  être  regardées 
comme  appliquées  aux  conducteurs;  à  ces  conducteurs  sont 
appliquées  aussi  des  forces  extérieures.  Le  mouvement  sen- 
sible des  corps  solides  C  et  C  étant  déterminé  par  les  forces 
électrodynamiques  et  les  forces  extérieures  qui  lui  sont  appli- 
quées, on  a 

£/B  =  rf6FC-f-</5ext.C, 

rfB'=rf6FC'-hrf5exl.C', 

et,  par  suite, 

rfB  -h  dB'z=  i/'d W  -h  rfG  ext., 

le  dernier  terme  désignant  le  travail  des  forces  extérieures 
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qui  agissent  sur  les  deux  conducteurs.  On  en  déduit 

ii'dW  =  JB  -h  rfB'-  rfe  ext.  ; 

en  comprenant  dans  le  travail  extérieur  la  variation  de  la  force 
vive  sensible,  comme  nous  l'avons  fait  précédemment,  nous 
dirons  encore  que  le  travail  ii'dW  des  forces  électrodyna- 
miques est  égal  au  travail  extérieur  accompli  ou  reçu  par 
l'appareil. 

Considérons  maintenant  le  conducteur  C  et  le  courant  /  qui 
le  parcourt;  le  théorème  des  forces  vives,  appliqué  à  l'en- 
semble, donne  l'équation 

rfB-f-rfA-f  X/'rf/ 
.       =Eidt  ^  d{i'w)  -k-  d^¥C  —  id[i'W)  -^  d^exi.C. 

Le  premier  membre  est  la  variation  de  la  force  vive  totale,  le 
second  membre  contient  l'action  chimique  de  la  première 
pile,  le  travail  du  premier  courant  sur  lui-même  (n°287),  le 
travail  du  second  sur  le  premier  (n*»  286),  et  enfin  le  travail 
des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  premier  conducteur. 
En  vertu  de  Tune  des  équations  précédentes,  cette  équation 
se  réduit  à 

d\  H-  li^dt  =  Ridt  —  rf(i»tv)  -  irf(/'W), 

et,  en  négligeant  la  force  vive  des  masses  électriques,  à 

(txS)  Eidt  =  'ki'dt  -h  d{i'w)  -h  id{i'W). 

On  a  de  même,  pour  le  second  courant, 

(29)  H'jV/  =  X'i'»rf/-hrf(/"iv')  +  rrf(iW). 

En  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  obtient 
l'équation 

^  ^^  l      =li'dl-^Vi''dt-hd{i'w-^i''iv'-hii'W)-^ii'dW. 

Cette  équation  signifie  que  la  somme  des  actions  chimiques 
fournies  par  les  piles  est  égale  à  l'énergie  calorifique  dégagée 
sur  les  conducteurs,  plus  l'accroissement  de  l'énergie  poten- 
tielle du  système,  plus  encore  le  travail  extérieur  accompli  ou 
reçu. 
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290.  Les  poleniiels  «;  et  tv'  des  deux  conducleurs  solides 
étant  constants,  des  deux  équations  (28)  et  (29)  on  déduit 

2w  di        I  rf(/'W) 


(,=,•,-: 


..    dt       l      dt 

^   '^  ■  .,_,_2«''  di'       t^  </(iW) 


X'     dt       X'      dt 

H       H' 

I,  et  r,  représentant  toujours  y  ^^^  tt'  Afin  de  mettre  en  évi- 
dence ce  second  nnode  d'induction,  nous  supposerons  les 
piles  constantes.  Quand  il  n'y  a  pas  mouvement  relatif,  W 
étant  constant,  les  intensités  prennent  les  valeurs  constantes 
/i  et  i\,  La  même  chose  a  lieu,  lorsque  l'appareil  passe 
par  une  position  pour  laquelle  le  potentiel  W  est  maximum 

ou  minimum;  car,  la  dérivée  -  ,-   devenant  nulle,  les  équa- 

lions  (3i)  sont  vérifiées  par  /=  /,,  i'  =  i',,  -^-  =o,  -^-  =  0. 

Les  intégrales  des  équations  (3i),  développées  en  scries, 
sont 


/    .      .       i',  rfW 


('='•-57 -dT-^  •'• 

L'induction  des  courants  l'un  sur  l'autre  diminue  ou  augmente 
les  intensités  des  courants,  suivant  que  le  potentiel  W  aug- 

mente  ou  diminue.  L'effet  eèi  d'autant  plus  marqué  que  -t-- 

est  plus  grand  en  valeur  absolue,  c'est-à-dire  que  le  mouve- 
ment est  plus  rapide. 

291.  Dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  de  pile  inter- 
posée dans  le  second  conducteur,  les  équations  (3i)  se  ré- 
duisent à 

2(v  di       I  £/(i'W) 


( 


1  =  7, — 


l    dt       X       dt 

(  33  )  < 

'  '  ""        >.'     dt       V      dt     ' 
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et  leurs  intégrales  à 

(  i.d'W 

,34)  '  — S'T*-- 

Supposons,  comme  au  n*»  282,  que  Ton  ait  déterminé  le  po- 
tentiel W  en  prenant  dans  le  conducteur  C  le  sens  du  courant  i, 
et  dans  le  conducteur  C  un  sens  tel  que  le  potentiel  ait  une 
valeur  positive.  On  voit  qu'une  diminution  du  potentiel  W 
fait  naître  dans  le  conducteur  C  un  courant  de  même  sens, 
et  qu'une  augmentation  fait  naître  un  courant  de  sens  con- 
traire. Une  augmentation  ou  une  diminution  du  potentiel,  pro- 
duit donc  le  même  effet  qu'une  augmentation  ou  une  diminu- 
tion dans  l'intensité  du  courant  inducteur  (n**  281).  Ces  lois 
ont  été  vérifiées  par  l'expérience. 

MACHINES  ÉLBGTROMOTRICES   ET    MACHINES   INVERSES. 

292.  L'appareil  que  nous  venons  d'étudier,  et  qui  est  formé 
de  deux  conducteurs  mobiles,  dans  lesquels  circulent  des  cou- 
rants I  et  r>  peut  servir  de  machine  motrice.  Supposons  que 
le  mouvement  des  conducteurs  soit  périodique,  comme  cela 
a  lieu  dans  la  plupart  des  machines.  La  force  vive  sensible 
des  conducteurs  reprenant  la  même  valeur,  le  travail  des 
forces  électrodynamiques,  pendant  chaque  période,  est  égal 
à  celui  des  forces  extérieures  et  de  signe  contraire.  Pour  éva- 
luer le  potentiel  W,  nous  imaginons  deux  courants  d'inten- 
sité I,  parcourant,  l'un  le  conducteur  C  dans  le  sens  même  du 
courant  i,  l'autre  le  conducteur  C  dans  un  sens  choisi  à  vo- 
lonté; il  est  évident  que,  pendant  une  période,  le  potentiel  W 
passe  par  un  minimum  W,  et  par  un  maximum  W,.  Pour  que 
la  machine  fonctionne  utilement,  il  est  nécessaire  de  changer 
alternativement  le  signe  de  l'un  des  courants,  par  exemple  du 
courant  i'.  Quand  la  machine  va  de  la  position  du  minimum 
à  celle  du  maximum,  ^W  ayant  une  valeur  positive,  on  fait 
marcher  le  courant  i  dans  le  conducteur  C  dans  le  sens  choisi 
pour  l'évaluation  de  W;  de  cette  manière,  i'  devant  être  re- 
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gardée  comme  posilive,  le  travail  ii'dW  des  forces  éleclro- 
dynamiques  est  positif.  Mais,  quand  la  machine  va  de  la  posi- 
tion du  maximum  à  celle  du  minimum,  ^W  ayant  une  valeur 
négative,  on  fait  marcher  le  courant  dans  le  conducteur  C  en 
sens  inverse  delà  direction  précédente  ;  i'  devant  alors  être  re- 
gardée comme  négative,  le  travail  ii'dW  des  forces  électro- 
dynamiques est  encore  positif.  On  rétablit  le  sens  primitif  du 
courant  dans  le  conducteur  C',  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  évident  que  le  changement  de  sens  d'un  courant  s'o- 
père d'une  manière  continue,  quoique  dans  un  temps  très- 
court,  et  par  conséquent  que  son  intensité  i'  devient  nulle  à 
chaque  changement.  Si  l'on  intègre  l'équation  (3o)  pour  une 
des  phases  du  mouvement,  on  aura 

(35)      r(Hi-hH'/')rf/=r  r(Xi«-f-X'i'«)£//-h  P'i'rfW. 

Ainsi  l'action  chimique  des  piles,  pendant  chaque  phase,  est 
égale  à  l'énergie  calorifique  dégagée  sur  les  conducteurs,  plus 
le  travail  extérieur  accompli. 

293.  Une  pile  suffit  pour  faire  fonctionner  la  machine.  On 
peut,  en  effet,  disposer  l'appareil  de  manière  que  le  même 
courant  parcoure  les  deux  conducteurs  C  et  C,  et  que  le  sens 
du  courant  soit  changé  alternativement  dans  le  conducteur  C 
Pendant  la  première  phase  du  mouvement,  on  aura  i'=  /,  et 
pendant  la  seconde,  i'=  —  /.  L'équation  (3o)  donne,  pour  la 
première  phase, 

(36)  '  =  '•-    x-^x'   di^r^î'—dT' 

et,  pour  la  seconde, 

,_    .  ._.       njw-^w')  di  a       rf(iW) 

(37)  /-/. — x^nr-3-^  +  x:n?"rfr~' 

si  l'on  développe^en  série,  en  supposant  la  pile  constante,  on 

a  la  formule  approchée 

,oûx  •      •         ai.     rfW 

(38)  ,..,.^___, 

le  signe  supérieur  se  rapportant  à  la  première  phase,  le  signe 
inférieur  à  la  seconde;  mais,  comme --t— est  positif  dans  le 
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premier  cas,  négatif  dans  le  second,  Tinlensité  /,  variable  pen- 
dant le  jeu  de  la  machine,  est  constamment  moindre  que  Tin- 
tensité  constante  e.  que  produirait  la  pile  si  la  machine  était 
en  repos,  et  elle  est  d'autant  plus  petite  que  la  valeur  absolue 

de  —jj-  est  plus  grande,  c'est  là  dire  que  la  machine  marche 

plus  vite. 

L'équation  (35),  appliquée  aux  deux  phases  d'une  période, 
donne  ' 

CirdW=f    i[H-(X-|-)/)i]rf/;* 

telle  est  la  quantité  d'action  chimique  transformée  en  travail, 
pendant  la  durée  ï  d'une  période.  En  désignant  par  i«  une 
valeur  moyenne  de  /,  cette  quantité  peut  être  mise  sous  la 

forme 

(X-4-X')/„(/.-i.)T. 

Le  travail  pendant  l'unité  de  temps  est 

(X-4->/)û(/.-û); 

il  est  maximum  lorsque  le  jeu  de  la  machine  est  réglé  de  telle 

sorte  que  r^=  -  • 

Le  coefficient  économique  de  la  machine,  ou  le  rapport  de 
la  quantité  d'action  chimique  transformée  en  travail  à  la  quan- 
tité totale  dépensée  par  la  pile,  est 

f[Ei-(l-h}:)i']dl  /(X  +  )/)i«rf/ 

Eidt  '' 


/=""        / 


i«*  étant  aussi  une  valeur  moyenne  de  i.  On  peut  rendre  ce 
coefficient  économique  aussi  voisin  de  l'unité  que  l'on  veut, 
et  par  conséquent  la  machine  parfaite  au  point  de  vue  théo- 
rique. Il  suffit  pour  cela  que  l'intensité  /  soit  très-petite,  ce 
qui  a  Heu  quand  la  machine  marche  très- vite;  mais  alors  la 
quantité  de  travail  produite  dans  l'unité  de  temps  est  très- 
petite,  ce  qui  rend  Tavanlage  illusoire. 
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29k.  Pour  réaliser  une  machine  inverse  avec  deux  conduc- 
teurs C  et  C  fermés,  el  séparés  l'un  de  Taulre,  il  suffit  d'une 
pile  H  interposée  dans  le  conducteur  C;  le  mouvement  pério- 
dique des  conducteurs,  mouvement  produit  par  des  forces 
extérieures,  donne  naissance  à  un  courant  marchant  dans  le 
conducteur  C,  alternativement  dans  un  sens  et  dans  Tautre. 
En  effet,  d'après  la  première  des  équations  (34)»  on  a  approxi- 
mativement 

I.  rfW 

Quand  l'appareil  va  de  la  position  où  le  potentiel  est  maximum 
à  celle  où  il  est  minimum,  l'ayant  une  valeur  positive,  le  cou- 
rant induit  marche  dans  le  sens  qui  a  été  choisi  pour  évaluer  W: 
mais  quand  l'appareil  va  de  la  position  du  minimum  à  celle 
du  maximum,  le  courant  i'  change  de  signe  et  marche  en  sens 
contraire.  Ve  cetie  manière,  et  par  le  jeu  naturel  de  la  ma- 
chine, le  travail  des  forces  élecirodynamiques  ii'rfW  est  tou- 
jours négatif.  Dans  chacune  des  phases  du  mouvement,  la 
machine  reçoit  un  travail  extérieur  qui  est  transformé  en  cha- 
leur ou  en  lumière. 

295.  On  obtient  aussi  une  machine  motrice  en  faisant  réagir 
sur  un  courant  produit  par  une  pile  un  aimant  naturel  ou  un 
électro-aimant.  Nous  avons  vu  (  n*" 270)  que  le  travail  des  forces 
électrod}  namiques  qui  s'exercent  entre  un  courant  fermé  i  cl 
un  aimant  a  pour  expression  irf W,  W  étant  un  certain  poten- 
tiel qui  dépend  de  la  position  relative  du  courant  el  de  l'ai- 
mant. Le  mouvement  étant  périodique,  le  potentiel  passe  par 
un  minimum  Wi  et  un  maximum  W,.  Afin  d'avoir  toujours  un 
travail  positif,  on  changera  alternativement  le  sens  ducourant. 

La  machine  inverse  n'exige  pas  de  pile;  le  mouvement  re- 
latif de  l'aimant  et  du  conducteur  fait  naître  dans  celui-ci  un 
courant  induit,  qui  change  de  sens  alternativement,  de  ma- 
nière à  ce  que  le  travail  des  forces  électrodj^namiques  fVW 
soit  toujours  négatif. 

Parif.— Imprlmerto  de  GAoraut-VitLAM,  me  d«  SelB^-SalaMàermala,  le. 
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PREMIÈRE    PARTIE 


Théorie  générale  des  machines  motrices  et  propriétés 
des  fluides  élastiques  établies  sans  idées  préconçues 
sur  la  nature  de  la  chaleur. 


CHAPITRE  PREMIER. 


Théorie  générale  des  machines  motrices  à  gaz  et  à  vapear  étahlie  sans  idée 
préconçue  sur  la  natare  de  la  chaleur.  —  Rôle  essentiel  de  la  chaleur  : 
otilisatioD.  —  Comparaison  entre  les  machintis  à  gaz  et  les  machines  à 
vapeur  an  point  de  vue  de  Tencombrement. 


I. 


t.  Concevons  qu*on  mette  à  notre  disposition  deux  réservoirs 
indéfinis  contenant  le  même  gaz  (fig.  1),  Vun  R|y  sous  la  pres- 


K       •^'■" 


Fig.  1. 


sion  Pi  et  à  la  température  ti ,  l'autre  Ro,  sous  une  pression  po 
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moindre  que  Pi,  et  à  une  température  que  je  ne  déGnis  pas 
encore  mais  que  je  suppose  inférieure  à  i|. 

J'imagine  que  je  puisse,  à  volonté,  mettre  en  communication 
avec  Tun  ou  1  autre  de  ces  réservoirs,  le  fond  MN  d'un  cylindre 
de  longueur  indéfinie  auquel  est  ajusté  un  piston  P. 

Admettons  que  ce  piston  ait  un  mètre  carré  de  surface,  que 
les  pressions  soient  exprimées  en  kilogrammes  par  mètre  carré, 
qu'enfin  le  cylindre  s'ouvre  dans  une  enceinte  où  règne  une 
pression  constante,  ou  même,  si  Ton  veut,  le  vide.  En  consé- 
quence de  ces  conventions  :  les  chemins  x  que  parcourt  le 
piston,  évalués  en  mètres,  et  les  volumes  v  qu'il  engendre,  me- 
surés en  mètres  cubes,  seront  exprimés  par  les  mêmes  nombres; 
on  n'aura  pas  à  leujr  compte  des  pressions  qu'éprouve  la  face 
externe  du  piston,  et  le  travail  en  kilogrammètres  qui  répondra 
à  un  déplacement  dx  du  piston  recevant,  sur  sa  face  interne, 
l'action  d'un  gaz  à  la  pression  p,  aura  pour  expression. 

pdx    ou    p  dv. 

Ce  travail  mécanique  sera  donc  représenté  graphiquement 
p.ir  l'aire  d'un  rectangle  ayant  dx  pour  tase  et  une  hauteur 
égale  à  p.  Je  porterai  les  chemins  parcourus  par  le  piston,  ou 
les  volumes  qu'il  engendre,  sur  l'axe  Ox,  et  je  compterai  les 
pressions  p,  parallèlement  à  l'axe  Oy,  comme  ordonnées. 

t.  Notre  appareil  do  principe  compris,  spécifions  son  mode 
de  fonctionnement. 

Le  piston  occupant,  comme  position  initiale,  le  fond  du  cy- 
lindre, j'ouvre  le  robinet  fi  qui  règle  la  communication  du  cy- 
lindre avec  le  réservoir  R|.  Le  gaz  poussant  le  piston  va  affluer 
dans  le  cylindre  ;  mais  j'admettrai  ici  qu'il  y  conserve  la  pres- 
sion pi ,  en  sous-entendant  que  la  dilatation  se  fasse  assez  len- 
tement pour  qu'on  puisse  négliger  les  vitesses  des  particules  de 
gaz  et  les  inégalités  de  pression  dans  l'entière  étendue  du  vo- 
lume occupé. 

SoitOB  =  p|. 

Au  momt^nt  précis  où  1*  de  gaz  est  sorti  du  réservoir  R| ,  je 
ferme  le  robinet  i\;  soit  OA  =  ;ri ,  le  chemin  parcouru  alors  par 
le  piston  ;  désignons  d'ailleurs  par  t\  =  Xi  le  volume  de  1*  de 
gaz,  pris, dans  les  conditions  de  pression  et  de  température  du 
réservoir  R,.  Le  rectangle  OACB  représentera  le  travail  déve- 
loppé par  le  gaz  dans  celte  première  phase  de  l'opération. 

Je  continue  de  laisser  marcher  le  piston.  Le  gaz  va  se  dé- 
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tendre.  Je  puis  toujours  supposer  que  la  loi  de  ses  pressions 
variables  avec  les  positions  successives  du  piston,  soit  repré- 
sentée par  une  certaine  courbe,  telle  que  CD,  que  j'appellerai 
courbe  de  détente» 

On  doit  concevoir  autant  de  courbes  de  détente  distinctes 
qu'il  plaira  de  supposer  de  modes  définis  de  communication  de . 
chaleur  faite  au  gaz  durant  sa  période  de  détente. 

Parmi  toutes  ces  courbes,  il  en  est  une  qui  mérite  tout  parti- 
culièrement notre  attention,  c'est  celle  qui  répondrait  au  cas  où 
les  parois  du  cylindre  et  du  piston  ne  pourraient  ni  céder  ni  re- 
tirer delà  chaleur  au  gaz  ;  c'est-à-dire  la  courbe  sui  generis  de 
la  détente  naturelle  du  gaz  dans  une  enveloppe  imperméable  à 
la  chaleur.  —  Soit  CD  cette  courbe.  —  Dans  ces  conditions,  le 
gaz,  en  se  détendant,  se  refroidit.  Si  Ton  supposait  que  sa  tem- 
pérature fût  abaissée  au-dessous  de  ce  qu'amènerait  sa  détente 
naturelle,  la  courbe  de  détente,  telle  que  CD^,  indiquerait,  pour 
des  positions  données  du  piston,  des  pressions  moindres^queCD  ; 
mais  elle  serait,  au  contraire,  telle  que  CD3,  si  Ton  admettait 
que  le  gaz  reçût  de  la  chaleur  ;  et,  pour  Tair,  dans  le  cas  parti- 
culier où  la  température  du  gaz  demeurerait  constante,  cette 
courbe  CD^,  conformément  à  la  loi  de  Mariotte,  serait  une  hyper- 
bole équilatère  ayant  Ox  et  Oy  pour  asymptotes. 

Pour  abréger,  nous  conviendrons  d'appeler  d'une  manière 
générale  courbe  |,  une  courbe  de  détente  relative  à  une  enve- 
loppe imperméable  à  la  chaleur,  et  courbe  (p,  une  courbe  de 
détente  qui  répondrait  aux  circonstances  qu'exprime  la  loi  de 
Mariotte. 

Ici,  dans  notre  appareil  de  principe,  je  vais  supposer  que  la 
courbe  de  détente  CD  se  rapporte  au  cas  d'une  enveloppe  im- 
perméable à  la  chaleur.  — Il  arrivera  nécessairement  un  moment 
où  la  pression  du  gaz  ne  sera  plus  que  celle  po  du  réservoir  R©. 
J'arrête  alors  le  piston  ;  au  même  instant  la  température  du  gaz 
est  tombée  de  t^  à  une  température  moindre  que  j'appelle  to  ; 
soient  Xq  le  chemin  total  décrit  par  le  piston,  et  »o  =  ^0  ^^  vo- 
lume qu'occupe  1*  de  gaz  dans  ces  conditions  dernières  de 
pression  et  de  température. 

Le  travail  total  développé  par  le  gaz  est  alors  représenté  par 
l'aire  OBGDE. 

En  même  temps  que  cesse  la  détente,  j'ouvre  le  robinet  de  la 
communication  du  cylindre  avec  le  réservoir  R©  et  je  ramène 
le  piston  à  sa  position  initiale.  Le  gaz  va  se  répandre  dans 
le  réservoir  R©;  mais  j'admettrai  que  dans  cette  dernière  pha^e 
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de  l'opération,  sa  pression  dans  le  cylindre  demeure  égale 
à  poi  eiï  sous-entendant  comme  tout-à-l'heure  qu'il  n'y  ait  au- 
cune différence  entre  la  pression,  po,  dans  le  cylindre  et  celle  du 
réservoir. 

Pour  refouler  ainsi  le  gaz  on  dépense  une  certaine  quantité  de 
travail  représentée  par  le  rectangle  OEDF. 

Donc  le  travail  définitivement  réalisé  lorsque  le  piston  est 
revenu  à  son  point  de  départ  est  mesuré  par  Taire  du  dia- 
gramme FBCD.— Je  l'appelle  D.  —  On  l'exprime  algébriquement 
par  la  sonune 


J    Vt 


Pi^i  +  I     pat'  —  Po^o 

dans  laquelle  v  désigne  le  volume  de  1^  de  gaz  sous  la  pression 
variable  p  ;  ou,  bien  plus  simplement,  par  la  formule 


D=/    \ipy 


vdp  mesurant  Taire  d'un  rectangle  élémentaire  découpé  dans  le 
diagramme  parallèlement  à  Ox, 

D  est  pour  nous  un  diagramme  théorique  exprimant  le  travail 
obtenu  par  1'^  de  gaz  dans  les  conditions  nettement  définies  que 
nous  venons  de  concevoir. 

D'ailleurs,  dans  toutes  les  conditions  qui  pourraient  être  phy- 
siquement réalisées,  il  suffira  d'imaginer  qu'un  indicateur  de 
pression  trace,  relativement  aux  axes  Ox,  Ot/,  le  diagramme 
vrai  :  Taire  de  ce  diagramme  exprimera  le  travail  effectivement 
réalisé  durant  la  course  entière  du  piston. 

S.  Si  les  réservoirs  R,  et  Rq  étaient  indéfinis,  on  pourrait 
indéfiniment  répéter  l'opération  précédente  et  on  obtiendrait  à 
chaque  fois  un  bénéfice  de.  travail  D.  Mais  la  supposition  que 
nous  avons  faite  de  réservoirs  illimités,  est  toute  fictive.  Si 
grand  que  fdt  Ri ,  la  pression  du  gaz  y  diminuerait  graduelle- 
ment :  tôt  ou  tard  il  s'épuiserait. 

La  conséquence  est  qu'il  est  nécessaire  d'alimenter  le  réser- 
voir Rj.  Usons  à  cet  effet  du  second  réservoir  Rq,  et  faisons  reve- 
nir 1'  de  gaz  de  celui-ci  au  premier.  Supposons  d'abord,  dans  le 
réservoir  Rq  une  température  égale  à  Îq,  c'est-à-dire  égale  à  celle 
que  le  gaz  se  trouve  posséder  à  la  fin  de  sa  détente.  Il  suit  delà 
que  le  kilogramme  de  gaz  sera  introduit  dans  le  cylindre  lorsque 
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le  piston  aura  parcouru  le  chemin  Xq  =  OE  ;  fermant  alors  le 
robinet  Vq  et  ramenant  le  piston  sur  lui-même,  la  tension  du  gaz 
grandira  suivant  la  loi  qui,  convenant  à  une  enveloppe  imper- 
méable à  la  chaleur,  est  représentée  par  la  courbe  CD,  si  bien 
que  son  volume  sera  devenu  précisément  égal  à  V|,  au  moment 
où  sa  pression  et  sa  température  seront  simultanément,  pj  et  ti^ 
celles  du  réservoir  R|  ;  ouvrant,  à  cet  instant,  le  robinet  r^  et 
continuant  de  ramener  le  piston  sur  lui-môme  le  kilogramme  de 
gaz  viendra  se  répandre  dans  le  réservoir  Rj. 

On  voit  que  dans  ces  conditions,  Talimentation  du  réservoir  R| 
ferait  repasser,  dans  le  cylindre,  les  volumes  et  les  pressions  du 
gaz  par  les  mômes  phases  que  l'opération  première,  mais  en 
ordre  inverse,  de  telle  sorte  que  le  diagramme 

D  =  -  FDCB 

représenterait  le  travail  à  dépenser  pour  ramener  1*  de  gaz 
au  réservoir  R|  ;  on  reconnaît  que  c'est  là  précisément  la  quan- 
tité de  travail  obtenue  en  soutirant  1*^  de  gaz  de  ce  môme  ré- 
servoir ;  donc,  en  définitive,  consommant  d'une  part  juste  ce 
qu'on  obtiendrait  de  l'autre,  on  n'aurait  pas  de  machine  motrice. 
Pour  que  l'appareil  soit  apte  à  fonctionner  comme  machine 
motrice,  il  est  absolument  nécessaire  de  puiser  dans  Rq  ,  non 
pas  du  gaz  à  ^o  9  n^^is  à  une  température  %  moindre  que  ^o- 
En  effet,  le  kilogramme  de  gaz  pris  à  Ro ,  ayant  ainsi  un  vo- 
lume moindre  quet?o,  se  trouvera  introduit  dans  le  cylindre 
alors  que  le  piston  aura  parcouru  un  chemin  Oe  nécessairement 
plus  petit  que  OE=Xq\  ramenant  ensuite  le  piston  sur  lui-même, 
la  pression  du  gaz  s'élèvera  de  po  à  pi  suivant  une  loi  représentée 
par  une  courbe  cd  de  la  môme  espèce  que  CD,  et  en  môme  temps 
sa  température  croîtra  de  Oq  à  une  autre  6|,  que  nous  devons 
supposer  moindre  que  ti  ;  si  Ton  ouvre  alors  le  robinet  r^,  le  ki- 
logramme de  gaz,  ramené  à  la  pression  P|,  sera  rendu  à  Ri,  au 
moment  ob  le  piston  regagnera  le  fond  du  cylindre.  Dans  ces 
dernières  conditions  le  travail  dépensé  par  Talimentation  est 
représenté  par  Taire  du  diagramme  FdoB  ;  je  l'appelle  D  ;  on 
peut  d'ailleurs,  comme  pour  D,  calculer  sa  grandeur  au  moyen 
de  la  formule. 


r 


vdp. 
Il  y  a  donc  cette  fois  un  bénéfice  réel  de  travail  dont  la  valeur 
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est  représentée  par  le  diagramme  CDdc  ou  par  la  différence. 

D  — i). 

Concluons  de  là,  que  pour  constituer  une  machine  motrice,  il 
faut  que  nous  ayons  : 

1**  Annexé  au  réservoir  R©,  ua  réfrigérant  capable  d'abaisser 
le  gaz  à  une  température  %  moindre  que  celle  to  avec  laquelle 
il  est  expulsé  du  cylindre  ; 

2**  Annexée  au  réservoir  R|,  une  source  chaude  en  état  d'é- 
lever à  ti  le  gaz  qu'on  y  introduit  à  la  température  ôj  </i. 

Ainsi,  par  chaque  kilogramme  de  gaz  ramené  de  Ro  à  Rt ,  la 
source  chaude  doit  fournir  une  certaine  quantité  de  chaleur  ;  je 
la  désigne  par  g^.  Le  rapport 

exprimera  pour  notre  appareil  moteur,  la  proportion  du  travail 
réalisé  en  raison  de  la  quantité  de  chaleur  dépensée  :  le  nombre 
de  kilogrammètres  obtenu  par  calorie  ;  nous  lui  doimerons  le 
nom  d'utUisation. 

En  outre,  par  chaque  kilogramme  de  gaz  passant  de  R|  à  Rq, 
le  réfrigérant  doit  soutirer  une  certaine  dose  Qq  de  chaleur. 

Ces  quantités  Qq,  q^^  seront  calculables  si  Ton  connaît  la 
chaleur  spécifique  du  gaz  sous  pression  constante  :  car,  dési- 
gnant celle-ci  par  le  symbole  a,  on  peut  écrire 

Ici  nous  ne  nous  préoccupons  pas  de  savoir  si  les  quantités 
Ço  «  9i  1  ^ont  égales  ou  différentes  ;  Texamen  de  celte  question 
appartient  à  des  considérations  qui  seront  développées  ulté- 
rieurement. 


II. 


4.  Les   considérations  qui   précèdent   conviennent  à  tout 
fluide,  gaz  ou  vapeur. 
Quelle  que  soit  la  vapeur,  sèche  ou  non,  dont  nous  disposions 
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pour  le  fonctionnement  d'une  machine  motrice,  il  nous  est  pos- 
sible de  construire  les  diagrammes  D  et  d  qui  se  rapportent 
l'un  à  la  dépense^  l'autre  à  Talimentation,  et  qui  par  leur  diffé* 
rence 

donnent  Tévalualion  du  bénéfice  de  travail  par  kilogramme  de 
fluide. 

En  fait,  notre  appareil  moteur,  tel  que  nous  sommes  con- 
duits à  le  constituer,  doit  avoir  deux  cylindres  :  un  cylindre 
travailleur  par  lequel  on  réalise  le  diagramme  D,  et  un  cylindre 
d'alimentation  consommant  le  diagramme  d. 

Si  Ton  veut  bien  se  reporter  à  la  figure  1,  on  reconnaîtra 
que  les  volumes  de  nos  deux  cylindres  sont  proportionnels  aux 
longueurs  de  courses  OE,  0^.  Et  comme  il  est  permis  de  juger 
de  l'encombrement  d'une  machine  par  les  dimensions  de  ses 
cylindres,  on  voit  que  la  figure  nous  dépeint  cet  encombrement 
par  la  somme  des  longueurs  OE,  Oe. 

tt.  Cette  simple  remarque  conduit  à  une  comparaison  intéres- 
sante, au  point  de  vue  de  l'encombrement,  entre  les  machines 
à  air  et  les  machines  à  vapeur  d'eau. 

Admettons  que  dans  une  machine  à  air  le  gaz  affluant  au 
cylindre  travailleur  soit  porté  à  la  température  d'environ  300° 
pour  laquelle  un  volume  d'air  pris  à  l'atmosphère  est  doublé. 
On  voit  qu  on  aurait  approchant 

<)^  =  loK,     '^=^n; 

c'est-à-dire  que  le  cylindre  alimentaire  serait  moitié  du  cy- 
lindre travailleur  et  consommerait  la  moitié  du  travail  réalisé 
dans  celui-ci. 

Considérons  maintenant  une  machine  à  vapeur  d'eau  telle  que 
la  différence  entre  les  pressions  po,  Pt,  y  soit  égale  à  celle 
que  la  machine  à  air  nous  présentait  tout  à  l'heure,  c*est-à-dire 
à  1  atmosphère,'  et  avec  une  introduction  réglée  de  manière  à 
réaliser  le  même  travail  que  dans  cette  dernière.  On  sait  qu'à 
la  température  de  100*  l'eau  fournit  environ  1700  fois  son  vo- 
lume de  vapeur.  Or,  c'est  de  l'eau  que  le  cylindre  alimentaire 
envoie  à  la  chaudière  représentée  ici  par  le  réservoir  R|; 
le  volume  de  ce  cylindre  est  donc  très-petit  relativement  à 


\!l  THÉORIE  DES  MACHINES  MOTRICES. 

celui  du  cylindre  travailleur.  Et  comme  on  peut  considérer  que 
les  diagrammes  D  et  d  sont  approchant  dans  le  rapport  des 
courses  OE,  Oe,  ou  dans  le  rapport  des  volumes  de  nos  cylin- 
dres, on  peut  dire  que  dans  le  type  machine  k  vapeur  d'eau,  le 
cylindre  alimentaire  ne  soustrait  du  diagramme  D  qu'une  quan- 
tité très-petite,  négligeable. 

A  ce  compte,  si  Ton  représente  par  1  le  volume  du  cylindre 
delà  machine  à  vapeur  d'eau,  on  devra  représenter  par  3  la 
somme  des  volumes  des  cylindres  de  la  machine  à  air.  Il  s'en- 
suivrait qu'à  puissance  brute  égale,  la  inachine  à  air  serait  trois 
fois  plus  encombrante  que  la  machine  à  vapeur  d'eau. 

Poursuivons  la  comparaison  en  tenant  compte  des  frotte- 
ments. 

Envisageant  la  masse  des  organes,  on  doit  considérer  que 
dans  la  machine  à  air  les  frottements  consommeront  une  frac- 
tion de  la  puissance  brute  triple  de  celle  m  qui  représente  leur 
importance  dans  la  machine  à  vapeur. 

1 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  m  =  y. 

A  puissance  brute  égale  F,  l'expression  du  travail  disponible 
sera  donc  : 

(1\  3 

1  —  -  j  F  =  -  F, 

dans  la  machine  à  air         (  1  —  3  .  -  j  F  =  -  F. 

Pour  que  ces  dernières  quantités  fussent  égales,  il  serait  évi- 
demment nécessaire  que  la  puissance  brute  dans  la  machine  à 
air  fût  trois  fois  celle  de  la  machine  à  vapeur  ;  c'est-à-dire 
qu'il  faudrait  employer  une  machine  à  air  encore  trois  fois  plus 
encombrante  que  celle  qui  n'égale  la  machine  à  vapeur  que 
comme  puissance  brute  ;  donc  enfin,  à  puissance  effective  égale, 
la  machine  à  air  serait  9  fois  plus  encombrante  que  la  machine 
à  vapeur  d'eau. 

Si  l'on  supposait  au  coefficient  m  des  valeurs  moindres,  -  ou  -, 

0  0 

le  volume  de  la  machine  à  air  serait  encore  six  ou  cinq  fois  celui 
de  la  machine  à  vapeur  considérée;  on  lui  trouverait  une  valeur 

1 
infinie  si  Ton  faisait  l'hypothèse  m  =  -. 
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Sans  nous  arrêter  à  œs  chiffres  autrement  que  comme  valeurs 
indicatives,  la  conclusion  est  qu'à  égalilé  de  puissance  effective 
la  machine  à  air  est  singulièrement  plus  encombrante  que  la 
machine  à  vapeur  d'eau. 

«.  Une  comparaison  complète  demanderait  qu'on  eût  égard 
aux  dépenses  de  chaleur,  9i ,  et  g\ ,  relatives  à  l'un  et  à  Taulre 
des  appareils  considérés,  afin  de  calculer  leur  utilisation, 
c  est-à-dire  les  quantités 

^.      (1— m)F  ,         ,.     , 

U  = —      pour  la  machine  à  vapeur. 

^^.      (1— 3m)F  .  u.     ^    . 

U  =  -î — 1 —      pour  la  macmne  a  air. 

Il  faudrait  évidemment  que  q\  fût  notablement  moindre 
que  9j  pour  que  U'  eût,  en  fin  dp  compte,  l'avantage  sur  U. 
Des  faits  d'expériences  élucideront  cette  question  importante. 


16  THÉORIE   DES   MACHINES  MOTRICES. 


CHAPITRE   U, 

Équation  dp  i*éconlempnt  r1e<;  flnides. 

î.  Un  diagramme,  tel  que  le  diagramme  théorique  D  que  nous 
venons  de  construire  dans  le  chapitre  précédent,  peut  être  en- 
visagé, indépendamment  du  rôle  qu'il  joue  dans  la  théorie  des 
machines  motrices,  d'une  façon  pour  ainsi  dire  abstraite  ;  car, 
rapporté  à  deux  axes,  l'un  des  volumes,  l'autre  des  pressions, 
il  provient  clairement  de  la  connaissance  d'une  série  d'éléments 
définis  :  d'une  part,  des  volumes  qu'occupe  1^  de  gaz  dans  cer- 
taines conditions  extrêmes  de  pression  et  de  température,  et 
d'autre  part,  de  la  courbe  de  détente  du  gaz  relative  à  des  circon- 
stances spécifiées.  C'est  ainsi  que  ce  diagramme  D  se  présentera 
dans  la  solution  de  diverses  questions  de  mécanique  physique 
et  particulièrement  dans  le  problème  de  l'écoulement  des  fluides 
qui  va  faire  l'objet  de  ce  chapitre. 


1. 


H.  Considérons  deux  réservoirs,  Rj  et  Ro,  tels  que  nous  les 
avons  imaginés  dans  le  premier  chapitre,  c'est-à-dire  conte- 
nant un  même  gaz  à  des  pressions  Pi^po,  et  à  des  tempéra- 
tures f|,  ^0»  différentes.  Je  suppose  qu'ils  soient  mis  en  com- 
munication par  une  cloison  mince  percée  {fig.  2)  et  je  me 
propose  de  déterminer  avec  quelle  vitesse  u  l'écoulement  du 
gaz  s'effectuera  de  R|  à  Rq. 

Remarquons  d'abord  que  la  veine  de  gaz  affiuente  ne  pourra 
manquer  d'arriver  assez  vite  à  un  état  permanent. 

La  force  vive  de  1"  de  gaz  qui  traverse  l'orifice  est 

Je  dis  qu'elle  est  égale  au  diagramme  théorique  D  relatif  à  l^de 
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gaz  tel  que  nous  TaYons  défini  en  commençant.  En  effet  chaque 
particule  de  gaz  initialement  sous  la  pression  Pi  et  à  la  tempé- 


Ftg.  a. 


rature  f| ,  passe  ensuite  à  la  pression  po  et  à  la  température  to; 
en  raison  de  la  rapidité  de  son  trajet,  on  peut  considérer 
comme  négligeable  la  quantité  de  chaleur  que  lui  cèdent  ou 
retirent  les  parois  de  Forifice  ainsi  que  les  filets  contigus.  Chaque 
particule  passe  donc,  en  s'écoulant  directement  de  Ri  à  Rq,  par 
les  mêmes  phases  que  nous  avons  conçues  en  construisant  le 
diagramme  D  :  à  Tégard  de  chacune  d'elles  on  pourrait  tracer 
un  petit  diagramme  analogue  ;  et  D  n*est  autre  chose  que  la 
somme  des  diagrammes  partiels  qui  seraient  ainsi  tracés  pour 
toutes  les  particules  contenues  dans  1  kilogramme  de  gaz.  On  a 
donc  bien 

•=z  I     vdp=Dy 


9  2 


d'où  l'on  tire  : 


tt«  =  2ffD.  (1) 


formule  qui  fera  connaître  u  lorsqu'on  connaîtra  D. 

Cette  formule  très-simple  est  remarquable  par  sa  complète 
généralité.  Elle  convient  à  tout  flaide,  gaz,  vapeur  ou  mélange 
de  gaz  et  vapeurs  uniformément  mélangés. 

Elle  comprend  même,  comme  cas  particulier,  la  formule  de 
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récoulement  des  liquides.  En  effet,  d*après  la  loi  des  pressions 
liydrostatiques,  on  peut  poser  : 

Po  =  t^XlXh.  Pi  =  w  X  1  X  Al. 

en  appelant  (5  le  poids  du  mètre  cube  de  liquide.  D'un  autre 
côté,  comme  pour  les  fluides  incompressibles  la  courbe  de 
détente  se  réduit  à  une  droite  perpendiculaire  à  Taxe  des  vo- 
lumes (/ijf.  1),  si  Ton  désigne  par  v  le  volume  du  kilogramme, 
on  a: 

D  =  t;(pi  — po); 
et  par  suite  : 

D  =  vw  (Aj  —  Ao)  =  (Al  —  Ao), 

puisque,  par  définition,  vco  =  1*. 
L'équation  (1)  devient  donc  : 

M«  =  2g  (Al  -  Ao)  =  igU. 

c'est  la  formule  connue. 

•.  Au  lieu  de  supposer,  comme  on  vient  de  le  faire,  les  ré- 
servoirs en  contact,  imaginons  qu'ils  communiquent  par  un 


tuyau  {fig.  3)  susceptible,  par  sa  forme,  de  convenir  à  ce  qu'on 
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appelle,  en  hydrodynamique,  Vécoulement  à  plein  tuyau ^. 
Eiv faisant  d'abord  abstraction  du  frottement  que  le  fluide 
peut  éprouver  de  la  part  des  parois  du  tuyau,  la  vitesse  d'écou- 
lement u  satisfera  encore  à  la  relation  générale. 

D  étant  toujours  notre  diagramme  théorique,  dans  le  cas  oh  l'on 
suppose  qu'en  s'écoulant,  le  fluide  arrive  à  un  état  permanent 
calorifique  et  dynamique,  tel  que  la  chaleur  transmise  à  ce 
fluide,  par  le  tuyau,  soit  négligeable.  Et,  dans  Thypothëse  d'une 
certaine  communication  de  chaleur  établie  entre  le  fluide  et  le 
tuyau,  D  étant  un  diagramme  construit  avec  la  courbe  de  dé- 
tente qui  serait  spécialement  relative  à  ce  mode  de  communi- 
cation de  chaleur. 

Nous  avons  laissé  de  côté  les  frottements  ainsi  que  la  perte  de 
force  vive ,  plus  ou  moins  négligeable  dans  le  problème  actuel, 
qui  serait  due  à  des  tournoiements.  Soit  m  un  coefficient  de 
réduction,  et  posons,  à  défaut  de  l'équation  correcte 


On  tire  de  là  : 


(l+m)l««  =  D. 


1  +-m 


Il  n'a  pas  été  tenu  compte,  ici,  de  la  pesanteur  ;  de  là  un 
détail  complémentaire  que  nous  allons  rencontrer  dans  ce  qui 
va  suivre. 


I  Oo  démontre  que,  dans  le  sens  de  l'écoulement,  les  seclions  da  tuyau 
ne  doivent  jamais  aller  en  augmentant. 
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CHAPITRE   lïl. 


Complément  de  Thydrodynamique  en  ce  qui  concerne  l'équilibre  et  le 
mouvement  des  gaz  et  des  vapeurs.  —  Équilibre  d'une  colonne  d'air  at- 
mosphérique et  loi  de  sa  stabilité. —  Mesnre  barométrique  des  hauteurs.— 
Hanteur  minimum  de  l'atmosphère.  —  Théorie  rationnelle  du  tira^^e  des 
cheminées. 


le.  L'équation  de  la  vitesse  d'écoulement  d'un  fluide 
u  =  \/2ffD, 

qui  vient  d'être  établie  dans  le  chapitre  précédent  est  entière- 
ment d'accord  avec  Thydrodynamique.  C'est  ce  qu'il  ne  sera 
pas  sans  intérêt  de  faire  ressortir. 

En  effet,  pour  le  cas  des  mouvements  permanents,  le  seul 
qu'on  se  borne  à  étudier  dans  Tétat  actuel  de  la  science,  la  for- 
mule fondamentale  de  l'hydrodynamique,  donnée  par  les  traités 
de  mécanique,  devient 

dp 

-i-  ==  fld2  —  tidu.  (1) 

P 

p  désignant  la  masse  sous  l'unité  de  volume,  u  la  vitesse,  z  le 
chemin  parcouru  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  dp  expri- 
mant l'accroissement  que  subit  la  pression  lorsqu'on  passe,  dans 
le  sens  de  la  vitesse  u,  d*un  point  à  un  autre  infiniment  voisin, 
pour  lequel  z  croît  de  dz  et  u  de  du. 

En  général,  p  est  une  fonction  de  la  pression  p  et  de  la  tem- 
pérature/;  mais  pour  chaque  phénomène  particulier,  il  existe 
nécessairement  une  relation  définie  entre  p  et  ^  ;  en  rassodant 
à  l'équation  (1),  cette  dernière  ne  contiendra  plus  que  p,  comme 
variable  indépendante,  et  on  pourra  l'intégrer.  —  Dans  l'hypo- 
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thèse  faite  par  Poisson,  conformément  à  la  loi  de  Mariette, 

t  =  constante    et    -  ^  constante  -=  A, 
P 

l'équation  (1),  intégrée  entre  les  points  0  et  1,  conduit  à 

Po  ^ 

Mais  les  singulières  inconséquences  de  cette  formule  signalées 
par  M.  de  Saint- Venant  l'ont  fait  abandonner  depuis  longtemps  ^ 
Et^  jusqu'ici,  dans  les  applications,  on  se  contente  d'estimer  les 
vitesses  d'écoulement  des  fluides  d'après  des  formules  qui  n'ont 
aucun  caractère  de  rigueur  ni  de  généralité. 

11.  Un  artifice  très-simple  va  nous  permettre  de  présenter 
l'intégrale  de  l'équation  (1)  sous  une  forme  complètement  gé- 
nérale. 

Appelons  v  le  volume  du  kilogramme  de  fluide,  alors 

1 
99  =  p 

par  suite,  l'équation  (1)  peut  s'écrire 

gv  dp  =  g  dz  —  u  du. 
L'intégration  n'offre  plus  aucune  espèce  de  difficulté  et  donne 

.y:^p=(..-.)-(§-D.     .) 

On  reconnaît  dans  le  premier  membre  l'aire  d'un  diagramme 
tel  que  ceux  que  nous  avons  considérés  précédemment,  et  que 
Ton  saura  toujours  construire  à  la  condition  de  connaître,  en 
nombre  suffisant,  les  valeurs  correspondantes  de  v  et  de  p. 


<  La  masse  do  fluide  qui  8*écoalerait  dans  le  vide  serait  nulle;  et  pour 
qu'elle  atteignit  son  maximum^  il  faudrait  substituer  au  vide  une  pression 
égale  environ  aux  0,6  de  la  pression  du  fluide  s'écoulaut.  Résultats  ab- 
surdes. 
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it.  Dans  le  cas  du  problème  de  Técoulement,  Pinconnoe 
étant  Uo=  u,  on  considère  U|  comme  négligeable.  Si  l'on  pose, 
suivant  nos  notations  accoutumées, 

D  =  n\dp,  (3) 

et  si  l'on  fait  abstraction  de  la  pesanteur,  l'équation  (2)  devient 
u«  =  2(/D.  (4) 

C'est  précisément  la  formule  (1)  du  chapitre  II. 


H. 


t  S.  On  vient  de  trouver  que,  dans  le  cas  général,  l'intégrale  de 

l'équation  fondamentale  (1)  peut  s'écrire 

Au  second  nombre  de  celle  relation  figure  le  terme  (2|  —  «o) 
dû  à  Faction  de  la  pesanteur  dont  il  a  été  fait  abstraction  précé- 
demment. Or,  ce  terme  est  susceptible  lui-même  d'être  ramené 
à  une  expression  simple  que  nous  allons  faire  connaître. 


P. 


?    M 


Fig.  4. 


Considérons  (fig.  4)  une  colonne  d'un  fluide,  une  colonne 
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d*air  par  exemple,  en  équilibre  sous  l'action  de  la  pesanteur.  En 
lui  supposant  pour  section  Funité  de  surface  et  en  désignant 
toujours  par  v  le  volume  du  kilogramme,  une  tranche  infiniment 
mince  de  hauteur  d%  pèsera 


dz 

V  ' 


Sur  les  faces  horizontales  de  cette  tranche  s*exercent  des 
pressions  différentes  p  et  p  +  dp  ;  or,  on  doit  avoir  pour  l'é- 
quilibre 


et  en  intégrant  : 


^z=zdp    oixdzss: 


«I  —  «0  =/   vdp. 


(5) 


Pour  interpréter  ce  résultat,  il  faut  concevoir  qu'entre  deux 
stations  déterminées  %q  et  2|  on  connaisse  pour  divers  points 
la  pression  p  et  la  valeur  de  v  ;  il  est  clair  que  ces  quantités  rap- 
portées à  deux  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy  {fig.  5)  fourniront 


0 

K 

^. 

t> 

1  /y^ 

p 

B 

/, 

f 

y-;» 


Fig.  5. 


un  certain  diagramme  ABCD  dont  l'aire  sera  précisément  le  se- 
cond membre  de  l'équation  (5).  Ainsi  : 
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Etant  données  deux  stationspourlesquellesoncojinaUlespreS" 
siampoet  pi ,  leur  différence  de  niveau  a  pour  mesure  Vaire 
d'une  courbe  constinite  en  prenant  pour  ordonnées  les  pres- 
sions p  et  pour  abscisses  les  volumes  v  du  kilogramme  de  fluide. 

On  remarquera  qu'au  fond  Téquation  (5)  n'est  autre  chose 
que  l'équation  (2)  dans  laquelle,  pour  le  cas  de  Téquilibre,  on 
suppose  à  la  fois  u |  =  Uo  =  0. 

C'est  aux  sciences  physiques  de  fournir,  à  l'aide  de  diverses 
observations  barométriques ,  thermométriques,  hygrométri- 
ques, etc.,  les  valeurs  simultanées  de  p  et  v  qui  serviront  à 
construire  le  diagramme  ABGD.  La  courbe  CD  serait  une  hyper- 
bole équilatère,  en  admettant  la  loi  de  Mariotte,  si  l'on  supposait 
à  la  température  une  valeur  constante  dans  toute  l'étendue  de 
la  colonne  considérée  ;  ce  serait  la  courbe  de  détente  spéciale  à 
une  enveloppe  imperméable  à  la  chaleur  dans  l'hypothèse  où 
de  l'une  des  stations  extrêmes  à  l'autre  les  pressions,  les  tem- 
pératures et  les  valeurs  de  t;  varieraient  simultanément  comme 
il  convient  à  une  détente  de  cette  espèce.  —  D'après  nos  con- 
ventions, nous  appellerons  9  la  courbe  CD  dans  le  premier  de  ces 
cas  particuliers,  et  'l' lorsqu'elle  répondra  au  second  *. 

14.  En  fait,  pour  l'atmosphère,  la  courbe  CD  est  de  nature  à 
changer  à  chaque  instant. 

Envisageons  la  stabilité  de  l'équilibre. 

Dans  la  colonne  en  équilibre,  isolons  par  la  pensée  un  petit 
globule  pris  en  un  point  quelconque  H  tfig.  4)  où  la  pression  est 
p  et  le  volume  du  kilogramme  t;,  et  supposons-le  enveloppé  d'une 
membrane  non  pesante,  imperméable  à  la  chaleur,  susceptible 
de  participer  sans  résistance  aucune  à  toutes  ses  variations  de 


1  S'il  s'agissait  d'une  différence  de  niveau  zi  —  z^  assez  considérable 
pour  qu'il  y  eût  lien  de  tenir  compte  de  la  variabilité  de  g  en  fonction  de 
2,  on  s'y  prendrait  de  la  manière  que  voici  : 

0  et  p  seraient  le  volume  et  la  pression  d'une  masse  de  fluide  égale  i  1. 
Alors  au  lieu  de 


1 


on  aurait 


V 


gdz=l      tf 


p=-  et  /      gdz  =  i      vdp. 


C'est  ce  qu'il  conviendra  de  ne  pas  perdre  de  vue  quand  il  sera  question, 
un  peu  plus  loin,  du  calcul  des  hauteurs  barométriques 
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volume.  L*équilibr6  sera  stable  si  ce  globule,  déplacé  verticale- 
ment dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  tend  à  revenir  à  son  niveau 
de  départ  par  le  fait  de  la  poussée  hydrostatique  qu'il  se  trou« 
vera  rencontrer.  Or,  élevé  ou  abaissé,  le  globule  conserve  le 
même  poids,  mais  son  volume  varie  suivant  la  loi  que  repré- 
sente une  courbe  ^  menée  par  le  point  M  de  la  figure  5  dont  les 
coordonnées  sont  p  et  v.  11  est  donc  nécessaire  qu'au-dessous 
de  M,  les  t;  aient  au  plm  les  valeurs  qui  conviendraient  à  cette 
courbe  ^  ;  et  qu'au-dessus,  ils  soient  au  moins  égaux  à  ce 
qu'ils  seraient  s'ils  répondaient  à  cette  même  courbe.  On  voit 
par  là  :  1»  que  si  la  courbe  CD  est  de  l'espèce  ^  elle  est  la  li- 
mite de  démarcation  entre  les  états  stables  et  instables  ; 
2""  qu'en  général,  la  stabilité  n'est  assurée  que  si,  en  s'éle- 
vant  dans  la  colonne,  on  rencontre  des  températures  égales 
ou  supérieures  à  celles  qui  répondraient  à  la  courbe  ^  menée 
par  la  plus  basse  des  stations  que  l'on  considère. 

Si  la  courbe  des  t;  était  telle  que  CD'  {fig.  5)  par  rapport  à 
la  courbe  4>,  les  couches  d'air  superposées  seraient  en  équili- 
bre instable,  absolument  comme  pourrait  l'être  de  l'eau  sur  de 
l'huile. 

15.  Le  matin  d'un  jour  d'été,  après  que  le  soleil  a  paru  sur 
J'horizon,  la  terre  commence  à  s'échauffer,  puis  la  première 
couche  d'air,  au  contact  du  sol,  se  dilate,  alors  que  les  régions 
supérieures  de  l'atmosphère  gardent  encore  les  températures 
basses  d'après  lesquelles  s'est  réglé  leur  équilibre  nocturne. 
Bientôt  celte  première  couche  s'élève  ;  une  seconde  la  remplace 
qui,  une  fois  échauffée,  monte  à  son  tour,  cédant  la  place  à  une 
autre,  et  ainsi  de  suite. 

Comment  tend  à  s'établir  l'ordre  de  superposition  de  ces 
couches  qui  s'échangent  à  mesure  que  le  sol  gagne  sa  tempé- 
rature du  jour  ? 

Pour  nous  le  représenter,  traçons  {fig.  6)  une  courbe  de  l'es- 
pèce ^  en  prenant  pour  abscisse  de  son  premier  point,  C,  le  vo- 
lume qu'occupe  1^  d'air  à  la  pression  et  à  la  température  du 
niveau  du  soL  L'équilibre  sera  instable,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  voir,  tant  que,  pour  les  mêmes  valeurs  de  p,  la  courbe  des  v 
construite  pour  notre  colonne  d  air  offrira,  comme  CD',  des 
abscisses  moindres  que  la  courbe  ^. 

La  courbe  4»,  tracée  par  le  point  Initial  C  qu'on  vient  de  dé- 
fmir,  nous  peint  donc  le  caractère  rationnel  de  l'état  d'équi- 
libre vers  lequel  tendent  les  couches  d'air  qui  montent,  des- 


26 


THÉORIE  DES  MACHDfBS  MOTRICES. 


cendent  et  s'entre-mélent  Elle  nous  représente,  au  môme  titre, 
la  loi  de  la  décroissance  des  températures  lorsque  cet  état  d'é- 
quilibre est  atteint;  elle  doit  ainsi  s*élendre  {fig.  6)  jusqu'à  un 


y-p 


Fig.  6. 


certain  point  D  dont  les  coordonnées  p,  v,  répondent  à  la  couche 
au-dessus  de  laquelle  les  variations  de  température  du  sol  ces- 
sent de  faire  sentir  leur  influence.  A  partir  de  ce  point  D,  s*il 
existe,  la  courbe  des  v  peut  n'être  plus  la  courbe  4^»  mais  elle' 
doit  toujours  satisfaire,  pour  Téquilibre,  à  la  loi  qui  vient  d'être 
énoncée  ;  c'est-à-dire  qu'en  ce  cas,  dans  la  région  élevée  de 
Tatmosph^e  que  délimite  le  point  D,  les  températures  sont  né- 
cessairement supérieures,  pour  les  mêmes  valeurs  de  p,  à  celles 
qui  répondraient  à  la  courbe  ^  prolongée.  Si  la  température  de- 
meurait la  même  dans  toute  cette  région,  la  courbe  des  v,  à 
partir  du  point  D,  serait  prolongée  par  une  courbe  de  l'espèce  f. 

!•.  La  formule  d'équilibre  (5)  met  en  évidence  la  valeur  de 
la  différence  de  niveau,  %^ — z^de  deux  stations  :  elle  est  égale 
à  l'aire  de  la  courbe  CD  [fig.  5)  dont  la  mesure  algébrique  est 
l'expression 


V 

p% 


V  dp. 


La  formule  de  Laplace  pour  la  mesure  des  hauteurs  à  l'aide 
du  baromètre  n'est  autre  chose  qu'une  évaluation  approchée 
de  cette  aire.  Imaginons  qu'on  rapporte  à  deux  axes  rectangu- 
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laires  (fig.  7)  les  quantités  petv  relatives  aux  stations  données  ; 


on  a  ainsi,  les  points  extrêmes,  C  et  D,  de  la  courbe  CD  ;  et  comme 
cette  ligne  est  d'ailleurs  inconnue,  à  moins  de  multiplier  les 
observations,  la  question  est  de  lui  substituer,  s'il  est  possible, 
une  autre  courbe  définie  une  fois  pour  toutes,  capable  d'offrir 
approximativement  la  même  aire. 

Laplace  a  pris  une  hyperbole  équilatère  moyenne  entre  celles 
qui,  menées  l'une  par  D  l'autre  par  G,  répondraient  respeclive- 
ment  aux  cas  où,  à  partir  des  stations  données,  les  volumes  v 
seraient  liés  aux  pressions  p  d'après  la  loi  de  Mariette. 

Mais  tant  que  la  station  la  plus  élevée  reste  comprise  dans  la 
région  où  les  variations  de  température  du  sol  font  sentir  leur 
influence,  la  discussion  précédente  fait  voir  qu'il  vaudrait  mieux 
substituer  aux  hyperboles  de  Laplace  des  courbes  de  l'espèce  4^. 
Au  delà  de  cette  région,  la  formule  la  plus  convenable  peut  être 
celle  de  Laplace  ou  celle  des  courbes  <^,  suivant  les  cas  ;  la  dif- 
férence des  températures  des  deux  stations  guidera  le  choix, 
selon  qu*elle  tombera  entre  certaines  limites  qui  seront  connues 
lorsqu'à  l'aide  des  équations  des  courbes  (p  et  4^  on  aura  pris  le 
soin  de  dresser  des  tableaux  numériques  donnant,  pour  ces  deux 
espèces  de  courbes,  les  valeurs  correspondantes  des  pressions  et 
des  températures  ^ 


1  Laplace  tient  compte  dans  sa  formule  de  la  variabilité  de  g  oa  fonction 
de  z.  —  Voir  à  ce  sujet  la  note  qui  accompagne  le  no  i3. 
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19.  Uae  application  curieuse  du  calcul  des  hauteurs  consiste- 
rait à  déterminer  l'étendue  de  Tatmosphère. 

Le  problème  serait  résolu  si  Ton  connaissait  la  courbe  des  v 
pour  toute  l'atmosphère. 

En  admettant  que  ce  soit  une  courbe  ^  prolongée  jusqu'à  la 
limite  d'une  pression  nulle,  l'équation  que  nous  donnerons  des 
courbes  de  cette  espèce  fait  alors  trouver  28  kilomètres  pour 
hauteur  de  l'atmosphère^  l'intensité  de  la  pesanteur  étant  sup- 
posée constante  dans  cette  étendue.  Dans  ces  conditions  hypo- 
thétiques, on  verra  que  la  température  de  la  couche  extrême  de 
l'atmosphère  serait  de  —  273®  ;  or,  on  sait  que  Fourier  a  donné 
—  50®  pour  valeur  de  la  température  des  espaces  célestes  :  cette 
hauteur  de  28  kilomètres  devrait  donc  être  regardée  comme  un 
minimum  absolu  ^ 


m. 


19.  Comme  application  des  compléments  apportés  dans  ce 
chapitre  à  la  science  de  l'hydrodynamique,  nous  nous  proposons 
d'exposer  la  théorie  rationnelle  du  tirage  des  cheminées. 


Fig.  8. 


1  Nous  calculerons  plus  loin,  à  l'aide  de  l'équation  des  courbes  ^^  que 
si  1  kilogramme  d'air,  pris  à  la  température  et  à  la  pression  ordinaires,  «e 
détend  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la  chaleur,  sa  pression  n*est  plus 
que  de  0>»36  de  mercure  au  moment  où  sa  température  tombe  à  — SO»- 
Dans  la  question  traitée  au  numéro  16,  la  courbe  ^  ifig.  6)  ne  peut, 
dans  aucun  cas,  se  prolonger  au  delà  du  point  pour  lequel  l'ordonnée  p 
répond  à  une  pression  de  0«36  de  mercure. 
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Soit  GK  ifig.  8)  un  tuyau  vertical  susceptible,  par  sa  fonne, 
de  convenir  à  un  écoulement  à  plein  tuyau  ^ 

Appelons  P09  Pi»  les  pressions  atmosphériques  aux  niveaux  K 
et  G  ;  2o  6t  %i  les  cotes  de  ces  niveaux. 

L'équilibre  régnant  dans  Tair,  à  la  condition  de  s*éIoigner  suf* 
fisamment  du  tuyau,  on  sait  qu'on  a 

«4  -  Zo  =f%dp.  (6) 

Soit  CD  la  courbe  dont  Taire  est  exprimée  au  second  mem- 
bre: nous  rappellerons  la  courbe  de  l'équilibre  statique  ex- 
térieur. 

!•.  En  premier  lieu,  nous  supposerons  le  tuyau  librement  ou- 
vert dansTair  par  ses  deux  extrémités  et  l'équilibre  établi.  Alors 
aux  sections  G  et  K  du  tuyau  régnent  respectivement  les  pres- 
sions pi,  po  'y  il  peut  se  faire  que  pour  des  niveaux  intermédiaires 
les  pressions  dans  le  tuyau  soient  distinctes  des  pressions  exté- 
rieures ;  mais  il  est  clair  que  la  somme 


calculée  pour  l'intérieur  du  tuyau,  somme  égale  à  la  différence 
de  niveau  2|— ^o  <les  sections  extrêmes,  se  trouve  nécessaire- 
ment égale  au  second  membre  de  l'équation  (6),  c'esirà-dire  à 
l'aire  de  la  courbe  de  l'équilibre  extérieur. 

ZO.  En  second  Heu,  imaginons  qu'en  vue  de  détruire  l'équi- 
libre, on  chauffe  l'air  dans  l'étendue  GK  du  tuyau.  Soit  H  un 
point  du  niveau  G  assez  éloigné  du  tuyau  pour  que  la  rupture 
de  l'équilibre  ne  s'y  fasse  pas  senlîr,  et  où  continue  de  régner 
la  pression  P|  ;  en  G  la  pression  devient  p<Pi  ;  enfin  l'air  sort 
du  tuyau  avec  une  vitesse  u  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Désignons  par  la  variable  V  le  volume  d'un  kilogramme  d'air 
pris  sur  le  parcours  HGK  du  courant.  Traçons  la  courbe  GNFI 
qui  représente  les  V  :  en  H,  le  volume  V  a  la  valeur  déjà  figurée 
par  l'abcisse  qui  répond  à  la  pression  p^\  de  H  en  G,  l'air  se 


t  Oo  démontre  que,  dans  le  sens  de  l'écoulement,  les  sections  da  tayaa 
ne  doÎTent  jamais  aller  en  aa^rmentant. 
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dilate  à  froid  suivant  une  courbe  4»  ;  en  6,  c'est^ànlire  pour 
Tordonnée  égale  à  p,  le  volume  V  prend  un  accroissement  subit 
en  raison  du  chauffage  ;  au  delà,  V  varie  suivant  une  courbe 
NFI  :  si  l'on  estimait  à  environ  300*  la  température  de  sortie 
de  l'air,  en  K,  pour  lordonnée  po.  on  aurait  approchant  V=2  ». 
Nous  supposerons  d'abord  que  les  parois  du  tuyau  n'occa- 
sionnent aucun  frottement.  Alors,  si  l'on  faisait  abstraction  de  la 
pesanteur,  on  aurait  pour  l'expression  delà  force  vive  de  1  kilo- 
gramme d  air  sortant,  la  vitesse  en  H  étant  nulle, 


-  -  =  /    Vdp  =aire  BCNFIA. 


9 

Mais  rélévation  de  1  kilogramme  de  matière,  de  G  en  K,  exige 
une  dépense  de  travail  égale  à 

1  X  («I  —  a©). 
Donc  on  doit  écrire  : 

ou,  à  cause  de  l'équation  (6), 

\%=rup-rvép=f%-.v)ip.    (7) 

9  ^       f  n  /  fo  '  f^ 

L'interprétation  du  second  membre  est  évidente  :  il  équivaut 
à  Taire  comprise  entre  les  courbes  CNFI  et  CMD,  en  la  comptant 
comme  positive  lorsque  V>v,  et  comme  négative  dans  le  cas 
contraire. 

•t.  Enfin,  au  lieu  du  mode  de  chauffage  que  nous  venons  de 
supposer,  concevons,  en  G,  une  grille  sur  laquelle  on  brûle  du 
charbon.  Le  tuyau  est  alors  traversé  par  un  mélange  d'air  et 
de  gaz  divers  provenant  de  la  combustion  ;  et  c'est  pour  ce  mé- 
lange qu'il  faut  entendre  maintenant  qu'entre  les  pressions  p 
etpo,  la  portion  NFI  de  la  courbe  des  V  soit  tracée. 

Entre  les  pressions  pi  et  p,  de  H  en  G,  la  courbe  des  V  se 
rapporte  toujours  à  l'air  ;  seulement,  pour  produire  un  kilo- 
gramme de  mélange  fluide  dans  la  cheminée,  il  n'est  appelé 
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qu'une  certaine  fraction  ~  de  kilogramme  d'air  ;  on  doit  donc 

substituer  à  la  portion  CN  de  la  courbe  de  V  un  arc  C'N'  qui 
coupe  les  abcisses  au  n^^*^  de  leur  longueur  comptée  à  partir  de 
Taxe  oy.  Si  Ton  désigne  par  S  Faire  comprise  entre  les  courbes 
C'N'FI  et  CMD,  en  la  comptant  comme  positive  ou  négative,  selon 
que  les  abscisses  de  la  première  sont  plus  grandes  ou  plus  petites 
que  celles  de  la  seconde,  on  aura 

1  tt« 

-^  =  S.  (8) 

g  2  ^  ' 

Ce  résultat  est  d'accord  avec  Péquation  (2)  du  n""  11. 

Jusqu'ici  nous  avons  laissé  de  côté  les  frottements  ;  il  y  a  lieu 
aussi  de  tenir  compte  de  la  perte  de  force  qu'accusent  les  tour- 
noiements des  gaz  à  la  sortie  de  la  grille  et  qui  persistent  jus- 
qu'à la  sortie  de  la  cheminée.  Soit  m  un  coefficient  de  réduc* 
tion,  et  posons,  à  défaut  de  l'équation  correcte: 


u 


f2 


On  tire  de  là 


(l  +  m)2^  =  S. 


«»-T^.  (9) 

1  +m  ^  ' 


Les  lignes  CN'  et  N'FI  sont  essentiellement  changeantes  d'un 
instant  à  l'autre,  comme  l'est  Tallure  du  foyer.  L'objet  des  for- 
mules empiriques  qui  servent  usuellement  au  calcul  du  tirage 
des  cheminées  est  de  donner,  pour  un  état  moyen  de  ces  courbes, 
déQni  une  fois  pour  toutes,  une  valeur  approchée  de  S. 
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CHAPITRE   IV. 


Éiablissi^ment  et  discussion  de  trois  éqnations  aa  moyen  desquelles  on  peut 
soumettre  au  calcul  les  propriétés  calorifiques  et  expansives  des  fluides 
élastiques,  soit  gaz,  soit  yapeurs,  sans  qu'on  ait  à  se  préoccuper  d'une 
théorie  mécanique  de  la  chaleur.  —  Chaleurs  spécifiques  ;  chaleur  la 
tente. 


I 


•t.  Etant  donné  1^  de  gaz  qui,  à  la  température  t^  occupe,  sous 
la  pression p,  un  certain  volume  t;,  on  peut  concevoir  que  sa  dé- 
tente s'opère  de  telle  ou  telle  manière,  en  raison  du  mode  de 
communication  de  chaleur  auquel  on  le  suppose  soumis. 

En  convenant  de  compter  les  volumes  et  les  pressions  parai* 


c/ 


rP 


Fig.  9. 


leiement  à  aeux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  (/!jf.  9),  la  loi  qui 


PRBMiàRE  PARTIE.  33 

* 

se  trouve  relier  les  volumes  v  aux  pressions  durant  cette  détente 
sera  représentée  par  une  certaine  courbe  partant  d'un  point  M 
dont  les  coordonnées  v,  p,  se  rapportent  à  Tétat  initial  du  kilo- 
gramme de  gaz  donné. 

Par  ce  point  M  il  est  intéressant  de  considérer  : 
1^  Une  certaine  courbe  (p  répondant  au  cas  où  la  détente  s'o- 
père à  température  constante  t  ;  nous  la  représenterons  par 
l'équation 

?{v,p)  =  t.  (1) 

C'est  cette  équation  qui,  d'après  les  lois  de  Mariette  et  Gay- 
Lussac,  prend  pour  l'air  la  forme  spéciale  connue  : 

VJ) 

— - —  —  une  constante  c, 


1  +at 
ou,  résolvant  par  rapport  à  t, 

otC        a 

2«  La  courbe  ^  de  détente  naturelle  dans  une  enveloppe  imper- 
méable à  la  chaleur.  Ses  coordonnées  courantes  v  et  p,  ne  dé- 
pendent que  de  l'état  initial  du  kilogramme  de  gaz,  et,  n  dési- 
gnant une  constante,  nous  pouvons  la  représenter  par  l'équation 

^  (v,  p)  =  n.  (2) 

3®  Une  courbe  MC  quelconque,  qui  pourra  toujours  être  consi- 
dérée comme  une  courbe  de  détente,  à  la  condition  de  supposer 
que  l'on  chauffe  ou  refroidisse  le  gaz  convenablement. 

La  quantité  de  chaleur  qu'il  faut  mettre  en  jeu  pour  que,  le 
long  d'une  courbe  donnée,  l'état  de  détente  passe  d'un  point  t;,p 
à  un  autre  v',  p'  dépend  de  v,  p,  v'  et  p'. 

Soit  8Q  la  quantité  de  chaleur  à  donner  ou  retirer  pour  pas- 
ser ainsi,  en  ligne  droite,  d'un  point  v,  p,  à  un  point  inûniment 
voisin  v-f-dr,  p+dp.  On  emploie  ordinairement,  pour  exprimer 
une  quantité  infiniment  petite,  telle  que  $Q,  qui  dépend  de  deux 
variables  indépendantes,  dVy  dp^  Téquation 

50  =  Adi;  +  Bdp,  (3) 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  fonctions  de  v  et  p,  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 
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Il 

itS.  Les  propriétés  calorifiques  et  expansives  d*un  gaz  se  ma- 
nifestent évidemment  dans  tout  mode  défini  de  détente  qu*il 
se  trouve  suivre.  Nous  allons,  en  effet,  pouvoir  les  soumettre  au 
calcul  en  discutant  les  trois  équations  fondamentales  (1),  (2)  et  (3) 
que  nous  venons  d'écrire. 

En  premier  lieu,  interprétons  les  fonctions  inconnues  A  et  B, 
qui  figurent  dans  Téquation  (3).  Cette  équation  devient 

8Q  =  kdv  dans  le  cas  particulier  où  p  demeure  constant, 
et 

SQ  =  Bdp  dans  le  cas  particulier  où  v  demeure  constant. 

A  est  donc  la  quantité  de  chaleur  à  dépenser  pour  que,  la  détente 
se  faisant  suivant  une  parallèle  MA  à  Taxe  des  x,  le  volume  aug- 
mente de  1  ;  et  B,  celle  que  Ton  doit  fournir  pour  que  la  pression 
croisse  de  1,  dans  le  cas  où  la  détente  s'opère  suivant  une  pa- 
rallèle MB  à  l'axe  Oy. 

Jusqu'ici  ces  quantités  A  etB  n'ont  pas  été  l'objet  de  détermi- 
nations expérimentales  directes,  mais  les  physiciens  se  soni  plu 
à  rechercher  Us  chaleurs  spécifiques,  et  il  est  facile,  comme  on 
va  le  voir,  de  passer  des  unes  aux  autres. 

Différentions  l'équation  (1),  et  dans  l'expression 

faisons  successivement  p  ou  t^  constant;  elle  se  réduira  alors  à 

dt:=p-dv         ou  dt  =  ^dp; 

dp  dp   ^ 

tirant  de  ces  dernières  re'ationsrfv  et  dp  pour  les  porter  dans  les 
valeurs  de  SQ  relatives  aux  màaies  suppositions,  il  vient  :  dans 
le  cas  de  p  constant 

50  =  Adt;  =  A  ^, 
df 

dv 
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et  dans  le  cas  de  v  constant 

50  =  Bdp  =  B  ^. 

dp 

Ces  transformations  algébriques  conduisent  aux  interprétations 
suivantes  : 

D'une  part,  dtf  est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  que, 
dv 
la  pression  du  gaz  ne  changeant  pas,  sa  température  augmente 
de  1.  C'est  la  quantité  que  les  physiciens  appellent  chaleur  spé- 
cifique sous  pression  constante;  nous  la  désignerons  par  a, 
JB 
D'autre  part,  d<f  est  la  quantité  de  chaleur  à  dépenser  pour 

dp 
que,  le  volume  du  gaz  ne  changeant  pas,  sa  température  aug- 
mente de  1.  C'est  la  quantité  qui  porte  le  nom  de  chaleur  spé- 
cifique sous  volume  constant  ;  nous  la  désignerons  par  b. 

Il  suit  de  là  qu'on  a,  entre  les  fonctions  XetBet  les  chaleurs 
spécifiques  a  et  b,  les  relations  très-remarquables  : 

A  =  «^.  B  =  ft?.'  (5) 

dv  dp  ^  ' 

Par  suite,  portant  ces  valeurs  de  À  et  B  dans  l'équation  (3), 
l'expression  générale  de  $Q  pourra  s'écrire 

«Q  =  ajdt;  +  t^dl>.  [ibis.) 

•4.  —  Passons  à  la  discussion  des  cas  particuliers. 
Dans  le  cas  où  la  détente  se  fait  suivant  la  courbe  f  ,1e  premier 
membre  d^de  l'expression  (A)  est  nul  ;  c*est  à-dire  qu'on  a  : 

Cette  relation  est  nécessaire  entre  r  et  p  pour  que  la  droite 
qui  joint  les  points  infiniment  voisins  v,  p,  et  v  +  dp^  p  +  dp, 
soit  tangente  à  la  courbe  f  ;  si  l'on  en  tire  dp,  l'équation  (3  bis) 


\ 
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donne  pour  Texpression  de  la  quantité  de  chaleur  à  fournir,  dans 
le  cas  particulier  qui  nous  occupe  : 

5Q  =  a  ^  dy  —  ft  J  dy  =  (a  -  fc)  ^  d». 
dv  dv  ^         '  dv 

Or,  cette  quantité  de  chaleur  qu'on  est  dans  la  nécessité  de 
fournir  au  gaz  pour  que  sa  détente  s*opère  sui vant la  courbe (p,  ne  fait 
que  le  maintenir  à  une  température  constante;  il  ne  la  manifes- 
terait pas  sur  un  thermomètre  qui  y  serait  plongé.  Le  rôle  spé- 
cial de  cette  chaleur  nous  parait  ici  parfaitement  défini,  et  le 
coefficient  de  dv,  c'est-à-dire 

X=(a-fc)g,  (7) 

qui  exprime  la  quantité  de  chaleur  à  fournir  pour  que,  sans 
accroissement  sensible  de  température,  le  yolume  du  gaz  aug- 
mente de  1 ,  est  ce  que  nous  conviendrons  d'appeler  la  chaleur 
latente  dvi  gsiz. 

•A.  Examinons  maintenant  le  cas  particulier  où  la  détente  se 
fait  suivant  la  courbe  ^;  alors,  par  définition 

§0  =  0    donc    kdv  +  Mp  =  0  ; 

d'ailleurs  on  a  : 

|d.  +  |.dp  =  0.  (8) 

Si  l'expression  kdv  -}-  Bdp  n'est  pas  différentielle  exacte,  on  sait 
qu  il  existe  un  facteur,  -,  tel  que  le  premier  membre  de 

^dv  +  ^dp^O,  (9) 

soit  différentielle  exacte.  La  condition  algébrique  qui  détermine 
T  est  la  suivante 


dp  VT/      dv  VU' 
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Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  l'équation  (9)  est 
intégrable  et  il  faut  qu'on  trouve  soit 

4»  {p,  p)  =  constante  =  n 
soit 

F  1+  i'^j  P)]  =  constante  =  ». 

On  sait  aussi  que  si  un  diviseur  T  rend  intégrable  équation  (9), 
il  en  sera  de  même  d'une  série  de  diviseurs  de  la  forme 

Désignons  par  T  celui  de  tous  ces  diviseurs  qui  rend  identi* 
ques  les  équations  (8)  et  (9).  Écrivons  alors 

relations  symétriques  de  formes  avec  les  équations  (5)   du 
n<>  23. 

ZB.  Revenons  maintenant  à  Texpression  générale  de  $Q.  savoir: 
5Q  =  Kdv  +  Bdp 
qui  déjà  (23)  s*est  présentée  sous  la  forme  équivalente  (3  ùis) 

M  d^ 

on  voit,  qu'en  raison  des  relations  (10),  elle  peut  encore  s'écrire 

8Q  =  T^rft;  +  T^dp 
dv       '      dp  ^ 

OU;  tout  simplement, 

.    80  =  TdH,  (iter.) 

Comme  corollaire,  on  peut  tirer  de  la  dernière  égalité 

80 
et  conclure  de  là  que  -^  doit  être  différentielle  exacte. 
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•9.  Les  éléments  de  cette  discussion  nous  founiissent,  entre 
les  coefficients  angulaires  f  j- ï    ®M  ;}^)  »  ^^^  courbes  ç  et  <», 

une  relation  curieuse  dont  nous  tirerons  parti  plus  loin. 
De  l'équation  différentielle  (6)  : 

on  tire  pour  Texpression  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
à  courbe  cp 

df 
/dp\   _  _dv 

dp 

D'un  autre  côté,  on  doit  avoir,  le  long  d'une  courbe  de  l'es- 
pèce ♦  : 


8Q 

=  Ad»  +  Mp  = 

0 

et  par  conséquent  : 

W4, 

A 
~      B* 

Hais  les  relations  (5) 

donnent 

: 

A_ 

dî 
adv 

• 

B 

b  dç' 
Tp 

Donc  enfin 

D*où  ce  théorème  :  Le  rappwt  des  coefficients  angtdaires  des 
tangentes  aux  courbes  de  détente  i  et  <f  est  celui  des  chaleurs 
spécifiques  du  ga%. 
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III 


nm.  —  La  manière  dont  nous  avons  traité  les  équations  (1) 
(2)  et  (3),  et  mis  en  évidence  les  chaleurs  spécifiques  a  et  b^ 
ainsi  que  la  chaleur  latente  X,  constitue  une  méthode  de  calcul 
propre  à  mettre  en  lumière  les  propriétés  calorifiques  et  expan- 
sives  des  gaz. 

Avant  de  faire  des  applications  de  cette  méthode,  nous  allons 
la  reprendre,  sous  une  autre  forme,  avec  un  autre  choix  de  varia- 
bles indépendantes,  afin  d*en  bien  faire  comprendre  l'esprit. 

En  effet,  entre  les  quatre  quantités  v,  p,  tj  n,  nous  posons 
deux  relations,  spécifiant  Tune  la  courbe  ^ ,  Tautre  la  courbe  i  ; 
deux  de  ces  quantités  peuvent  donc  être  prises  comme  variables 
indépendantes.  Nous  venons  de  prendre  comme  telles  v  et  p  ;  pre- 
nons actuellement^  et  t.  Ce  dernier  choix  a  d'autant  plus  d'intérêt 
qu'il  nous  fournira  les  formules  les  mieux  appropriées  au  cas  des 
vapeurs. 

Posons  donc  :  1^  pour  l'équation  relative  à  la  détente  sous 
température  constante  : 

C'est  cette  équation  qui,  d'après  les  lois  de  Mariette  et  Gay- 
Lussac  prend,  pour  l'air,  la  forme  spéciale  connue  : 

vp 

— ^—  =  une  constante  c. 


1  +  af 
ou,  résolvant  par  rapport  à  p, 

c  (1  +  «0 

p  =  -i — ! :  ; 

2<'  Pour  réquation  relative  à  la  détente  natureUe  dans  une 
envelopppe  imperméable  à  la  chaleur,  n  désignant  une  con- 
stante : 

n  =  f  (v,  t).  (2) 

Nous  conviendrons  de  dire  encore,  pour  simplifier  les  notations 
et  le  discours,  que  l'équation  (1)  se  rapporte  à  une  courbe  de 
l'espèce  f ,  et  l'équation  (2)  à  une  courbe  de  l'espèce  ^. 
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Traçant  deux  axes  rectangulaires  et  comptant  les  f;  suivant 
lun,  les  t  parallèlement  à  l'autre,  nous  rapporterons  à  ces  axes 
les  divers  états  du  gaz. 

3®  Exprimons  enfin  la  quantité  de  chaleur  SQ  nécessaire  pour 
que,  rapportée  aux  axes  ainsi  choisis,  la  dilatation  se  fasse,  en 
ligne  droite,  d'un  point  à  un  point  infiniment  voisin,  et  posons  : 

80  =  \dv  +  bdt,  (3^ 

X  et  6  étant  des  fonctions  inconnues  de  v  et  (. 

Cherchons,  en  premier  lieu,  à  définir  ces  fonctions  X  et  (.  A 
cet  effet,  remarquons  que  l'équation  (3)  devient  : 

SQ  =  bdt,  si  l'on  suppose  v  =  constante, 
et 

50  =  Xdv,  si  Ton  suppose  t  =  constante; 

b  est  donc  la  quantité  de  chaleur  à  dépenser  pour  que,  le  volume 
du  gaz  demeurant  constant,  sa  température  augmente  de  1  :  c'est 
par  conséquent  la  chaleur  spécifique  sous  volume  constant; 
quant  à  X ,  c'est,  dans  le  cas  où  la  dilatation  se  fait  suivant  une 
courbe  de  l'espèce  <p,  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  que 
le  volume  augmente  de  1  ;  c'est  ce  que  nous  avons  appelé  déjà 
la  chaleur  latente. 
Actuellement,  différentions  (1)  et  dans  l'expression  : 

introduisons  l'hypothèse  de  p  constant;  elle  devient  : 

dv        '   dt 

tirant  de  là  dv  et  portant  sa  valeur  dans  (3),  il  vient  pour  celle 
de  SQ  relative  au  cas  de  la  détente  sous  pression  constante, 


SQ  = 


dv         ? 


dt. 
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Or,  le  facteur  qui  multiplie  dt  au  secoud  ntembre  est  4a 
quantité  de  ciialeur  nécessaire  pour  que,  la  pression  du  gaz  ne 
changeant  pas,  sa  température  augmente  de  1  :  c'est  sa  cha- 
leur spécifique  sous  pression  constante  désignée  précédemment 
para. 

On  a,  par  suite  : 

d£ 

dv 
d'où 

dt. 

Cette  valeur  de  X  substituée  dans  l'équation  (3)  donne,  à  l'ex- 
pression générale  de  SQ,  la  forme 

SQ  =  -(a  —  b)^,dv-\-  bdt.  (3  bis) 

ucp 

dt 

••.Dans  le  cas  particulier  où  la  dilatation  se  fait  suivant  une 
courbe  de  l'espèce  ^,  on  doit  avoir,  par  définition  : 

SQ  =  0    donc    Uv  +  bdt  =  0. 

d'ailleurs  on  a 

ldv+±dt  =  0;  (5) 

Si  l'expression  Xdy  -f-  bdt  n*est  pas  différentielle  exacte,  on 
1 
sait  qu'il  existe  un  facteur  -  tel  que  le  premier  membre  de 

^dv+^dt=0;  (6) 
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soit  différentielle  exacte.  La  condition  algébrique  qui  déteroûne 
T  est  la  suivante  : 


dt  Vt/       dv  \T/ 


Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  Féquation  (G)  est  inté- 
grable  et  il  faut  qu'on  trouve  soit 

+'  (v,  t)  =  constante  =  n 
soit 

F  [+'  (t;,0]  =  constante  =  n. 

On  sait  que  si  un  diviseur  T  rend  intcgrable  l'équation  (6),  il 
en  sera  de  même  d*une  série  de  diviseurs  de  la  forme 

Trw  (v,o]. 

Désignons  par  T  celui  de  tous  ces  diviseurs  qui  rend  identi- 
ques les  équations  (5)  et  (6).  Écrivons  alors 

dV  df 

SO.  En  portant  ces  valeurs  de  X  et  fr  dans  l'expression  géné- 
rale (3)  de  SQ,  il  vient  : 

d^^  d^' 

dv  dt 

ou,  tout  simplement 

BQ  =  Wn,  (3  ter) 

forme  obtenue  déjà  précédemment  (26)  avec  un  autre  choix  de 
variables. 


IV. 


SI .  —  La  méthode  doit  être  maintenant  comprise.  Les  quatre 
quantités  v,  p,  ^  n,  peuvent  être  groupées  deux  à  deux  de  six 
manières  différentes  ;  et  chacun  de  ces  groupes,  considéré  à  son 
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tour  comme  celui  des  variables  indépendantes,  donnerait  lieu  à 
une  discussion  analogue  aux  précédentes. 

Rien  de  plus  simple  que  de  représenter  graphiquement  une 
fonction  quelconque  des  variables  indépendantes  choisies,  en 
comptant  celles-ci  parallèlement  à  deux  axes  rectangulaires. 

Inversement,  toute  ligne  tracée  dans  le  plan  de  ces  axes  pourra 
être  considérée  comme  représentant  un  mode  défini  de  détente  à 
la  condition  que  Ton  donne  ou  retire  au  fluide  une  quantité  de 
chaleur  convenable.  Dans  chacun  des  cas,  au  début  du  calcul, 
on  exprimera  d*une  façon  spéciale  bien  évidente  la  quantité  de 
chaleur  5Q  à  dépenser  pour  que  la  détente,  rapportée  aux  axes 
choisis,  se  fasse  en  ligne  droite  d'un  point  à  un  point  infiniment 
voisin.  Ainsi  nous  avons  posé  : 

aO  =  Xdv  +  Bdp, 
0  et  p  étant  les  variables  indépendantes.  Puis  on  a  eu  (28) 
80  =  Uv  +  bdt, 

en  choisissant  pour  telles  v  et  ^ 

Le  choix  de  p  et  ^  comme  variables  indépendantes  conduit, 
par  une  marche  semblable,  à  la  formule 

5Q  =  [xdp  +  adt 

(A  désignant  la  chaleur  latente  nécessaire  pour  augmenter  la 
pression  de  1,  le  long  d'une  courbe  de  l'espèce  cp,  de  même  queX 
est  celle  qui  fait  croître  de  1  le  volume.  D'ailleurs  on  a 

^=^''   -dp 

expression  analogue  à  celle  de  X  (2&),  et  que  présente  l'élimi- 
nation de  dv  entre  l'équation  (6)  du  numéro  2b  et  l'équa- 
tion 3  bis  mentionnée  à  ce  même  numéro. 

Dans  le  cas  oix  l'on  considérerait,  par  exemple,  n  et  ^  comme 
indépendantes,  on  poserait  : 

8Q  =  Tdn  +  Edt. 

Or,  toutes  ces  expressions  de  SQ  se  ramèneront  toujours  à  la  forme 

^  =  Tdn. 
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C'est  ce  qu'on  reconnaît  immédiatement  sur  la  dernière.  En 
effet,  par  chacun  des  points  infiniment  voisins  m  et  m'  marqués 
dans  le  plan  des  axes  Ox,  Oy  {fig,  10),  traçons  la  courbe,  dite  de 
Tespèce  <p,  répondant  au  cas  de  la  détente  sous  température  con- 
stante, et  la  courbe  dite  de  Fespèce  «P,  répondant  au  cas  de  la 
détente  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la  chaleur.  Ces 
courbes  vont  dessiner  un  quadrilatère  8  m  s'  m'  dont  m  m' est  la 
diagonale,  et  dont  les  côtés,  conmie  cette  diagonale,  seront  infi- 
niment petits.  Faisons  maintenant  Thypothèse  t  =  constante  ; 
l'expression  de  8Q  devient 

5Qr=Tdn: 

c'est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  que  la  détente  se 
fasse,  le  long  d'une  courbe  de  l'espèce  «p,  de  m  en  s.  Supposons 
ensuite  n  =  constante,  il  vient 

^Q  =  Edt, 

pour  expression  de  la  quantité  de  chaleur  à  dépenser  lorsque  la 
délente  se  fait,  le  long  d'une  courbe  de  l'espèce  «l*,  de  s  en  m'  ; 


y 


Fig.  io. 

mais  par  définition  cette  dernière  quantité  est  nulle,  donc  E = 0. 
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Par  suite,  l'expression  général  de  ^,  dans  le  cas  du  dernier 
choix  fait  pour  les  variables  indépendantes,  se  réduit  à 

SQ  =  Idn  ; 

elle  est  donc  bien  de  la  forme  annoncée. 

Si  Ton  rapproche  les  expressions  (3  ter)  de  SQ  qui  se  sont 
présentées  Tune  au  n^  26,  l'autre  au  n**  30,  et  celle  que  nous 
venons  d'écrire  en  dernier  lieu,  il  est  bon  de  remarquer  que  T  : 
Est  une  fonction  inconnue  iev  eip  dans  la  première» 
Une  fonction  inconnue  de  v  et  t  dans  la  seconde, 
Une  fonction  inconnue  de  ^  et  n  dans  la  dernière. 
Pour  des  valeurs  correspondantes  de  v,  p,  ^  n,  ces  facteurs 
T  des  trois  équations  en  question  ont  nécessairement  la  même 
valeur  numérique,  puisque  80  est  une  quantité  qui,  dans  les 
trois  cas,  a  une  même  signification  physique. 

••.  Plus  généralement,  si  l'on  était  amené  à  prendre  pour 
variables  Indépendantes  des  quantités  S  etv)  telles  que  v,  p,  ty  n, 
fussent  chacune  des  fonctions  de  l  et  t),  la  même  marche  serait 
à  suivre.  Ayant  posé 

aO  =  Xdï  +  Yd>i, 

on  saurait  mettre  en  évidence  les  chaleurs  spécifique  et  latente 
et  poursuivre  la  discussion  comme  nous  l'avons  développé  dans 
le  courant  de  ce  chapitre. 
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CHAPITRE  V. 


Propriété  curieuse  des  courbes  de  détente  9  et  <];,  et  application  au  calcul 
de  la  vitesse  du  son.  —  Expression  simpiiflée  de  la  vitesse  du  son  con- 
venant, à  la  fois,  au  cas  d*nne  barre  solide  et  au  cas  d'une  colonne  de 
fluide  élastique  d'une  espèce  quelconque.  —  Géoéralisation  de  la  correc- 
tion qui  a  été  découverte  par  Laplace,  au  sujet  d*on  facteur  égal  au  rap- 
port des  chaleurs  spécifiques  sous  pression  constante  et  sous  volume 
constant. 


SS.  On  a  vUy  dans  les  premiers  chapitres,  l'application  des 
courbes  9  et  4»  à  une  série  de  questions  variées;  une  propriété 
curieuse  de  ces  courbes  apporte  un  utile  complément  à  la  théorie 
du  son. 

Nous  ferons  connaître,  en  premier  lieu,  une  expression  de  la 
vitesse  du  son  qui,  indépendamment  de  sa  simplicité,  a  le  mérite 
d'uiie  extrême  généralité  en  ce  qu'elle  convient  également  au 
cas  d'une  barre  solide  et  au  cas  d'une  colonne  de  fluide  élastique 
d'une  espèce  quelconque. 

Une  notion  bien  connue  que  nous  allons  rappeler,  donnera 
l'intelligence  de  la  notation  simplifiée  dont  il  s'agit.  On  sait  que 
si  d/ désigne  rallongement  d*un  prisme  de  section  égale  à  Tunilé 
et  de  longueur  /,  sollicité  par  une  force  dF,  on  écrit,  au  premier 
degré  d'approximation,  entre  dF  et  d/,  la  relation  usuelle 

dF  =  Ej, 

£  étant  une  constante  qui  joue  un  grand  rôle  dans  la  résis- 
tance des  matériaux.  Pour  un  gaz  occupant  le  volume  t;  sous  la 
pression  p  et  dont  le  volume  diminue  de  dv  lorsque  la  pression 
croit  de  dp,  on  peut  écrire  une  relation  analogue  : 
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Cela  dit,  la  vitesse  u  de  la  propagation  du  son  est  donnée,  pour 
toutes  lessubstancesy  par  la  formde  unique 

u  =  V^,  (2) 

dans  laquelle  i;  désigne  le  volume  de  1  kilogramme  de  la  sub- 
stance; e  étant  le  coefûcient  de  la  formule  (1),  lequel,  s'il  s'agit 
de  corps  solides,  n'est  autre  que  le  coefficient  E  de  la  résistance 
des  matériaux. 

S4.  Comme  exemple,  on  peut  particulariser  la  formule  (2) 
pour  des  cas  donnés  tels  que  celui  d'une  barre  de  fer  ou  celui 
d'une  colonne  d*air. 

Nous  allons  nous  attacher  à  ce  dernier  cas. 

Pour  l'air,  en  remplaçant  e  par  sa  valeur  déduite  de  la  rela- 
tion (1),  la  formule  (2)  devient 


-v/-'"^- 


dp 

Le  rapport  —  du  second  membre  doit  se  tirer  de  la  loi  qui 

lie  entre  elles  les  quantités  p  eiv.  Les  physiciens  ont  raisonné 
d'abord  comme  si,  dans  le  phénomène  de  la  propagation  du  son, 
la  détente  des  diverses  couches  d'air  suivait  la  loi  de  Mariette, 
c'est-à-dire  comme  si  l'on  avait  : 

vp  =  constante,  d'où  ^  =  —  ?-, 
^  dv  V 

relation  qui  conduit  à  la  valeur  : 

u  =  \/gvp.  (3) 

C'est  la  formule  donnée  par  Newton,  du  moins  sous  une 
forme  équivalente.  Mais  elle  ne  s'est  pas  trouvée  d*accord  avec 
l'expérience,  et  l'on  doit  au  génie  de  Laplacela  découverte  d'une 
correction  qu'il  va  nous  être  facile  de  généraliser.  La  remraque 
fondamentale  consiste  à  reconnaître  qu*en  général,  le  nombre  des 
vibrations  (plus  de  800  par  seconde  pour  la  propagation  du  la  du 
diapason)  est  trop  considérable  pour  que  les  diverses  couches  d'air 
puissent  subir  aucune  communication  dechaleur;  chacune  d'elles. 
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en  se  dilatant  et  se  contractant,  suit  donc  la  loi  de  la  détente 
dans  une  enveloppe  imperméable  h  lachaleur  bien  plus  vraisem- 

blablement  que  la  loi  de  Mariotte.  Il  s'ensuit  que  le  i^  doit  être 

pris  le  long  d'une  courbe  de  l'espèce  ^  et  non  comme  le  suppose 
la  formule  (3),  suivant  une  courbe  de  l'espèce  <p.  Or,  dans  le  cha- 
pitre précédent  (27),  nous  avons  démontré,  entre  les  coefficients 
angulaires  de  ces  deux  sortes  de  courbes,  la  relation 


/dp\   _a  (dp\ 
\dvA~b\dvJ' 


d'où  Ton  conclut  que  la  quantité  sous  le  radical  de  la  formule  (2) 

doit  être  multipliée  par  le  rapport  -r  des  chaleurs  spécifiques 

sous  pression  constante  et  sous  volume  constant,  ce  qui  donne 
enfin 


^=\/n 


vp.  (4) 


Telle  est,  en  effet,  la  correction  indiquée  par  Laplace. 

De  la  façon  élémentaire  dont  nous  venons  de  l'établir,  nous 

d 
n'avons  pas  eu  besoin  de  supposer  au  rapport  t-  une  valeur  con- 
stante :  cette  correction  se  présente  Ici  avec  une  complète  géné- 
ralité, quoi  qu'il  en  soit  de  la  nature  de  ce  rapport. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  aurons  l'occasion  de  faire  des 
applications  numériques  de  la  formule  (4). 
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CHAPITRE  VI. 


ÉqoatioD  de  U  courbe  de  détente  d'une  niasse  gazeuse  dans  une  enveloppe 
non  perméable  à  la  chaleur,  les  lois  de  Mariette  et  de  Gay-Lussac  étant 
supposées  applicables,  et,  de  plus,  les  chaleurs  spécifiques  du  gaz  sous 
pression  constante  et  sous  volume  constant  étant  supposées  des  cooslantes. 
—  Quantité  de  chaleur  à  dépenser  pour  que  la  dilatation  d'une  masse 
d'air  se  fasse  suivant  une  loi  donnée  ;  cas  où  cette  loi  répond  an  dia- 
gramme D  limité  par  une  courbe  ^.  —  Vitesse  d'écoulement  de  l'air  dans 
Je  vide;  son  rapport  à  la. vitesse  de  propagation  du  son.  —  Limite  infé- 
rieure de  la  hauteur  de  Taimosphôre. 


SA.  La  courbe  de  détente  d'un  fluide  dans  une  enveloppe  im- 
perméable à  la  chaleur  intéresse  au  plus  haut  degré,  non- 
seulement,  comme  nous  Tavons  dit,  la  théorie  des  machines 
motrices,  mais  encore  un  grand  nombre  de  questions  de  phy- 
sique, ainsi  que  nous  en  avons  vu  un  exemple  dans  le  problème 
de  récoulement  des  fluides. 

Nous  allons  rechercher  Téquation  de  cette  courbe  pour  Tair. 
Nous  la  trouverons,  comme  application  de  la  théorie  du  cha- 
pitre IV,  en  ne  faisant,  comme  on  le  verra,  que  les  hypothèses 
généralement  admises. 

S0.  En  acceptant,  comme  applicables  à  Tair,  les  lois  de 
Mariotte  et  de  Gay-Lussac,  c'est-à-dire  la  relation 

vp 

;  =  constante  c, 


1  +  Oit 

on  a,  en  résolvant  celle-ci  par  rapport  à  /  : 

^-'-  =  L  (1) 

OC        a 

C'est,  pour  l'air,  t  étant  supposé  constant,  Téquation  d'une 
courbe  de  l'espc  ce  ©. 
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Nous  nous  proposons  de  trouver  Téquation  : 

♦  (»,  P)  =  w,  (2) 

de  la  courbe  de  détente  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la 
chaleur. 

Nous  nous  proposons  aussi  de  calculer  la  quantité  de  cha- 
leur SQ,  nécessaire  pour  faire  passer  1  kilogramme  d'air  de 
rétat  Vyp  h,  rétat  v  +  dv^  p  +  dp,  suivant  une  ligne  droite 
qui,  sur  le  plan  de  la  fig.  9,  joindrait  le  point  v,  p,  au  point 
infiniment  voisin  w  +  dt'jP  +  rfp-  On  a  trouvé  dans  le  cha- 
pitre IV  pour  SQ,  l'expression  générale 

(3) 


SQ  = 

dv 

dv+bp-dp. 
^    dp  '^ 

)  donne  : 

.  P 

df  _v 
dp      dc" 

portant  ces  valeurs  dans  (3),  il  vient  : 

5Q  =  —  (apdv  +  bvdpj,  (4) 

ou,  sous  une  forme  plus  commode,  en  chassant  c  à  Faide  de 
l'équation  (1)  : 


«,  =  (!+,)  (.^+.4). 


(5) 


Telle  est  l'expression  de  5Q  en  fonction  de  v  et  p  considérés 
comme  variables  indépendantes. 

Mais  il  nous  sera  également  utile  d'avoir  cette  même  expres- 
sion dans  le  cas  où,  pour  variables  indépendantes,  on  prendra, 
soit  V  et  t,  soitp  et  ^  La  question  est  d'éliminer,  oup,  ouv, 
entre  les  équations  (5)  et  (l),  ce  qui  est  très-facile,  car  cette  der- 
nière équivaut  à 

log  .  V  +  logp  — logac  =  log  (-  +  n, 
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d*où  Ton  tire,  en  différentiant, 

a 

équation  qui»  associée  à  (5),  conduit  aux  expressions  cherchées 
SQ  =  (a  -  ft)  ^1  +  /)  î^  +  bdt,       (5  bis.) 

aO  =  —  (a  -  A  Q  +t\^  +  adt.      (5  ter.) 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  dernières  expressions  sont 
précisément  celles  qu'on  trouverait  directement  en  appliquant, 
au  cas  des  variables  prises  pour  indépendantes,  la  méthode 
exposée  dans  le  chapitre  IV.  Pour  en  donner  un  exemple,  si  ces 
variables  étaient  t;  et  (,  l'équation  (1)  résolue  par  rapport  à  p  se 
présenterait  sous  la  forme 


-76+') 


C'est  réquation  (1)  du  numéro  28  (chapitre  iv).  Si  l'on  en 

do'  do' 
tireles  valeurs  de -jï-,-jy,  pour  les  porter  dans  l'expression 

(3  bis)  du  même  numéro  qui  est  appropriée  au  choix  actuel  des 
variables  indépendantes,  on  retombe  bien  sur  l'équation  5  bis 
trouvée  ci-dessus. 

S9.  Dans  le  cas  particulier  où  la  détente  se  fait  dans  une 
enveloppe  non  perméable  à  la  chaleur,  on  a 

5Q  =  0, 

et  les  équations  (5),  (5  bis)  et  (5  ter)  deviennent  : 


a+')(4+'f)=»^ 


(6) 
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équations  dont  chacune,  par  l'intégration,  donnera  l'équation 
de  la  courbe  de  détente  i  cherchée  en  fonction,  la  première  de 
V  etp,  la  seconde  de  v  et  t,  et  la  dernière  dep  et  t. 

zm.  Pour  intégrer  les  équations  (6),  (6  bis)  et  (6  ter)  y  il  est 
nécessaire  de  connaître  les  chaleurs  spécifiques  aeib  qui  ré- 
pondent aux  diverses  valeurs  des  variables  indépendantes.  Or,  les 
expériences  de  M.  Regnault  nous  autorisent  à  considérer,  pour 
l'air,  a  comme  une  constante.  M.  Regnault  donne 

a  =  0,2375, 

Quant  à  fr,  les  expériences  manquent;  b  n'est  déduit  que  de 
la  connaissance  du  rapport  -r  fourni  par  la  théorie  du  son. 

Nous  supposerons  ici  à  fc,  comme  à  a,  une  valeur  con- 
stante, hypothèse  généralement  admise,  et  qu'ultérieurement  la 
théorie  mécanique  de  la  chaleur  nous  fournira  le  moyen  de 
contrôler. 

Nous  admettrons  donc,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  va- 
riables : 


a  =-.  0,2375, 

1=1.3979,  soit  1,4. 

0 

et,  par  suite  : 

i»  =  0,lf)% 

b       5 
o~7' 

a         7 

3,5, 

*     -£-25- 

a—b~2~ 

a-b      2       '''^' 

a  — h      2 

«  —  /'      2       „  , 
*     =5- =  <>'*• 
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••.  Grâce  à  ces  suppositions,  il  devient  facile  d'intégrer  les 
équations  précédentes. 

1 
r  Considérons  d'abord  l'équation  (6).  Le  facteur  -,  qui  rend 

le  premier  membre  différentielle  exacte,  est  tel  que  : 

T  =  -  +  t  =  272,85+/. 

oc 

L'intégrale  est 

a  log .  i;  +  /i  log .  p  =  constante, 
ou,  sous  une  forme  équivalente: 

V»  p*  =  constante  =  w. 

Telle  est  Téquation  (2)  cherchée  de  la  courbe  ^. 

Si  on  se  donne  un  état  initial  du  kilogramme  de  gaz  tel  que 
son  volume  soit  Vi  sous  la  pression  pi,  cette  dernière  équation 
s'écrira  : 

ou,  sous  une  forme  équivalente 

2"  Pour  l'équation  (6  ftis),  il  est  visible  que  Ton  a  encore 

T  =  ^  +  (. 
a 


L'intégrale  est 


'•^(1+')'= 


constante; 
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et  si  Vi  désigne,  à  la  température  initiale  ti,  le  volume  du  kilo- 
gramme de  gaz,  elle  devient  : 


Kfef=fel 


(7  te) 


Cest  la  relation  qui  lie  les  volumes  aux  températures  le  long 
de  la  courbe  ♦. 
3®  Enfin,  pour  Téquation  6  ter  y  on  voit  que  l'on  a  de  même  : 


1 


L'intégrale  est  : 


(;+')• 


a-* 


=  constante; 


par  conséquent,  si  p^  désigne  la  pression  du  kilogramme  de  gaz, 
à  l'état  initial,  alors  que  sa  température  est  ^|,  elle  prend  la 
forme  : 


C'est  la  relation  qui  lie  la  température  à  la  pression  quand  la 
détente  se  fait  suivant  la  courbe  ^. 

Il  est  clair  que  les  équations  (7  bis)  et  (7  ter)  s'obtiendraient 
en  éliminant  soit  p,  soit  v,  du  système  formé  de  l'assodation  des 
équations  (7)  et  (1). 
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A0.  Revenons  à  l'expression  de  $Q.  Nous  allons  chercher  la 
somme  des  valeurs  de  $Q  dans  diverses  circonstances  définies 
en  prenant,  pour  chacune,  l'expression  de  $Q  sous  celle  des 
formes  (4),  (5),  (5*"),  (5^)^  qui  sera  la  mieux  appropriée 

l""  Si  la  dilatation  se  fait  de  telle  sorte  que 

p  =  constante  =  P    ou    <(p  =  0, 

c'est-à-dire  {fig  11)  le  long  d'une  droite  AM  parallèle  à  Ox,  l'ex- 
pression (k)  donne  entre  deux  points  de  cette  ligne  de  détente 
que  nous  conviendrons  d'appeler  0  et  1 

/**  a? 

/     ^  =  -^(^1-^0). 

0  ^ 

L'expression  (5^^),  de  son  côté,  conduit  à 

f  SO  =  a(^-W.  (8) 

0 

ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  précédente  en  vertu  de  l'équa- 
tion (1), 
2®  Si  la  dilatation  s'effectue  de  telle  manière  que 

V  =  constante  =  V    ou    dv  =  0, 

c'est-à-dire  si  la  ligne  de  détente  est  une  parallèle  BM  à  l'axe 
Oy  (fig.  11),  l'expression  (k)  donne,  entre  deux  points  de  cette 
ligne,  appelés  0  et  1 , 


/ 


0  ^ 


De  son  côté,  l'expression  (5*«')  conduit  à 
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ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  précédente  en  vertu  de  l'é- 
quation (1). 
S""  Si  la  courbe  de  détente  est  de  l'espèce  7,  alors 

t  =  constante    et    d^  =  0. 

Entre  deux  points  de  cette  ligne,  désignés  par  0  et  1,  l'expres- 
sion (5*")  donne 

et,  dans  le  cas  où  ce  sont  les  pressions  aux  états  extrêmes  qui 
sont  connues,  l'expression  (5'^)  conduite: 


/>=(«-')(:+•)'-?-:• 


(a) 


&<"  Prenons  enfin  le  cas  où  la  courbe  de  détente  est  une  ligne 
MC  quelconque  {fig.  11).  Pour  que  la  dilatation  du  kilogramme 


X'V 


de  gaz  se  fasse  entre  les  deux  points  0  et  1  de  cette  courbe, 
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faut,  d'après  Téquation  (&),  dépenser  une  quantité  de  chaleur 
égale  à  : 


•  *  1     /' 

0=/    50  =  -/    (ap.dv+bv.dp). 


(10) 


Cette  quantité  peut  s'exprimer  autrement  si  Ton  remarque  que 
vdp  =  dvp  —  pdv; 
alors,  substituant,  il  vient  : 


0 

ou  enfin  : 


/    «î  =  ^^  /*[(«-*)Pd«'  +  *^«'p} 


Q=y"  ao  =  -  [(a  — è)/  pdv+biViPi  —  VoPofj- 


(It) 


La  figure  se  prétç  à  l'interprétation  géométrique  des  grandeurs 
qui  entrent  dans  cette  expression.  En  effet  : 


/ 


>1 
pdv 

0 


est  Taire  curviligne  BOIF  tandis  ;  que,  dans  le  dernier  terme, 

ViPi  —  VoPo 

est  la  différence  des  rectangles  OEl  F,  OAOB. 

On  reconnaîtra  facilement  que  la  quantité  entre  parenthèses 
des  équations  (10)  et  (11)  revient  à 

(a  X  aire  BOIF)  +  (ft  X  aire  AOIE). 

5^  Si  la  courbe  de  détente,  d'ailleurs  quelconque,  est  fermée 
telle  que  MCH  (fig.  11),  c'est-à-dire  si,  partant  d'un  état  initial 
spécifié  par  les  coordonnées  du  point  M,  on  veut  dilater  le  kilo- 
gramme de  gaz,  suivant  la  loi  que  représente  cette  ligne,  pour 
le  ramener  à  son  état  initial,  l'expression  (11)  donnera  la  somme 
algébrique  finale,  Q,  de  la  quantité  de  chaleur  qu'on  devra 
tantôt  fournir,  tantôt  soustraire  au  gaz.  Cette  sonune  algébrique 
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est  d'une  forme  très-simple  et  les  interprétations  géométriques 
précédentes  la  fournissent  immédiatement;  elles  montrent,  en 
effet,  que,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  la  différence 

ViPi  —  Vq  Po 

est  nulle,  et  que  si  Ton  désigne  par  S  Taire  circonscrite  par  la 
courbe  MCH,  on  a  : 

0  =  !(«-*)  S-  (12) 

OLC 

11  n'y  a  donc  pas  égalité  entre  les  quantités  de  chaleur 
fournies  et  enlevées. 

4t.  Le  théorème  auquel  nous  venons  d'être  conduit  s'ap- 
plique à  la  théorie  des  machines  motrices,  telle  que  nous  l'avons 
exposée  dans  le  chapitre  premier.  En  effet,  le  diagramme 
D  —  d  n'est  autre  chose  qu'une  courbe  fermée  figurant,  dans 
son  .évolution  complète,  la  dilatation  du  kilogramme  de  gaz; 
donc  les  quantités  de  chaleur  9t,  9o,  dont  nous  avons  vu  le  jeu 
indispensable,  sont  telles  qu'on  a  : 

et  nous  trouvons  ainsi,  comme  conséquence  de  notre  théorie  gé- 
nérale, qu'elles  ne  sont  pas  égales  entre  elles. 
On  tire  de  l'égalité  précédente,  pour  l'utilisation  (3),  la  valeur 


expression  digne  d'attention,  sur  laquelle  nous  aurons  lieu  de 
revenir  dans  la  suite. 


m. 


Nous  somnmies  actuellement  en  mesure  de  faire,  pour  le  cas 
de  l'air,  diverses  applications  numériques  se  rapportant  aux 
problèmes  que  nous  avons  résolus  d'une  façon  générale  dans  les 
précédents  chapitres. 
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ût.  Cherchons,  en  premier  lieu,  l'aire  D  du  diagramme  théo- 
rique que  nous  avons  défini  dès  le  début  de  ces  leçons  et  qui 
s*est  présenté  dans  plusieurs  questions.  On  trouve  aisément  en 
partant  de  la  formule  (7)  : 


»=y:-*=.-ér....c.-(^)^i. 

ou,  sous  une  forme  équivalente  : 


(13) 


AS.  La  vitesse  avec  laquelle  Pair  s'écoule  d'un  réservoir  où  la 
pression  estpi  et  le  volume  du  kilogramme  Viy  dans  un  autre  où 
la  pression  est  po  et  le  volume  du  kilogranune  Vo,  est  donnée  par 
la  formule  : 

u^  =  2flfD, 

dans  laquelle  il  suffit  de  remplacer  D  par  sa  valeur. 

Calculons,  d'après  cela,  la  vitesse  u  d'écoulement  de  l'air 
dans  le  vide  *  : 

Il  nous  suffit  d'introduire  dans  la  formule  (13)  l'hypothèse 
po  =  0,  et  il  vient  : 

ou,  en  supprimant  les  indices  devenus  inutiles  : 

^""=^9  ;^Zrb^P'  ^'^Svp.  (U) 

Si,  pour  fixer  las  idées^  on  suppose  l'air  à  0^  et  sous  la  pres- 
sion de  0°*  76,  l'on  a  : 

p  =  10333S  t;  =  0-^77328, 


«  On  sait  que  la  formule  de  Poition^  rappelée  ao  chapitre  III,  donne 
ponr  cette  vitesse  une  valeur  infinie. 
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et  l'on  trouve  : 

u  =  740"  7. 

44.  Nous  avons  établi  [équation  (4)  du  chapitre  v],  que  dans 
de  Tair  pris  à  la  pression  p  et  dont  le  kilogramme  occupe  une 
valeur  v,  le  son  se  propage  avec  une  certaine  vitesse  u\  dont  la 
valeur  est  : 


•'  =  \/'5 


vp. 


Rapprochant  cette  expression  de  la  formule  (14),  on  en  déduit 
la  relation  : 


^  =  \/-^  =  \/5=  2,236; 


(15) 


c'est  le  rapport  de  la  vitesse  d'écoulement  dans  le  vide  à  celle  de 
la  propagation  du  son. 

4ft.  Comme  autre  application,  proposons-nous  de  calculer  la 
hauteur  de  l'atmosphère,  dans  la  supposition  où  l'on  s*est  placé 
au  n®  17. 

L'expression  de  cette  hauteur  serait 

%^  —  %^  =  f\dp, 
et  d'après  l'équation  (13) 

relation  très-remarquable  en  ce  que,  d'après  l'équation  (li),  le 
second  membre  est  précisément 


w 
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u  désignant  la  vitesse  d'écoulement  de  Tair  dans  le  vide.  L'intei^- 
prétation  de  la  formule  (16)  est  donc  que  la  vitesse  d'écoule- 
ment de  Tair  dans  le  vide  aurait  pour  valeur  celle  de  la  vitesse 
qu'acquiert  une  molécule  pesante  tombant  de  la  hauteur  de  l'at- 
mosphère. 

On  trouve  nu  moyen  de  la  formule  (16),  en  considérant  gr 
comme  une  constante 

2^  —  2o  =  27,970». 

Au  point  de  vue  oii  nous  venons  de  nous  placer,  la  tempéra- 
ture de  Pair,  à  la  limite  de  Tatmosphère,  serait  de  —  272^,85 , 
ainsi  qu'on  va  le  calculer. 

40.  Une  application  curieuse  des  équations  établies  dans  ce 
chapitre  consiste  à  raisonner  comme  si  les  lois  de  Mnriotle  et 
de  Gay-Lussac  étaient  applicables  sans  limites  de  pression  ou 
de  température. 

De  l'équation  (1),  c'est-à-dire  de  : 

on  tire  : 

-  +  /. 

d'où  l'on  voit  que  si,  se  donnant  v^y  on  suppose  nulle  la  pres- 
sion pa,  U  faut  qu'on  ait  : 

^j=— -  =  — 272»85, 

<x 

résultat  qu'on  peut  exprimer  en  disant  que  le  long  de  Taxe  OXy 
lieu  des  points  correspondant  aux  pressions  nulles,  règne  une 
température  constante  de  —  272",85. 
De  là  cette  température  de  —  273^  dont  il  a  été  fait  mention 
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au  chapitre  III  et  au  n**  &5y  à  propos  d'un  calcul  hypothétique  de 
la  hauteur  de  Tatmosphère. 
1 
Si  Ton  fait  ^j  = dans  l'expression  (9),  on  voit  qu'une 

oc 

ligne  de  détente  MB  perpendiculaire  à  Ox{fig.  11],  atteindrait 
l'axe  des  x  après  qu'on  aurait  consommé,  par  kilogramme  de 
gaz,  une  quantité  de  chaleur  égale  à  : 


a+'-)- 


La  tension  du  gaz  serait  alors  réduite  à  0. 

Enfin,  si,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  que  la  courbe  de  détente 
est  de  l'espèce  <p ,  on  se  proposait  de  calculer  la  quantité  de 
chaleur  à  dépenser  pour  que,  partant  d'un  point  donné,  la  dé- 
tente s'étendit  jusqu'à  l'axe  des  x,  on  trouverait  pour  cette 
quantité  une  valeur  infinie. 

Mais  il  est  essentiel  de  faire  remarquer  que  les  lois  de  Mariette 
etdeGay-Lussac,  desquelles  nous  sommes  parti,  ne  peuvent  être 
applicables  au  delà  de  certaines  limites. 

49.  Enfin  la  machine  à  air  s'offre  comme  une  application  ma- 
jeure de  la  connaissance  de  la  courbede  détente  ^  qui  est  relative 
à  une  enveloppe  imperméable  à  la  chaleur.  En  raison  de  l'im- 
portance de  ce  sujet  d'études,  nous  lui  consacrerons  un  chapitre 
spécial,  après  lequel  viendra  la  théorie  des  vapeurs  dont  Tap- 
piication  aux  machines  motrices  terminera  la  première  partie  de 
ces  leçons. 
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CHAPITRE  Vn. 


Théorie  générale  de  la  machine  à  air  établie  sans  autre  hypothèse  que  celle  de  la 
constance  des  chaleurs  spéciflqnes.  —  Théorème  relatii  à  rutilisation  :  elle 
dépend  des  pressions  seulement  et  iion  de  la  température  à  laquelle  l'air  est 
chanffé.  —  Diagramme  maximum  et  encombrement  minimum  pour  une  tempé- 
rature de  ehauf&ge  donnée.  —  Applications  numériques  et  comparaisons  avec  la 


machine  à  vapeur.  —  Théorie  des  machines  binaires  et  multiples.  —  Remarque 
relative  à  la  limite  supérieure  de  l'utilisation. 


49.  Avant  d*aborder  la  théorie  de  la  machine  à  air,  il  nous 
semble  utile  de  grouper  ceux  des  résultats  acquis  dont  nous  aurons 
particulièrement  à  faire  usage  dans  ce  chapitre. 

On  a  vu,  au  chapitre  IV,  comment  (sans  qu'on  ait  à  se  préoccuper 
d  une  théorie  mécanique  de  la  chaleur)  on  réussit  à  soumettre  au  calcul 
les  propriétés  calorifiques  et  expansives  d'un  gaz.  Parmi  les  diverses 
quantités  (volume,  pression  et  température)  qui  sont  relatives  à  Tétat 
de  1  kilogramme  de  gaz,  on  choisit  deux  variables  indépendantes;  on 
les  rapporte  à  des  axes  rectangulaires  ;  puis,  par  un  point  quelconque 
de  la  figure,  on  imagine  : 

1^  Une  courbe  de  détente  sous  température  constante,  courbe  dite 
de  l'espèce  <p; 

2*"  Une  courbe,  dite  de  l'espèce  ^,  représentant  la  loi  de  la  détente 
dans  une  enveloppe  imperméable  à  la  chaleur. 

Les  équations  de  ces  courbes  jointes  à  l'expression  de  la  quantité 
de  chaleur,  80,  nécessaire  pour  que  la  détente  s'opère  en  ligne  droite 
entre  deux  points  fnfiniment  voisins  de  la  figure,  constituent  le  sys- 
tème de  nos  trois  équations  fondamentales.  De  leur  discussion  ressort 
la  mise  en  évidence  de  quantités  que  les  physiciens  recherchent  ou 
pourraient  rechercher  telles  que  les  coefficients  A  et  B  du  numéro  23, 
telles  que  les  chaleurs  spécifiques  a  sous  pression  constante,  b  sous 
volume  constant,  telles  encore  que  les  chaleurs  latentes  X  et  (a  défi- 
nies aux  numéros  26  et  31. 

Jusqu'ici,  il  n'a  pas  été  fait  d'expériences  directes  pour  la  détermi- 
nation des  courbes  de  détente  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la 
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chaleur,  mais  le  cas  d'une  courbe  de  cette  espèce  correspond  ton* 
jours  à 

«0  =  0; 

et  on  obtiendra  la  relation  des  variables  indépendantes  qui  caractérise 
une  telle  courbe,  en  intégrant  l'équation 

T  ' 

T  désignant  un  diviseur  susceptible  de  rendre  $Q  différentielle  exacte. 
L'analyse  enseigne  que  ce  diviseur  existe;  elle  donne  la  condition 
algébrique  qu'il  doit  remplir  :  la  difficulté  est  de  trouver  sa  valeur 

explicite. 

49.  Le  chapitre  VI  a  présenté  les  applications  générales  de  cette 
théorie  au  cas  de  l'air. 

Pour  l'air,  on  admet  comme  loi  de  la  détente  sous  température 
constante,  la  loi  de  Mariotte  qui,  combinée  avec  celle  de  Gay-Lussac, 
s'exprime  par  la  relation 

vp 
— - —  —  constante  c. 


1  +  orf 


Cette  loi  acceptée,  les  expressions  générales  de  W)  se  sont  spécia- 
lisées; de  là  les  équations  (5),  (5  bis),  (5  ter)  du  numéro  36,  qui 
répondent  aux  cas  où  les  variables  indépendantes  sont  ou  v  et  p,  ou 
V  et  ty  ou  enfin  p  et  t. 

Mais  la  détermination  des  relations  qui  conviennent  à  la  détente 
dans  une  enveloppe  imperméable  à  la  chaleur,  dépend  de  la  connais- 
sance du  diviseur  T.  Or,  c'est  en  supposant  aeib  constants,  résultats 
ou  hypothèses  généralement  admis  (38),  qu'on  réussit  à  déterminer  T 
qui  ne  dépend  plus  alors  que  d'une  seule  variable,  la  température.  On 
obtient  ainsi  les  relations  (7),  (7  bis),  (7  ter)  du  numéro  39,  que  nous 
transcrirons  ici,  sous  une  forme  appropriée  aux  calculs  numériques 
qui  vont  suivre.  Ce  sont,,  en  désignant  les  températures  par  0  : 


^  =  (^)l 


(1) 


+%V  -.+' 


._|^T     (^)  e.  f-  =  (,t>-         (3, 


''»     \'-[-^)  ;+o^ 


^o( 
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D'ailleurs  on  a,  conformément  à  la  loi  de  Mariotte, 

1  +  «Oq  _ 


VoPo 


Cy 


par  conséquent 


vp   _  g 


»0P0         1     ,    ft 
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(i) 


(5) 


ensemble  d'équations  qui  ne  comprend  visiblement  que  trois  relations 
distinctes  entre  les  variables  v,  ;;,  ^  et  les  constantes  Vq,  po*  ^oi  c. 
Nous  adopterons^  avec  M.  Regnault,  la  valeur 


a  =  0,003665 


d'où 


1 


-  =  272%85. 


Des  déterminations  expérimentales  connues  donnent  :  c  =  7990,3. 


%»'/? 


Ayant  tracé  deux  droites  rectangulaires  {fig,  12)  prises,  Tune 
pour  axe  des  volumes,  l'autre  pour  axe  des  pressions,  Téquation  (1^ 
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permet  de  mener  une  courbe  VqS,  de  l'espèce  +,  par  un  point  quel- 
conque Vq,  Po,  de  la  figure. 

A  tout  point  de  la  courbe  VqS^  se  rapportent  les  trois  quantités 
simultanées,  volume,  pression,  température,  qui  sont  relalives  à  IVtat 
correspondant  du  kilogramme  de  gaz.  On  les  détermine  à  l'aide  des 
équations  (1)  à  (5),  en  ayant  soin  de  choisir  parmi  ces  dernières  ceUes 
qui  se  prêtent  au  calcul  le  plus  simple. 

51.  L'équation  (1)  montre  que  les  courbes  de  l'espèce  +  ont  leurs 
abscisses  proportionnelles;  par  suite,  Tune  d'elles,  VqS  (/îff.  12)  étant 
tracée,  toute  autre  VoV^,  pourra  être  construite  en  faisant  varier  les 
abcisses  de  la  première  dans  un  rapport  constant   • 

h  =  ^-^  =  ^=eic.  (6; 

Une  proportionnalité  semblable  existe  pour  les  courbes  9. 

Entre  les  mêmes  pressions  ;;o,  p|,  les  aires  D  et  D  des  diverses 
courbes  +,  telles  que  ^0^4,  VoVi,  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
constant  de  leurs  abscisses,  et  Ton  a  : 

P  =  Ï2  =  V,=,,  (7; 

conformément  à  l'équation  (6). 


IL 


59.  Étudier  une  machine  à  air,  c*est  calculer  et  discuter  tous  les 
éléments  de  son  diagramme. 

Reportons-nous  au  premier  chapitre. 

Le  diagramme  théorique  dcCÙ  {fig.  1)  est  une  figure  quadrilatérale 
rapportée  à  deux  axes,  Tun  des  volumes,  l'autre  des  pressions;  deux 
côtés  sont  des  droites  parallèles  à  Taxe  des  volumes,  les  deux  autres 
sont  des  courbes  de  l'espèce  +. 

Soit  t;oV|V|Vo  {(ig.  12)  un  diagramme  de  cette  nature.  On  se  rappelle 
le  fonctionnement' qu'il  représente.  Un  kilogramme  d'air  sous  la  pres- 
sion Pq  et  à  la  température  %  occupe  initialement  un  volume  Vq  dans 
le  cylindre  alimentaire;  comprimé  dans  ce  cylindre  jusqu'à  la  pres- 
sion Pi  de  la  chaudière,  sa  température  devient  O^  et  son  volume  Vi  ; 
une  dépense  de  chaleur  Ç|,  faite  par  la  chaudière,  l'échauffé  et  le 
dilate;  V^  est  alors  son  volume,  ti  sa  température,  sous  la  pression 
p^  ;  enfin,  après  sa  délente  dans  le  cylindre  travailleur^  son  vo- 
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lume  et  sa  température  sont  Vo  et  ^o  à  l'ÛQStaot  où  sa  pression  rede- 
vient po. 
On  doit  donc,  à  chacun  des  sommets 

Vo»  V|,  Vi,  Vo 

considérer  respectivement  les  groupes  de  quantités 

Vo,  Po,  ^0  Vi,  Pi,  ô,  Vi,  Pi,  U  Vo,  Pc,  ^0. 

Ayant  choisi  quatre  de  ces  quantités  qui  soient  réellement  indépen- 
dantes entre  elles,  on  déterminera  les  autres  à  Taide  des  équations 
(1)  à  (6)  du  paragraphe  précédent. 

Les  calculs  relatifs  à  l'utilisation  seront  alors  faciles  puisqu'on  en 
aura  tous  les  éléments.  —  Il  en  sera  de  même  de  ceux  qui  se  rap- 
portent à  Tencombrement.  On  a  déjà  vu  (chapitre  V)  comment 
Tencombrement  d'une  machine  peut  s'estimer  d'après  la  somme  des 
volumes  de  ses  cylindres.  Le  nombre 

est,  à  ce  titre,  l'encombrement  par  unité  de  travail  utile,  abstraction 
faite  des  frottements  ;  c'est  donc  un  coefficient  à  calculer  pour  toute 
machine  donnée. 

SS.  Pour  présenter  un  premier  exemple  de  ces  sortes  de  recherches, 
adoptons  pour  données  : 

6o=0  po=10333'^  ^  =  2  ^^=zh  =  2, 

Po  Vo 

Nous  en  déduirons  les  valeurs  ci-après  : 

»  [  l®  Au  moyen  de  l'équation  (4) r^  =  0^^;n3Z 

p  l 

^  <  9f>  D'après  (1) vi  =  0»-,4714 

J  [  3»  D'après  (3) 81=  59«,76 

>  f  4»  D'après  (5),  en  parlant  de  61 (1  =392«,37 

"^  I  50  D'après  (6),  en  parlant  de  t?i Vi  =  0^3,9423 

J  (  6«  D'après  (5),  en  parlant  de  Oo h  =  272'',085 

Le  calcul  du  diagramme  (42)  conduit  aux  résultats  suivants  : 
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Suiyaal  Tégalité  (7),  D  =  2d\ 

cVoù  Taire  du  diagramme  utile  :  D  —  D  =  6125''sn»,8. 

Pour  faire  passer  le  kilogramme  d'air,  de  0^  à  ti,  on  doit  dépenser 
une  quantité  de  chaleur  q^  donnée  (kO)  par  la  formule 

q^  =  a  iU  —  Ô^)  =  0,2375  (U  —  Ô^)  =  78«^io"",995. 

Il  en  résulte  pour  la  valeur  de  l'utilisation 

,,       D  — D       6125^8»,8       „^,     ,,^ 

U  = ~= -  =  77''8"  5i6. 

Çt  78,995  '^ 

Si  Ton  était  curieux  de  calculer  la  quantité  de  chaleur  Ço  que  le 
kilogramme  de  gaz  doit  perdre  pour  passer  de  ^o  à  ^o  =  0,  on  aurait, 

q^  =  ato  =  0,2375  X  272,85  =  6i«'ï,802. 

Une  vérification  intéressante  s'offre  ici.  La  différence  q^  —  go,  ex- 
primant la  quantité  de  chaleur  disparue,  doit  être  telle  que,  d'après 
un  théorème  démontré  (41),  on  ait  : 

a  —  bK     îi     /  '      V        qj 

C'est  effectivement  ce  qu'on  trouve  en  faisant  le  calcul. 

ft4.  L'exemple  que  nous  venons  de  traiter  se  rapproche  assez  du 
cas  offert  par  la  machine  d'Ericson,  abstraction  faite  de  l'emploi  des 
toiles  métalliques  dont  il  sera  question  plus  loin  (65).  Pourtant,  oq 
remarquera  que  l'air  étant  puisé  dans  l'atmosphère,  à  une  tempé- 
rature 6o,  généralement  supérieure  à  0,  il  s'ensuivrait,  toutes  choses 
égales  d'ailleurs,  que  t^  dépasserait  très-notablement  400**,  tem- 
pérature fort  élevée  à  laquelle  la  cohésion  des  matières  serait  profon- 
dément atteinte,  sans  compter  que  le  graissage  des  pistons  deviendrait 
impossible. 

Pour  nous  rapprocher  davantage  des  limites  où  se  tenait  EricsoD, 
prenons  pour  données  : 

60=0,        ^0  =  10333^        —  =2,        f|  =  272^85, 

Po 

ensemble  de  conditions  qui  obligerait  d'échauffer  à  plus  de  300**  de 
l'air  pris  à  la  température  ordinaire.  Nous  obtiendrons  immédiatement 
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les  résultats  essentiels  qu'elles  entraînent  en  recourant  aux  équations 
(4)  et  (6);  on  en  tire,  pour  le  problème  actuel  : 

^  =  1,0406  =  ^  =  5  =  ft       et       to=\lk%9l; 

ainsi,  tandis  que  o  demeure  égal  à  6125^'",8,  le  diagramme  utile 
devient 

D  —  D  =  D  T-  —  l)  =0  X  0,6406. 

La  nouvelle  valeur  de  q^,  facile  à  calculer,  donne  pour  Tutilisation  : 

U  =  ll^fp^,  546, 

nombre  absolument  égal  à  celui  du  premier  cas  traité.  Cette  coïnci- 
dence n'ef^t  pas  fortuite  ;  nous  démontrerons  tout  à  l'heure  que,  po  6t  Pi 
restant  les  mêmes,  Tutilisation  U  est  indépendante  de  (f. 

SS.  Une  question  majeure  se  présente.  Qu'est  l'utilisation  d'une 
machine  à  air  par  rapport  à  celle  d*une  machine  à  vapeur? 


!/-P 


-!d 


Fig.  13. 


Nous  rechercherons  une  comparaison  rapide.  Pour  éviter  des  circon- 
stances défavorables  à  la  machine  à  air,  nous  prendrons  la  machine  à 
vapeur  dans  les  conditions  suivantes,  que  retrace  le  diagramme  de  la 
figure  13;  nous  supposerons  qu'elle  fonctionne  sans  détente,  avec  de 
la  vapeur  à  lOO**,  à  la  pression  de  1  atmosphère,  le  vide  au  condenseur 
étant  de  Vio>  soit  7^™,6  de  mercure  ;  la  différence  de  pression  étant 
donc  égale  à  lOaSS"»  X  0,9  valeur  de  FB  sur  la  figure. 

Le  volume  de  1"^  de  vapeur  à  100**  sous  la  pression  de  10333"^  est  de 
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ln>3,7  =  FD;  d'où  Taire  du  diagramme  FDCB  relatif  au  cylindre  tra- 
vailleur : 

D  =  FBXf5=  (10333  X  0,9)  X  IJ  ~  15809k«»5. 

Le  volume  de  vapeur  en  question  est  fourni  par  un  volume  d*eaa 
1700  fois  plus  petit.  Soit  ¥d  égal  à  la  1700*  partie  de  FD;  Teau  étant 
incompressible,  le  diagramme  d  =  FdcB  sera  un  rectangle  et  on  aura, 
en  nombre  rond,  pour  le  diagramme  utile 

D  —  D  =  15800^8». 

D'un  autre  côté,  comme  on  alimente  avec  de  Teau  provenant  du 
condenseur,  la  quantité  de  chaleur  à  fournir  par  kilogramme  de 
vapeur  est  d'environ  600^  ;  d'où  l'utilisation 

15800*«"  _. 

loovv —      26^,333. 

600  ' 

Ce  nombre  montre  que  dans  la  machine  à  air  considérée,  l'utilisation 
théorique,  77>'k",546,  abstraction  faite  des  frottements,  serait  triple  de 
celle  de  la  machine  à  vapeur  prise  ici  pour  terme  de  comparaison. 

La  machine  à  vapeur  se  relèvera  bien  vite  de  cette  infériorité,  si 
l'on  prend  en  considération  l'encombrement  et  les  frottements. 

Soit  E  le  coefficient  d'encombrement  de  la  machine  à  vapeur,  E'  celui 
d'une  machine  à  air,  on  trouvera  : 

E'  =  3,5E         dans  le  cas  du  n®  53, 

E'  =  4,8E         dans  celui  du  n^  54. 

Si  l'on  veut  enfin  tenir  compte  des  frottements,  on  retranchera  une 
certaine  fraction  de  la  puissance  brute.  Les  utilisations  par  rapport 
aux  puissances  effectives,  savoir  : 

U  =  (i  —  m) pour  la  machine  à  vapeur, 

D'  —  cV 
U'  =  (1  -—  m')  — ', —      pour  la  machine  à  air 

conduisent  au  rapport 

D'  — D^ 
U^  g'      i  —  m\ 

U  —  D  — D  1  —m' 
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dans  le  premier  facteur  du  second  membre,  on  reconuatt  le  rapport 
des  utilisations  précédemment  calculées,  abstraction  faite  des  frotte- 
ments ;  en  le  prenant  égal  à  3  comme  l'ont  donné  les  comparaisons 
précédentes,  il  vient  : 

ir  __    1  —  ?n' 
U  ""    l-^m' 

Maintenant,  on  remarquera,  comme  on  l'a  fait  au  chapitre  premier, 
que  les  fractions  ?n,  m' sont  proportionnelles  aux  encombrements  Ë,  K'. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  fait  m'  =  3m,  ce  qui  est  peu  ;  et  m  =  -, 

0 

ce  qui  n'a  rien  d'exagéré,  on  trouve  : 

U' 
-=3X0,5=zl,5. 

Un  type  de  machine  à  vapeur  plus  parfait  que  celui  qui  vient  de 
nous  servir  d'exemple  donnerait  assurément  à  ce  rapport  une  valeur 
bien  plus  voisine  de  l'unité. 

Avec  m'  =  5m,  ce  qui  est  sensiblement  le  cas  du  n"  54,  il  faudrait 

que  m  se  réduisit  à  -  (moins  de  1 5  p.  %)  pour  que  le  rapport  en  ques- 
tion ne  devint  pas  plus  petit  que  1. 

SU.  Quoi  qu'il  en  soit,  la  machine  à  air  aura  toujours  contre  elle  les 
difficultés  d'exécution  et  renconibrement.  L'application  de  la  théorie 
précédente  lui  assignerait-elle,  dans  un  cas  donné,  quelque  avantage 
comme  utilisation,  il  est  indubitable  qu'on  peut  résolument  l'exclure 
des  cas  où,  comme  à  bord  des  navires,  Téconomie  d'encombrement 
est  à  rechercher  impérieusement. 


IH. 


*•».  Il  nous  sera  facile  maintenant  de  développer  et  de  discuter, 
sous  une  forme  générale,  les  calculs  auxquels  donne  lieu  une  machine 
à  air.  Reportons-nous  au  n®  52,  qui  en  prépare  les  éléments. 

Nous  supposerons  toujours  connues  la  pression  po  et  la  température 
6o  de  l'air  froid  ;  d'où  le  sommet  Vo  d"  diagramme  VoViViV©  (fio-  ^2)  et 
la  courbe  VqS  d'espèce  ^  menée  par  ce  sommet.  Pour  le  surplus,  il  va 
nous  être  commode  de  mettre  en  évidence  le  rapport  des  volumes 
Vo  et  Vo,  et  le  rapport  de  dilatation  du  volume  de  1  kilogramme  d'air 
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passant,  sous  une  même  pression,  de  do  à  la  température  de  chauf- 
fage ti  ;  posons 

t^o  1  H-  a  Ôo'  Vo  1  +  a  Oo" 

Soit  tracée  la  courbe  IS  de  détente  sous  température  constante  t|, 
courbe  d'espèce  <p  connue  (49);  elle  dessine  avec  la  parallèle  à  Taxe 
des  volumes  menée  par  Vq,  et  la  courbe  VqS,  une  aire  triangulaire  VqIS. 
La  valeur  de  H  détermine  cette  figure  ;  celle  de  h  fixe  la  position  du 
sommet  V,  sur  IS  :  le  diagramme  est  donc  défini  par  H  et  h. 

Exprimées  en  fonction  de  h  et  H,  les  diverses  quantités  qui  nous 
intéressent  vont  se  prêter  à  une  discussion  facile,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  les  données  effectivement  choisies. 

1"  Au  sommet  Vo  :  on  a,  d'après  la  définition  de  h 

(l+aW=&(l+«Ôo).  (10) 

2^  Au  sommet  V|  :  les  définitions  de  h  et  H,  combinées  avec 
réquation  (3)  donnent 

(l  +  a^)  =  H(l  +  «Oo);  (li) 

H_1  +  «^1^/M;;         d'où         £i=(?V.    (12) 


^    ]         h       l  +  a^o 


$ 


.ss 


D'un  autre  côté,  réquation  (1),  d'après  (12),  conduit  à 

lL  =  (£2)f,  d'où  ^  =  /^f#        (13) 


mvo 


3"*  Au  sommet  Vi  :  les  équations  (1)  et  (3)  donnent,  à  cause 
de  (12), 

. 

\ 


u=a)l    «     i±^=s.     (14. 

i»o       \H/  1  +  oc6o       h 


co 


II?  La  définition  de  H  donne,  pour  l'abscisse  du  sommet  I, 
Yi  =  Hi»o. 


<u    ;      5®  Au  sommet  S  :  les  équations  (12)  et  (13),  si  l'on  y  fait 
"5)   )  A  r=:  1,  conduisent  à 

Cl 
so      f 

'C    \  ^  __* 
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n  va  sans  dire  que  les  diverses  expressions  ainsi  trouvées  satisfont 
aux  équations  (5)  et  (6). 

S9.  Les  quantités  de  chaleur  Çi,  Qq  nécessaires  pour  échauffer  le 
kilogramme  d'air  de  ôj  à  ^|,  ou  le  refroidir  de  ^o  ^  %$  sont  : 

Ço  =  a  (to  -  eo)  =  -  (1  +«0o)  (A  -  !)• 

Passons  au  calcul  des  diagrammes.  En  vertu  des  équations  (5) 
et  (12)  : 

»       -         -  H-h 


-«-é3^oPo[©^-l]  =  ^(l  +  -o) 


KPo. 
et  comme  D  =  la,  il  vient  : 

D-.=MA--l)=^(l  +  .eo)fcMzii).       (15) 
La  valeur  de  l'utilisation  est  par  suite 

"  =  ^  =  .-ê,(>-^  ce) 

Pour  l'encombrement  on  trouve  : 

p  ^  gp  +  Vq  ^  g  -  fe      h(h  +  \) 

D-5  apo    (H-fc)(A  — 1)'  ^    ' 


A9.  L'équation  (16),  d'après  (12),  revient  à 


d'où  ce  théorème  :  Dans  une  machine  à  air,  l'utilisation  dépend  des 
pressions  seulement  et  non  de  la  température  à  laquelle  l'air  est 
échauffé  *.  C'est  ce  qu'on  aurait  pu  prévoir  en  remarquant  que 

1  On  verra  plus  loin  que  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  envisagée  dans  sa 
portée  pratique,  n'infirme  nullemeot  le  théorème  dont  il  s'agit. 
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;>o,  Pi,  d,  demeurant  constants,  si  V|  varie,  les  quantités  de  chaleur 
dépensées,  9|,  doivent  être  proportionnelles  aux  aceroissements  de 
volume  Vj  —  Vi  et  par  suite  aux  différences  D  —  d.  —  On  remarquera 

3ue  ce  qui,  dans  ces  conditions,  augmente  avec  ^i,  c'est  le  rapport 
ePàd. 

•O.  Les  résultats  généraux  qui  précèdent  conduisent  à  diverses 
conséquences  dont  quelques-unes  sont  plus  faciles  à  reconnaître  sur  la 
figure  (fig,  12)  qu'à  dégager  des  expressions  algébriques. 

Deux  choses  préoccupent  toujours  les  inventeurs,  la  pression  et  la 
température  qui  doivent  être  atteintes;  dans  les  machines  à  vapeur, 
de  fortes  pressions  n'entraînent  pas  de  températures  gênantes,  et  c'est 
uniquement  la  grandeur  des  pressions  qui  peut  offrir  quelque  embarras 
au  constructeur;  dans  les  machines  à  air,  au  contraire,  les  difficultés 
d'exécution  viennent  bien  plutôt  de  l'élévation  des  températures. 

Supposons  fixée  la  température  ^i,  à  laquelle  l'air  doit  être  chauffé; 
alors  H  est  donné,  et  A  est  la  variable  indépendante. 

Si  h     diminue  de    H  à  1  : 

la  pression  supérieure   pi     croit        de   po  i^  r»  \ 
le  diagramme  D— d  varie       de    0  à  0; 


U     croît       de    Oà^-f^{l-^); 


l'utilisation 

rencombremeot  E     varie      de  oo  à  oo. 


On  reconnaît  que  le  diagramme  D  —  d  est  susceptible  d'un  maximum, 
le  coefficient  E  d'un  minimum,  et  que  l'utilisation  a  pour  limite  supé- 
rieure le  nombre  digne  d'attention 

fa      /  1\  COL      t^  —  0;, 


\        H/       a  —  bi 


Nous  allons  analyser  ces  résultats  essentiels  de  la  discussion. 

•i.  Pour  une  valeur  donnée  de  H,  l'équation  (15),  traitée  par  les 
méthodes  ordinaires,  apprend  que  le  diagramme  est  maximum  lors- 
qu'on satisfait  à  la  condition  algébrique 

h  =  V'h.  (18) 

Elle  s'interprète  très-simpleraent.  Au  point  de  vue  géométrique,  elle 
montre  que  l'abscisse  du  sommet  Vq  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  celles  des  points  Vq  et  I.  Au  point  de  vue  physique,  la  condition 
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(18),  introduite  dans  les  équations  (10)  et  (U),  donne  la  suite  d'éga- 
lités 

(1  +  «g  =  (1  +  aôo)  n/ÎÏ  =  (1  +  «60  ; 

donc  6,  ==  ^0,  d'où  ce  théorème  : 

Dans  le  cas  du  diagramme  maximum,  les  températures  de  Vair,  à 
sa  sortie  du  cylindre  travailleur  et  à  son  entrée  dans  la  chaudière^ 
sont  égales  entre  elles.  Sur  la  figure,  cela  signiQe  que  les  sommets 
t7i  et  Vo  sont  alors  sur  une  môme  courbe  de  Tespèce  <p. 

Les  résultats  spéciaux  au  diagramme  maximum  s'obtiendront  en 
introduisant  la  condition  (18)  dans  les  équations  des  n*"'  57  et  58.  On 
trouvera,  pour  ce  cas  particulier  : 

7 

Pi  =  Po  H*  ; 
^  -  ^  =""5^  (^  +"^^)  (V/Tl  -  l)'; 

^-b\        \/h/  ""Po    (v/ÏT-lf 

Le  diagramme  utile  et  l'utilisation  augmentent  avec  H  ;  l'encombre- 
ment diminue. 

A  l'égard  d'un  diagramme  maximum,  on  peut  encore  remarquer, 
d'après  la  valeur  de  H  tirée  de  l'équation  (11),  que  l'aire  D  —  d,  l'uti- 
lisation U,  le  rapport  des  pressions  po>  Pi>  ^^  dépendent  que  des 
températures  extrêmes  Oo  et  ti  ;  il  en  est  ae  même  des  valeurs  égales 
de  ^0  et  de  ô|.  D  après  cela,  soient  tracées  {fig.  12)  les  deux  courbes 
(pi,  (po  de  détente  sous  les  températures  constantes  t^  et  %  ;  on  voit 
ciue,  si  Vo  se  déplace  sur  <po>  tous  les  diagrammes  maximum  inscrits 
entre  ces  deux  courbes  seront  égaux  ;  et  que  les  deux  autres  som- 
mets de  ces  diagrammes  se  trouveront  tous  sur  une  même  courbe  de 
l'espèce  <p. 

«•.  Pour  une  valeur  donnée  de  H,  l'encombrement  E  devient  mi- 
nimum lorsque  h  rend  minimum  le  second  membre  de  Téquation  (17) 
ou  la  quantité 


iroo-iy 
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En  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  cette  expression,  prise  par  rapport 
à  r,  on  reconnaît  que  la  solution  est  donnée  par  la  racine  positive  de 
l'équation 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  valeur  cherchée  de  h  est  comprise 

entre  1  et  y  H,  et  qu'ainsi  la  pression  de  Tair  chaud  pour  laquelle 
Tencombrement  devient  minimum  est  plus  élevée  que  ceUe  qui  cor- 
respond au  diagramme  maximum. 

D'après  (19)  :  J  =  ^  i  +  \/2  y/î  +  g. 

Cette  valeur  particulière  de  h  reste  finie  et  comprise  entre  1  et 
1  +  V  2,  lorsque  H  varie  de  1  à  oo.  introduite  dans  les  équations  des 
n^'  57  et  58,  elle  conduit  aux  résultats  qui  sont  spéciaux  au  cas  de 
Tencombrement  minimum.  —  On  trouvera  en  particulier, 


«Po    (\/2H  —  >/h  +  0* 
expression  qui  diminue  de  oo  à  0  lorsque  H  crott  de  1  à  oo. 

•S.  Le  tableau  suivant  présente  quelques  applications  numériques. 
On  y  suppose  Tair  froid  pris  sous  la  pression  po  =  103331^  de  Tatmo- 
sphère  et  à  ôo  =  0,  et  on  attribue  diverses  valeurs  à  la  variable  auxi- 
liaire H  qui,  d'après  sa  définition,  est  liée  à  la  température  ^|  par 
l'équation  (11). 

•4.  En  résumé,  le  théorème  du  n*"  59  enseigne,  qu'une  fois  fixée 
la  température  de  chauffage  ^,  il  y  a  intérêt,  au  point  de  vue  de  l'uti- 
lisation, à  prendre  Pi  aussi  çrand  que  possible.  Mais,  une  pression  pi 
trop  élevée  est  défavorable  a  la  valeur  effective  du  diagramme  ;  elle 
offre  des  difficultés  d'exécution;  sans  compter  que  la  pratique  ne 
saurait  s'accorder  d'un  écart  trop  considérable  entre  les  pressions  po,  Pi 
qui  doivent  se  succéder  dans  un  même  cylindre  :  les  garnitures  de 
piston,  réglées  sur  la  plus  grande,  occasionneraient  des  frottements 
tout  à  fait  disproportionnés  relativement  à  l'autre. 

Or,  sur  la  courbe  IS,  le  sommet  Vf  opposé  à  Vo,  peut  occuper,  entre 
autres,  deux  positions  saillantes  répondant,  l'une  au  diagranune  maxi- 
mum, l'autre  à  l'encombrement  minimum  ;  c'est  assurément  vers  ces 
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DÉSIGNATION 
des 

QVAXTITis. 


TALBOBS  Dl   H 

(dilaUtiOD  de  l'air  soiu  pression  constante  de  0  à  /{)• 


1,5 


Température  de  chauffage  ti 136»         973°         409o         M/S9 


2.5 


3.5 


6890 


819«> 


Cas  dn  dlaframiiM  maKlmwm  (n»  61). 


Températures  Oi  =  /o 

Pression  pi ,  en  atmosphères 

Diagramme  en  kilogrammètres  pour 
1  kilogramme  d'air^  D  —  d 

D— d 
Rapport  — - — , 


Utilisation  U  en  kilogrammètres. 
Encombrement  < 


6!o 
i.03 

131 

3.36 

159 
4.97 

900 
6.84 

238 
8.96 

1413 

5025 

9446 

14990 

91210 

0.S35 

0.414 

0.581 

0.739 

0.870 

79.2 
là.  18 

136.  i 
3.89 

158.6 
â.ll 

182.4 
1.41 

900.9 
1.04 

Cas  de  l'enoombrement  mlAimam  (n»  62). 


Pression  p\  en  atmosphères 

Diagramme  D —  d  ea  kilogrammètres 

Utilisation  U id 

Encombrement  < 


9.11 
1408 
8i.6 
12.14 


3. M) 

6.19 

9.61 

13.67 

4751 

9557 

14524 

30438 

131}.  8 

173.2 

205.7 

227.3 

3.85 

9.02 

1.37 

1.01 

Pression  en  atmosphères !       4.13 

Volume  de  Tair  comprimé '     0.362 

Utilisation  en  kilogrammètres. . .  » .  I     143.9 


Gas  llmlto  (D  —  d  =  0,  E  c 

11.31 
0.178 
215.8 


I 


oo)  (no  60). 

24.76 
0.101 
259.1 


46.77 
0.064 
287.7 


80.21 
0.043 
308.3 


973 
11.31 

27970 


1.000 


215.8 
0.83 


19.15 

26703 
245. 9 
0.79 


128 
0.031 
323.7 


*  Les  nombres  inscrits  sont  les  coefficients  E  (équ.  17)  multipliés  par  10000. 


deux  positions,  tout  considéré,  que  doivent  tendre  les  bonnes  solutions 
pratiques. 

D'un  autre  côté,  le  diagramme  maximum  et  son  utilisation  augmen- 
tent avec  il  :  en  même  temps,  la  valeur  du  minimum  d'encombrement 
diminue.  Nous  avons  déjà  signalé  les  difficultés  d'exécution  que  pré- 
sente l'emploi  de  températures  élevées  ;  c'est  à  l'aide  de  divers  arti- 
fices que  les  inventeurs  cherchent  à  les  tourner.  Si  ingénieux  que 
soient  ces  artifices,  ils  ne  peuvent  manquer  de  porter  préjudice  à 
l'utiUsation  telle  qu'elle  ressort  de  nos  calculs. 

•5.  Dans  la  machine  d'Éricson  (54),  le  rapporfdes  pressions  pi,  po 
se  trouvait  inférieur  à*  celui  qui  donne  le  ddagramme  maximum;  on 

avait  doncio>^i" 

Ericson  faisait  passer  sur  une  même  série  de  toiles  métalliques, 
Tair  évacué  à  îq,  et  l'air  destiné  à  l'alimentation  de  la  chaudière.  Ces 
toiles  métalliques  peuvent  être  considérées  comme  un  récipient  de 
chaleur  susceptible  d'enlever  à  l'air  sortant  une  somme  de  chaleur 


a  (to  —  64) 
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or,  cette  même  quantité  de  chaleur  supposée  transmise  à  de  Tair 
entrant  à  64,  est  précisément  celle  qui  peut  réchauffer  à  ^o-  ^^  admet- 
tant donc  qu'un  tel  récipient  fonctionne  avec  une  endère  perfection,  il 
nous  est  permis  de  supposer  que  Tair  comprimé  arrivera  à  la  chau- 
dière à  la  température  t^  ;  la  chaudière  n'aura  plus  à  fournir  que  la 
chaleur  nécessaire  pour  porter  chaque  kilogramme  d'air  de  Iq  k  ti, 
savoir  : 

En  partant  des  équations  (10),  (11)  et  (15),  on  trouve  pour  l'utili- 
sation : 

îT  —     P  — ^     —     gtt     A  _  1\ 
a(f|-g""a-6  V      h)' 

Si  A  =  \/ÏÏ,  cette  valeur  est  ceUe  du  diagramme  maximum  ;  mais 
en  ce  cas  les  toiles  métalliques  deviennent  inutiles;  pour  A  <H, 

elles  seraient  nuisibles  —  Si  h  croît  de  \/h  à  H,  Tutilisation 
augmente  et  tend  vers'  une  limite  qui  est  précisément  celle  trouvée  au 
n®  60  pour  l'autre  hypothèse  extrême  de  A= 1;  en  même  temps,  comme 
on  Ta  vu  au  n°  60,  le  diagramme  devient  nul  et  l'encombrement  infini. 

••.  Dans  tous  les  cas,  la  théorie  développée  ici  permettra  d'étu- 
dier les  conditions  de  régime  d'une  machiue  à  air  et  de  les  discuter 
sûrement. 

Dans  cette  théorie,  on  admet,  avec  M.  Regnault,  que  a  est  une 
constante.  On  suppose  aussi  b  constant.  Les  calculs  seraient  à  refaire 
le  jour  où  les  physiciens  concluraient  de  leurs  expériences  que  cette 
hypothèse  est  fautive. 

Dans  ce  dernier  cas,  il  pourrait  arriver  que  l'analyse  refusât  la 
possibilité  de  trouver  le  diviseur  d'intégrabilite  T,  et  qu'on  fût  dans  la 
nécessité  de  recourir  à  des  méthodes  d'intégration  par  approximation. 
Toutefois  il  est  permis  de  croire  que,  pour  une  valeur  modérée  du 
rapport  de  p^  à  po,  les  courbes  VoVi,  V^Vq  de  l'espèce  ^  tracées (/Sg.  12) 
dans  la  supposition  de  b  constant,  ne  s'écarteraient  pas  beaucoup  des 
véritables,  et  que  les  enseignements  de  nos  diagranames  figuratifs  gar- 
deraient leur  portée  générale. 


IV, 


•9.  L'encombrement,  à  part  le  cas  spécial  des  machines  marines, 
ne  présente  en  général  qu'un  intérêt  secondaire.  11  n'en  est  pas  de 
même  de  l'utilisation.  Chercher  à  lui  donner  la  plus  grande  valeur 
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compatible  avec  toutes  les  exigences  de  la  pratique,  tel  est  le  dernier 
point  de  1a  discussion  générale  qu'il  nous  reste  à  analyser. 

Or,  une  machine  n'atteint  une  utilisation  élevée  qu'à  la  condition 
d'adopter,  pour  la  pression  supérieure,  une  valeur  p"(/ij.  12)  suffisam- 
ment grande,  ce  qui,  d*un  autre  côté,  offre  Tinconvénient  de  réduire  le 
diagramme  et  d'exagérer  l'écart  des  pressions  extrêmes. 

Ce  qu'on  ne  peut  faire  avec  une  machine,  il  est  possible  de  l'obtenir, 
théoriquement  du  moins,  de  deux  ou  plusieurs  machines  combinées, 
ainsi  que  nous  allons  le  faire  comprendre. 

Soit  p'  une  pression  intermédiaire  entre  les  pressions  po  et  p".  Re- 
présentons-nous deux  machines  fonctionnant,  l'une  antre  les  pressions 
Po  et  p',  l'autre  entre  les  pressions  p'  et  p\  une  même  température  t^ 
régnant  dans  leurs  chaudières  :  soient  VqCBA,  AKGF  leurs  diagrammes. 
Ces  deux  machines  sont  associées  de  la  manière  que  voici  : — Une  pre- 
mière pompe  de  compression  refoule  le  kilogramme  d'air  de  v©  en  A  ; 
une  deuxième  pompe  le  comprime  de  A  en  F,  le  refoule  dans  la  chau- 
dière sous  la  pression  p'\  d'où  il  est  repris  sous  le  volume  G  et  dilaté 
jusqu'en  K  ;  il  est  alors  évacué  dans  l'autre  chaudière,  de  là  repris 
sous  le  volume  B,  dilaté  jusqu'en  G,  et  finalement  évacué  au  dehors. 

Le  diagramme  obtenu  est  la  somme  A  des  diagrammes  partiels.  La 
chaudière  où  règne  la  pression  p"  dépense  la  quantité  de  chaleur  q' 
nécessaire  pour  échauffer  à  f^,  le  kilogramme  d'air  qu'elle  reçoit  à 
l'état  indiqué  par  le  point  F;  celle  où  règne  la  pression  p'  ne  doit 
fournir  que  le  supplément  de  chaleur  q'  voulu  pour  porter  à  t^  chaque 
kilogramme  d'air  qui  lui  arrive  à  l'état  du  point  K.  L'utilisation  réalisée 
est,  par  suite, 

A 


Q"  +  f 


Tel  est  l'appareil  auquel  nous  donnerons  le  nom  de  machine  binaire. 

Pour  apprécier  l'avantage  que  peut  offrir  cette  association  des  deux 
machines,  prolongeons  la  courbe  GK  jusqu'au  point  N,  dont  l'ordonnée 
est  Po- 

On  remarquera  sur  la  figure  que 

A  =  VoNGF  -f  NCBK, 

d'où  il  résulte  qu'au  point  de  vue  de  l'utilisation,  la  machine  binaire 
se  range  entre  deux  appareils  distincts  qui  fonctionneraient  l'un  entre 
Po  etp',  l'autre  entre  po  etp";  elle  est  donc  supérieure  au  premier, 
sans  présenter  les  inconvénients  qui  feraient  rejeter  le  second. 

Le  diagramme  de  la  machine  binaire  est  défini,  d'une  manière 
commode,  par  les  rapports  des  abscisses  des  sommets  I,  C,  N,  à  celle 
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de  Vq.  En  désignant  les  abscisses  par  les  lettres  des  points  correspon- 
dants^ on  posera 

l'o  t'o       A  Vo       A 

£n  adaptant  à  ces  données  les  équations  des  n®'  57  et  58,  on  saura 
calculer  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  diagrammes  ()artiels,  les  quantités 
q"  et  q'y  le  diagramme  total  A,  et  finalement  l'utilisation. 


•S.  Nous  examinerons  particulièrement  le  cas  de  A  maximum,  H 
étant  donné.  Si  Ton  considère  h'  comme  constant,  la  figure  VoCBÀ  est 
déterminée  ;  en  ce  cas  A  devient  maximum  avec  la  valeur  de  h"  qui  rend 
maximum  l'aire  AKGF  dans  le  triangle  ABS;  et  on  sait  qu'alors  les 
points  K  et  F  sont  sur  une  même  courbe  de  l'espèce  <p.  Si  l'on  consi- 
dère h"  comme  constant,  la  figure  t'oNGF  est  déterminée,  et  A  devient 
maximum  avec  la  valeur  de  h'  qui  rend  maximum  Taire  NCBK  dans  le 
triangle  NlG,  et  on  sait  qu'alors  les  points  C  et  K  sont  sur  une  même 
courbe  de  l'espèce  <p.  Donc,  les  variables  h'  et  h"  étant  indépendantes, 
le  maximum  absolu  de  A  correspond  au  cas  où  les  trois  points  G,  K,  F 
sont  sur  une  môme  courbe  d'espèce  <p.  —  Physiquement,  cela  signifie 
que  ç*  =  q'.  —  Géométriquement,  cela  veut  dire  que  l'abscisse  de  K 
est  moyenne  proportionnelle  entre  celles  des  sommets  A  et  B,  en 
même  temps  que  l'abscisse  de  G  est  moyenne  proportionnelle  entre 
celles  de  N  et  I;  par  suite,  les  abscisses  des  points  Vq^  N,  C,  I  croissent 
comme  les  termes  d'une  progression  géométrique  dont  la  raison 

est  H^,  et  l'on  a  entre  H,  h',  h'  les  relations 


h'  =  H  S  h"  -=  H3. 

Pour  le  résultat  des  calculs,  peu  importe  que  le  diagramme  total 
soit  considéré  comme  la  somme  de  diagrammes  effectifs  Vq^BA,  AKGF, 
ou  comme  la  somme  équivalente  des  aires  VqNGF,  NCBK;  on  saura 
toujours  déterminer  les  éléments  des  diagrammes,  en  introduisant 
dans  les  équations  générales  les  valeurs  des  variables  auxiliaires  qui 
leur  sont  spéciales. 

L'expression  générale  du  maximum  de  A  se  tirera  de  suite  de  l'équa- 
tion (15).  Celle  de  l'utilisation  correspondante  s'obtiendra  immédiate- 
ment au  moyen  de  l'équation  (16)  en  remarquant  que,  q'  étant  égal  à 
q',  elle  est  la  moyenne  arithmétique  des  utilisations  de  deux  machines 
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distinctes  qui  auraient  VqNGF,  NCBK  pour  diagrammes  respectifs.  On 
trouve  ainsi  : 

\  2H3    / 

B9.  Le  principe  de  la  machine  binaire  peut  être  généralisé.  Si 
p'  et  Pi  sont  deux  pressions  intermédiaires  entre  Pq  eip",  on  se  repré- 
sentera une  machine  ternaire  réalisant  la  somme  aes  diagrammes 
[fig.  12)  de  trois  machines  distinctes  qui  fonctionneraient  respective- 
ment entre  les  pressions  (po>  p'),  iP',  Pi),  {Pi,  p")\  on  concevra  de 
même  une  machine  quaterfiaire  et  plus  généralement  une  machine 
multiple  composée  de  plusieurs  machines  combinées  entre  les  pres- 
sions extrêmes  données. 

Il  est  certain  qu'en  pratique  le  nombre  des  appareils  associés  de  la 
sorte  devra  demeurer  limité.  Comme  recherche  spéculative,  rien 
n'empêche  de  supposer  que  ce  nombre  croisse  indéfiniment  A  mesure 
que  la  pression  supérieure  se  rapproche  de  sa  limite  p*,  fencombre- 
ment  tend  vers  rinfiiii,  mais  l'utilisation  garde  une  valeur  finie. 

Dans  rhypoihèse  où  nous  venons  de  nous  placer,  le  diagramme 
total  n'est  autre  que  le  triangle  curviligne  l'olS  {^g,  12)  ;  la  quantité  de 
chaleur  Q  finalement  dépensée  est  évidemment  la  chaleur  latente  (40) 
relative  à  la  détente  du  gaz  de  Tétat  S  à  Tétat  I  le  long  de  la  courbe  SI; 
d'où  l'utilisation 


Au  point  de  vue  théorique,  le  principe  de  la  multiplication  des  ma- 
chines combinées  est  susceptible  d*une  généralisation  plus  grande 
encore. 

Traçons  {fig.  U)  une  figure  quadrilatérale  limitée  par  les  lignes  IS 
et  VqM,  courbes  de  détente  sous  les  températures  constantes  ti  et  ô^, 
t'oS  et  IM,  courbes  de  détente  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la 
chaleur;  les  sommets  Vq  et  I  ayant  la  même  ordonnée  :  soit  H  le  rap- 
port de  leurs  abcisses,  ce  qui  revient  à  écrire 

(l+otM=H(l  +  «ôo). 

Où  vient  de  voir  au  moyen  de'quelle  disposition  fictive  on  pourrait 
réaliser  le  diagramme  triangulaire  t>^lS.  Or,  il  est  également  possible 
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de  concevoir 
obtenir  comme 
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qu*on  puisse  réaliser  le  triangle  t^oIM,  et  par  conséquent 
le  diagramme  Taire  quadrilatérale  totale  VqSUA  '.  Il  suffit 


pour  cela  d'imaginer  qu'on  procède  au-dessous  de  la  pression  pp,  de 
j)m  à  po»  à  l'aide  d'un  nombre  infini  de  machines  et  d'un  nombre  infini 
de  réfrigérants  qui,  intermédiaires  entre  deux  des  machines  associées, 
auraient  pour  objet  de  ramener  toujours  à  Ôq  l*3iir  passant  de  l'une  à 
Tautre. 

Le  diagramme  VqSIU  se  déduit  des  aires  comprises  entre  ses  côtés 
et  l'axe  des  pressions  ;  on  trouve  : 


Aire  VqSIM  = 


ac 


a  —  b 


(1  +  aôo)  (H  -  1)  log  H. 


La  quantité  de  chaleur  Q,  finalement  dépensée,  est  encore  la  chalenr 
latente  relative  à  la  détente  du  gaz,  entre  les  états  des  points  S  et  I,  le 
long  de  la  courbe  SI,  c'est-à-dire  [n^*  40,  éq.  ^]  : 

0  =  ^  (1  +  a^)  log^  =  "  (l  +aôo)HlogH. 
Quant  à  la  somme  de  chaleur  reçue  par  les  réfrigérants,  elle  est 


*  Cette  figure  qaadiilaiérale  est  du  type  que  nous  ferons  coonaltre  plas  loin 
sous  le  nom  de  diagramme  d'une  machiné  théùtiquemeni  parfaite. 
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égale  pareillement  à  la  chaleur  lalente  relative  à  la  détente  du  gaz, 
entre  les  états  Vq  et  M,  le  long  de  la  courbe  VqM. 
L'utilisation  est  enfin 

_  aire  VqSIM  _     ra     ^^       *N  _  -  ^*     ^ 


a  —  b\       H/ 


M 


+  t 


Ce  dernier  résultat  n'est  autre  que  la  limite  supérieure  déjà  assignée 
â  Tutilisation  d'une  machine  à  air  (60  et  65),  réserve  faite  des  possi- 
bilités de  réalisation  pratique. 

L'importance  théorique  de  cette  remarque  ressortira  plus  loin  *. 

La  pratique  pourra  également  tirer  parti  de  ces  considérations  finales. 
Après  avoir  étudié  la  machine  à  air  en  vue  d'obtenir  le  meilleur  en- 
semble de  résultats  (64),  nous  nous  sommes  proposé  de  rechercher 
la  plus  grande  utilisation  réalisable.  Celle-ci  a  une  limite.  L'atteindre, 
on  Ta  vu,  c'est  fictif;  mais  on  a  compris  en  même  temps  à  quelles 
conditions  il  devient  possible  de  s'en  rapprocher.  Sans  doute,  la 
théorie  des  machines  binaires  et  multiples  trace  aux  constructeurs  une 
voie  de  recherches. 


1  Oa  verra,  qu'au  point  do  vuo  do  la  théorie  mêciniquc  de  la  chaleur,  Tulili- 
saiion  d*une  machine  fonctionnant  entre  les  températures  Oo  ot  (i  a  pour  limite 

,.  (i  -  6o 
h , 

la  constante  K  étant  Vequivalent  mécanique  d$  la  chaleur. 
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CHAPITRE   VIII. 


Théorie  des  va^ieurs.  —  b'quation  de  la  courbe  de  dt^tente  d'un  mélange  de  liquide 
et  de  vapeur  dans  ane  enveloppe  imperméable  à  la  chaleor.  —  Applicaiions  : 
Vitesse  d'écoulement  et  vitesse  du  son.  —  Machines  à  vapeur  :  Diagramme, 
utilisation,  encombrement.  —  Machines  à  vapeur  multiples. 


I. 


lO.  Le  phénomène  physique  de  la  formation  des  vapeurs  offre,  à 
regard  de  la  température,  une  dépendance  dont  l'expression  a  dû  être 
demandée  à  Texpérience.  Si  on  conçoit  qu'un  liquide  volatil  soit  intro- 
duit dans  une  capacité  où  règne  le  vide,  la  tension  de  la  vapeur  qu'il 
émet  augtaente  ou  diminue  d'une  manière  continue,  selon  que  la 
température  s'élève  ou  s'abaisse.  Tant  que  la  vapeur  produite  se 
trouve  en  contact  avec  un  excès  de  liquide,  il  existe,  entre  la  pression 
p  de  cette  vapeur  et  la  température  régnante  t^  une  relation  déflnie 

P=-nth  (l) 

spéciale  h  chaque  liquide.  Nous  conviendrons  d'appeler  6p  la  valeur 
particulière  de  t  pour  laquelle  le  liquide ,  dans  la  capacité  dont  il 
s'agit,  éprouverait  un  commencement  de  congélation;  rexpérience 
apprend  qu'il  existe  encore  de  la  vapeur  à  cette  température.  Soit 
TTo  =  f(%)  la  valeur  correspondante  de  la  pression  *. 

Plusieurs  faits  se  rattachent  à  la  relation  précédente.  Si  p  et  ^  sont 
des  valeurs  liées  par  l'équation  (1),  p  exprime  la  force  élastique 
maximum  que  la  vapeur  soit  susceptible  d'atteindre  à  la  température/; 
et  t  désigne  la  température  à  partir  de  laquelle  le  liquide,  soumis  à  la 
pression  p,  peut  entrer  en  ébullition.  On  sait  d'autre  part  que  la  tem- 
pérature demeure  constante  et  égale  à  t  pendant  toute  la  durée  de 
l'ébuUition  d'un  liquide  sous  la  pression  p  d'un  milieu  ambiant. 

Dans  les  conditions  définies  par  des  valeurs  de  p  et  f  qui  satisfont  à 
l'équation  (1),  la  vapeur  est  dite  h  l'état  de  saturation,  ou,  par  abré- 
viation, vapeur  saturée.  Au  contact  d'un  excès  de  liquide,  une  vapeur 

<  Pour  la  vapeur  d'eau,  i^o  ^^t  d'environ  60  kilogrammes  par  mètre  carré. 
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est  toujours  saturée.  —  En  dehors  des  conditions  de  saturation,  la 
tension  d'une  vapeur  se  trouve  dépendre,  non-seulement  de  la  tempé- 
rature, mais  encore  du  volume  occupé.  Une  vapeur  non  saturée^  si  on 
la  compare  à  une  vapeur  saturée  de  même  tension,  offre  une  tempé- 
rature plus  haute  et  est  dite  vapeur  surchauffée,  A  cet  état  la  vapeur 
est  un  gaz.  C'est  le  cas  d'une  vapeur  qu'on  chauffe  après  qu'eUe  a 
cessé  d'être  en  contact  avec  le  liquide  générateur. 

L'équation  (1)  est  donc,  pour  la  vapeur,  la  loi  de  sa  saturation  ou 
de  sa  tension  maximum  ;  c*est  en  même  temps  la  loi  des  pressions 
qu'il  conviendrait  d'exercer  sur  le  liquide  pour  qu'il  ne  se  formât  pas 
de  vapeur. 

Tels  sont  les  faits  généraux  que  nous  devons  prendre  et  que  nous 
prendrons  pour  points  de  départ. 

91 .  Dans  des  conditions  de  pression  et  de  température  définies  par 
l'équation  (1),  et  au-dessus  de  la  pression  wq,  il  y  a  lieu  de  considérer 
pour  la  même  substance  l'état  liquide,  l'état  de  vapeur  saturée  et  l'état 
intermédiaire  d'un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur. 

Désignons  par  w  le  volume  du  kilogramme  de  liquide,  par  W  celu 
du  kilogramme  de  vapeur  saturée;  rapportons  à  deux  axes  rectangu- 
laires (/!sf.  15)  les  pressions  p  et  les  valeurs  correspondantes  de  w  et 
W.  Nous  obiendrons  deux  courbes  ît'oW'i,  WoW^. 


Fig.  iS. 


La  première  peut  être  considérée  comme  la  courbe  de  détente  de 
1  kilogramme  de  liquide  chauffé  dans  de  telles  conditions  qu'il  sup- 
porte constamment  la  pression  p  =  f  (t)  lorsque  sa  température  est 
égale  à  t.  La  quantité  de  chaleur  à  lui  fournir  pour  qu'il  s'échauffe 
ainsi  de  dt  dépend  de  la  température  qu'on  lui  suppose  ;  je  l'appelle 
rdty  r  désignant  une  certaine  fonction  de  ^ 

La  seconde  courbe  peut  être  considérée  comme  se  rapportant  h  la 
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détente  de  1  kilogramme  de  vapeur  assujettie  à  demeurer  saturée.  Ce 
résultat  ne  serait  atteint  qu'à  la  condition  de  faire  intervenir  la  quantité 
de  chaleur,  positive  ou  négative,  nécessaire  pour  que,  la  pression^pde 
la  vapeur  devenant  p  +  dp,  il  n'y  ait  ni  précipitation  ni  surchauffe; 
j'appelle  Rrfî  cette  quantité  de  chaleur,  R  étant  une  certaine  fonction 
det 

Soit  enfin  L  la  chaleur  latente  nécessaire  pour  faire  passer,  sous 
pression  constante,  1"  de  liquide  à  l'état  de  vapeur  saturée. 

Les  quantités  iy,W,r,R,L,  sont  nécessairement  déterminées  pour  des 
valeurs  simultanées  de  p  et  t.  Ce  sont,  par  conséquent,  autant  de 
fonctions  définies  de  la  température  t. 

Tout  point  M  compris  entre  les  deux  courbes  w  et  W  se  rapporte  à 
un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur  du  poids  de  1  kilogramme,  dont 
le  volume  est  v,  la  température  tel  la  pression  p  =zf(t).  Si  Ton 
appelle  \  le  poids  de  vapeur  qu'il  renferme,  1 — ;  sera  le  poids  de 
l'eau  ;  et  il  est  visible  qu'on  aura,  entre  v  et  $,  la  relation 

V=  Ç>V  +  (1  —  Ç)  iv:=w  +  ;  (W  —  w).  f;2) 

99.  Conformément  à  notre  méthode  générale,  nous  avons  à  con- 
cevoir, par  tout  point  tel  que  M  et  pour  le  mélange  supposé  uniforme  : 
1»  une  courbe  de  détente  sous  température  constante,  courbe  d'espèce 
^;  p  =  f[t)  est  son  équation  :  c'est  la  parallèle  MH  à  l'axe  des  volu- 
mes ;  2*  une  courbe  de  détente  BlMo  dans  une  enveloppe  imperméable 
à  la  chaleur,  courbe  dite  d'espèce  ^  ;  3"  Texpression  de  la  quantité  de 
chaleur  SQ  nécessaire  pour  que  la  détente  s'opère  en  Ugne  droite  du 
point  M  à  un  point  N  infiniment  voisin. 

L'équation  des  courbes  <!>  et  Texpression  de  8Q  forment  la  seconde  et 
la  troisième  de  nos  équations  fondamentales.  Nous  nous  proposons  de 
les  trouver. 

Dans  la  théorie  des  vapeurs,  p  et  t,  liés  par  Téquation  (1),  ne 
peuvent  être  pris  à  la  fois  comme  variables  indépendantes.  Notre  choix 
portera  sur  v  et  (;  mais  préférablement,  tout  d'abord,  sur  Ç  et  t. 
Posons  donc 

«0  =  Ldl  +  Cdt.  (3) 

Dans  cette  expression,  en  faisant  l'hypothèse  de  t  constant,  on 
reconnaît  que  L  est  la  chaleur  latente»  déjà  définie,  nécessaire  pour  que 
1  kilogramme  de  liquide,  sous  une  température  constante  t,  soit  porté 
de  ii;  à  W.  Quant  à  G,  c'est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
élever  la  température  de  1,  lorsque  (  demeure  constant.  On  a  donc, 
d'après  la  définition  des  quantités  R  et  r  ; 

C  =  ÇR  +  (l-.Ç)r  =  r  +  (R-r)ï; 
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par  suite,  lexpression  (3)  devient  : 

oQ  =  LdÇ  +  [r  +  (R  -  r)  ï]  dt.  (3  bis) 

La  condition  des  courbes  «l»  est  JQ  2=  0.  Si  T  désigne  un  diviseur 
capable  de  rendre  différentielle  exacte  le  second  membre  de  la  dernière 
égalité,  on  aura  l'équation  d'une  courbe  ^  en  intégrant 

T  est  assujetti  à  la  condition  : 

d  (L\       d  /r+(R>T)S\ 
dt  \T/  ^  dl\         T  y  ' 

mais  on  sait  qu'il  suffit  de  prendre  pour  T  une  solution  quelconque  de 
cette  dernière  équation  pour  obtenir,  sauf  des  variantes  de  forme, 
rintégrale  générale  demandée.  Or,  il  arrive  que  l'obligation  précédente 
est  remplie  en  considérant  T  comme  fonction  de  t  seulement,  à  la  con* 
dition  nécessaire  et  suffisante  de  satisfaire  à  la  relation 


d^  /L\       R 
dt  \ï)  ^ 


-7^.  (3) 


On  peut,  de  cette  égalité,  tirer  T  en  fonction  de  R  et  r  S  et  par 
conséquent  intégrer  {k\  Mais  il  nous  sera  plus  commode,  pour  la  suite 
des  calculs,  de  laisser  la  fonction  T  en  évidence  dans  les  équations, 
bien  qu'elle  soit  inconnue.  Résolue  par  rapport  à  R,  l'égalité  précé- 
dente donne 

L'équation  (li),  si  Ton  y  substitue  le  second  membre  de  (5),  devient 
d[^5]+^d^  =  0,  ihbis) 

expression  qui  s'intègre  et  conduit  à  l'équation 

dt  =  constante  n.  (7) 


\^+f-r 


1  L'éqoation  (6)  rtvient  à  : 
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Cela  posé,  convenons  d'écrire 

L  =  >  (W  —  w),  (8) 

•  >  désignant  la  chaleur  latente  pour  une  augmentation  de  volume  égale 
à  1 .  En  éliminant  l  à  Taide  de  la  relation  (2),  L  à  l'aide  de  (8),  Téqua- 
tion  (7)  devient  ; 

n  =  \(v^w^+J'^dL  (9) 

Telle  est  l'équation  générale,  en  v  et  t,  des  courbes  de  détente  d'un 
mélange  de  vapeur  et  de  liquide  dans  une  enveloppe  imperméable  à 
la  chaleur. 

Cela  posé,  l'expression  générale 

80  =  Tdn, 
démontrée  au  chapitre  IV,  permet  d'écrire  immédiatement,  d*après(9)  : 

8Q  =  Td[^-iîi^^]  +  rd^  (10) 

Le  problème  que  nous  nous  étions  posé  est  donc  résolu  par  les 
équations  (9)  et  (10),  dans  lesquelles  T  est  une  fonction  inconnue  de  la 
température  liée  à  R,r  et  L  par  la  condition  (6). 

Il  s'agit  maintenant  de  discuter  ces  résultats. 

18.  A  l'égard  de  8Q,  on  peut  vérifier  que  pour  v  =  w,  l'expression 
(10)  se  réduit  à  rdt;  pour  v  =  W,  en  vertu  des  équations  (8)  et  (5), 
elle  revient  à  Rdf  ;  dans  la  supposition  de  t  constant,  elle  donne  préci- 
sément L  pour  la  somme  des  valeurs  de  80  le  long  d'une  parallèle  à 
l'axe  des  r,  entre  les  courbes  w  et  W.  L'équation  (10)  satisfait  donc  à 

I  toutes  les  conditions  de  la  question. 

[  Si  Ton  développe  son  second  membre,  elle  se  présente  sous  la 

s  forme 

80  =  Xdv+M^  (10  W5) 

Le  coefficient  de  dt,  c'est-à-dire 

j  exprime  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  augmenter  de  1  la 

I  température  du  mélange  de  liquide  et  de  vapeur,  lorsque  di?  =  0.  C'est 

donc  la  chaleur  spécifique  de  ce  mélange  sous  volume  constant. 
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Pour  les  cas  limités  oiiv  =  w  et  r = W,  le  coefficient  b  prend  les 
valeurs  spéciales 

..=.+(w-„)t1(^)-x-|.  ,u, 

Cette  dernière  peut  se  mettre  sous  une  forme  beaucoup  plus  simple. 
En  effet,  l'équation  (8)  permet  d'écrire 

d'où,  en  prenant  les  dérivées  par  rapport  à  t, 

X  /dW      dw\    ,^       V  d  /X\       d  /L\ 

dégageant  de  là  le  second  terme  pour  le  substituer  dans  b^^  et  recou- 
rant à  l'équation  (6),  on  reconnaît  que 

les  expressions  de  bo,  b^  offrent  ainsi  une  parfaite  symétrie. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeurs  limites  de  b  n'ont  de  sens 
qu'autant  que  dt  est  négatif  ;  hormis  la  circonstance  exceptionnelle  où, 
dans  une  région  de  la  courbe  des  w,  les  abscisses  diminueraient  lors- 
que t  augmente,  comme,  dans  le  cas  de  Teau,  de  0  à  /i®. 

94.  Discutons  maintenant  l'équation  des  courbes  ^. 
En  désignant  par  A  (t)  l'intégrale  qui  figure  au  second  membre  de  (9), 
nous  pourrons  la  prendre  sous  la  forme 

n=-;^{v—iv)  +  k{t),  {9  bis) 

ou,  sous  la  forme  équivalente, 

vr=w  +  ^[n  —  k{t)].  [9  ter) 

Considérons  deux  courbes  d'espèce  +  quelconques,  n  et  n  +  Aw 
(fig.  15).  Pour  une  même  ordonnée,  leurs  abscisses  v  et  r-f- Ar  sont 
telles  que,  d'après  l'équation  (9  bis)^  on  a 

-;  Av  =  An  =  constante  ;  (1 2) 


90  THÉORIE   DES  MACHINES  MOTRICES. 

d  OÙ  Ton  voit  que  les  différences  Ar  =  MH  varient  proportionnellement 
au  rapport  -. 

Une  courbe  MqMi  de  Tespèce  ^  étant  tracée,  il  sera  donc  facile  d'eo 
déduire  graphiquement  celle  oui  passe  par  un  point  donné  quelomque 
H,  si  Ton  connaît,  pour  les  diverses  ordonnées  p  =  f{t)^  ia  valeur  du 
rapport  en  question. 

La  relation  précédente  conduit  encore  à  remarquer  que,  t  variant, 
la  valeur  de  T  demeure  proportionnelle  à  la  quantité  de  chaleur  IS»  qui 
produit  Taugmentation  de  volume  figurée  par  la  différence  des  abscisses 
de  deux  courbes  <>. 

L'équation  d'une  courbe  ^  menée  par  un  point  donné  {V, ,  p,)  se 
déduit  de  l'équation  générale  (9  fer),  en  remarquant  qu'on  doit  avoir, 
pour  ce  point  particulier, 

et,  pour  tout  autre  point  (V,;))  de  la  même  courbe, 
donc  enfin,  éliminant  Ux  : 

v=,.+I[(v.-«,^|-;+/^0-         !t3) 

t 

9ft.  Au  point  de  vue  purement  algébrique,  rien  ne  restreint  la  va- 
leur que  peut  recevoir  n  dans  l'équation  (9  ter),  mais  les  courbes  four- 
nies par  cette  équation  n'ont  plus  de  signifi(;ation  physique  lorsqu'elles 
descendent  au-dessous  de  la  droite  p  =  tzq,  ou  lorsqu'elles  cessent 
d'être  comprises  entre  les  courbes  tv  et  W*. 

L'abscisse  v  d'une  conrbe  ^j^ ,  dans  sa  partie  utile,  est  comprise  entre 
celle  des  courbes  w  et  W  qui  ont  la  même  ordonnée.  Si  dans  Téqua- 
tion  générale  (9  bisou  9  ter)  on  fait  successivemeot  r  =  w  et  v  =  W, 

<  Les  courbes  w  et  W,  d'après  l'idéo  qne  les  phénomènes  usuels  nous'  doonent 
de  leur  nalure,  se  rapprochent  à  mesure  que  t  cl  p=s  f(t)  augmentent.  E\]^ 
paraissent  devoir  se  rencontrer.  Dans  les  circonstances  aue  spécifierait  leur  point 
d'intersection,  1  kilogramme  do  liquide,  et  1  kilogramme  de  vapeur  saturée,  auraient 
le  mâme  volume.  Ce  qui  se  présenterait  au  delà,  on  ne  saurait  le  comprendre. 
C'est  peut- être  dans  le  voisinage  de  ces  circonstances  que  se  produirait  1»  dim- 
dation  des  éléments  du  liquide. —  phénomène  énoncé  par  M.  Henri  Sainte-Claire 
Deville,  —  ce  qui  présenterait  la  décomposition  chimique  comme  succédant  à  la 
formation  des  vapeurs  saturées  lorsque  la  température  est  devenue  soffisammeot 
grande. 
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on  en  conclut  que,  pour  des  valeurs  simultanées  j>  et  ('  données,  n 
doit  demeurer  entre  les  deux  limites 

A(0'       et        ~  +  A(0.  m 

Ces  limites  mises  pour  n,  dans  l'équation  (9  ier)^  donnent  : 

l»  L'équation  d'une  courbe  'i'  issue  d'un  point  donné  (\v\  p')  de  w: 


*'="'+r./^'"i 


(15) 


2°  L'équation  d'une  courbe  de  même  espèce  tracée  par  un  point 
donné  t  W,  p'  ).  de  la  courbe  W  : 


"="'+lfi+/ï*l 


(16) 


En  général  cette  dernière  ligne  coupera  la  courbe  W.  Sa  partie  utile 
se  présentera  soit  dans  l'angle  p'W'Wo»  comme  l'indique  la  figure,  soit 
dans  l'angle  p'W'Wf  Dans  le  premier  cas,  la  détente  de  la  vapeur 
saturée,  dans  une  enveloppe  imperméable  k  la  chaleur,  entraîne  une 
condensation  partielle,  tandis  que  par  la  compression  cette  vapeur 
devient  surchauffée  :  ces  faits  correspondent  à  une  valeur  négative 
de  R.  Dans  le  second  cas,  les  phénomènes  sont  intervertis  :  la  vapeur, 
initialement  saturée,  se  condense  par  la  compression  et  se  surchauffe 
en  augmentant  de  volume,  ce  qui  exige  pour  R  une  valeur  positive. 

A  cet  égard  toutes  les  vapeurs  ne  se  comportent  pas  de  la  même 
manière.  Des  expériences  directes  ont  montré,  par  exemple,  que  la 
vapeur  d'eau  est  dans  le  premier  cas  ^  et  la  vapeur  d'éther  dans  le 
second  ^. 

Quelle  que  soit  la  circonstance,  détente  ou  compression,  qui  amène 
la  précipitation  d'une  certaine  quantité  de  vapeur,  on  obtiendra  son 
poids  (1  — 5)  en  partant  de  l'équation  (2).  Au  moyen  de  Téquation  (16) 
et  recourant  à  (8),  on  trouve  en  effet  ; 

t 

Cette  valeur  ne  sera  acceptable  qu'autant  qu'on  trouvera  l^\. 


«  HiHN  :  Bdïletin  (a»  133)  dé  la.  Société  industrielle  de  Mulhouse,  p.  137. 
«  Cosmos  du  10  avril  1863,  t.  XXII.  p.  4â7. 
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9tt.  Connaissant  Téquation  des  courbes  4^ ,  passons  à  la  détermina- 
tion des  aires  qu'elles  limitent  avec  telles  ou  telles  lignes  données. 

Calculons  d'abord  Taire  WiW^VqVq  comprise  entre  deux  courbes 
^1^07  ViVo,  d'espèce  ^  menées  par  les  points  donnés  Wi,  Vi-  Si,  pour 
une  môme  ordonnée,  Av  désigne  la  différence  des  abscisses  de  ces 
courbes,  on  a,  en  appelant  S  raire  cherchée  : 


S=y^Avdp=/ii;|dr; 


P9 


mais^  d'après  (12), 


Y.^t;  =  ^(V4-nM; 


donc 


^=-^^^r^>       C.7) 


Cherchons,  en  second  lieu,  l'aire  triangulaire  Wq  w^  Vq  comprise 
entre  la  courbe  w  et  une  courbe  d'espèce  ^  menée  par  le  point  W|.  La 
différence  des  abscisses  de  ces  deux  lignes,  pour  une  même  ordonnée, 
est,  d'après  l'équation  (15)  : 


t 

en  appelant  q  Taire  dont  il  s'agit,  on  a  : 

Pi  Ji 

a 

Po 


=fiv-w)dp=fl{^dtfLdt.   ■  (18) 


On  peut  obtenir  ce  résultat  par  une  marche  différente.  Calculons 
Taire  aa  comprise  entre  les  deux  courbes  ^  menées  l'une  par  le  point 
\w',  p) ,  Tautre  par  un  point  infiniment  voisin,  et  limitées  d'une  part  à 
h  ligne  u',  d'autre  part  à  la  droite  p  =  po.  Entre  ces  deux  courbes  ^ , 
la  différence  des  abscisses  est,  d'après  (1 2), 

T 
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on  connaît  la  valeur  de  n  relative  à  la  courbe  ^  qui  passe  par  le  point 
{tv'y  p')  :  c'est  la  plus  petite  des  limites  (14);  d'où 

par  conséquent 

,.=/dvdp=.^,di'/l'-£,t.  (19) 

En  intégrant  par  rapport  à  t\  entre  les  limites  to  et  /|,  on  obtient 
Taire  <t  sous  une  forme  différente  de  la  première,  mais  dont  on  pourra 
vérifier  l'équivalence. 

D*un  autre  côté,  au  moyen  de  l'expression  supposée  connue  de  iv  en 
fonction  de  ^  on  peut  calculer  Taire  comprise  entre  Taxe  des  y  et  la 
ligne  tv.  Par  suite,  en  conservant  les  notations  précédentes,  on  aura  : 

aire  Wott'i  V^  Vq  =  ^  -{^  S , 

airej;oPiViVo=y'tt^^d^  +  (i  +  S,  (20) 

ire  it'o  F  Vi  Vo  =  ^ '(w  --  it'o)  j^  dt  +  a  +  S.  (21) 


11. 


Comme  applications  de  la  théorie  précédente,  nous  nous  proposerons 
de  rechercher,  pour  les  vapeurs,  Texpression  de  la  vitesse  d'écoule- 
ment et  celle  de  la  vitesse  du  son. 

ft.  La  vitesse  d'écoulement  d'un  mélange  d'eau  et  de  vapeur  s'ob- 
tiendra en  appliquant  l'équation  générale 

M«  =  2pD 

trouvée  au  chapitre  11.  Appelons  Pi,Po,  les  pressions  entre  lesquelles 
s'établit  l'écoulement.  On  sait  que  D  est  Taire  du  diagramme  compris 
entre  Taxe  Oj/,  les  droites  p=Pi,i>=Pof  et  une  courbe  de  l'es- 
pèce <{/. 

S'il  s'agit  d'un  mélange  d'eau  et  de  vapeur  pris  à  Télat  (V, ,  Pi) ,  Vi 
étant  plus  grand  que  tc^i,  le  diagramme  D  est  Taire  donnée  par  la  re- 
lation (20). 


aire 
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Examinons  le  cas  d'une  masse  d'eau  chaude  prise  à  Tétat  du  point  I. 
dont  l'abscisse  est  moindre  que  W4.  On  doit  théoriquement  tracer  par 
le  point  I  la  ligne  lu;'  des  volumes  de  1  kilogramme  de  liquide  soumis 
à  des  pressions  variables  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la  cha- 
leur. 11  y  a  deux  cas  à  distinguer,  selon  que  cette  ligne  rencontre  la 
courbe  w  au-dessous  ou  au-dessus  de  la  droite  p  =  po*  ^^uis  ce  dernier 
cas,  l'eau  chaude  se  vaporise  partiellement  en  s'écoulant;  si  w'K  est  la 
courbe  d*espèce  ^  menée  par  le  point  w' ,  le  diagramme  D  est  alors 
Taire 

PiWHpQ  =PiIm;>'  -{-p'w'Kpo. 

Si  Ton  admet  que  par  la  compression,  Teau  n'éprouve  ni  changement 
de  volume,  ni  échauffement  appéciable  ^  on  peut,  pour  la  ligne  lw\ 
prendre  une  droite  parallèle  a  Taxe  des  pressions;  alors  le  premier 
terme  de  la  dernière  égalité  représente  un  rectangle,  et  D  se  déduit 
d'aires  partielles  qu'on  sait  déterminer  (76). 

L'autre  cas  est  celui  qui  a  été  résolu  n^  8.  On  a  trouvé  : 

u  =  2gD  =  2gU. 

99.  On  a  vu^  au  chapitre  V,  une  expression  générale  de  la  vitesse 
du  son  qui,  dans  le  cas  d'un  fluide  élastique,  devient  (3&)  : 


«=\/- 


le  rapport  -^  devant  être  pris  le  long  d'une  courbe  de  l'espèce  ç. 

Or,  si  l'on  se  rapporte  à  l'expression  (10  bis)  de  30,  on  doit  avoir 
dans  le  cas  d'une  courbe  «I» ,  pour  un  mélange  de  liquide  et  de  vapeur, 

tirant  de  là  di\  il  vient 


"=v/»-î5' 


Dans  le  cas  particulier  de  la  vapeur  saturée, 

l'expression  de  bi  a  été  calculée  (73).  Si  Ton  veut  se  contenter  d'un»^ 
valeur  approchée,  on  négligera  w  devant  W.  Pour  la  vapeur  d'eau  à 


i  M.  Regoault  a  eonsUté  que  l'eaa  comprimée  de  1  à  10  atmosphères  im  se* 
chauffe  pas  de  1/50«  de  degré.  (Mémoires  de  VAeadèmie  âêê  teùnea,  t.  XXI, 
p.  46i.^ 
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100**,  W=1700ty;  la  simplification  eet  donc  bien  permise,  d'autant 
mieux  que  W  n*est  certainement  pas  connu  à  rrrrr  près.  La  valeur  de 
fri,  donnée  par  l'équation  (11),  se  réduit  alors  à 

en  remplaçant,  au  dernier  membre,  xW  par  L ,  on  trouve  enfin  : 


"'=vd 


»wi 


pour  expression  de  la  vitesse  du  son  dans  de  la  vapeur  saturée. 


in. 


1».  Appliquons  enfin  la  théorie  des  vapeurs  à  l'étude  des  machines 
motrices. 

Traduire  le  mode  de  fonctionnement  d'une  machine  à  vapeur  par 
un  diagramme,  calculer  les  éléments  de  celui-ci,  telle  est  la  question . 

Appelons  Pi,Po»  l^s  pressions  dans  la  chaudière  et  dans  le  conden- 
seur. 

Supposons  d'abord  que  la  détente  soit  complète  dans  le  cylindre 
travailleur  entre  les  pressions  Pi,Po*  ^^^^  ^^  ^^^  1^  diagramme  D  est 
L'aire  PoPiViVo  {fig.  15),  comprise  entre  les  droites  p=po,;?  =  pi,  et 
une  courbe  V^Vod  espèce  ^.  Le  diagramme  d  de  la  pompe  alimentaire 
n'est  autre  que  le  rectangle  po  Pi  F*-*^o«  —  ^^s  faite  représentés  par  ces 
figures  sont  effectivement  les  suivants  :  1  kilogramme  de  vapeur,  ou 
plus  généralement  1'^  d'un  mélange  d'eau  et  de  vapeur,  passe  de  la 
chaudière  dans  le  cylindre  sous  le  volume  Vi ,  se  dépend  de  \\  en  Vq  ? 
puis  est  évacué  dans  le  condenseur;  de  là,  complètement  liquéfié,  il  est 
repris  par  la  pompe  alimentaire  à  l'état  (u;©,  Po,  W  ^t  refoulé  dans  la 
chaudière;  il  y  arrive  sous  le  volume  n'o,  marqué  par  le  point  F  et  à 
la  température  to. 

Le  diagramme  utile  est  donc,  en  conservant  les  notations  du  n°  7G  : 

D  —  D.=  aire  ît'oFV|Vo  =  aire  WqFu\  +  cr  +  S. 

La  chaudière  doit  dépenser  une  somme  de  chaleur  q^  qui  comprend  : 
lo  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  échauffer,  de  lo  ^  h^  1*^^^ 
refoulée  par  la  pompe  à  air,  c'est-à-dire  pour  dilater  son  volume  de 
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F  en  ti\  sous  la  pression  P|  ;  cette  quantité  sera  calculable  quand  on 
conaailra  la  chaleur  spécifique  de  Teau,  a,  pour  une  température  t  et 
sous  une  pression  constante  p;2^  la  chaleur  latente  nécessaire  pour 
transformer  cette  eau  arrivée  à  Tétat  {Wi ,  ti)  en  un  mélange  d'eau  et 
de  vapeur  sous  le  volume  V|.  On  a  donc 


/v, 


L'utilisation  est  par  suite  :   , 

fil 

sa  valeur,  d'après  celles  de  D  —  3 ,  9t  et  S,  se  trouve  comprise  entre 
aireu>oFtt>i4-ff  S         _  1     /Tdp.         ,„. 

deux  limites  qui  séparent  les  rôles  de  la  chaleur  sensible  et  de  la  cha- 
leur latente.  Elles  sont  remarquables  en  ce  qu'elles  sont  indépendantes 
de  la  différence  Vj  —  w^  ;  mais  il  est  évident  que  Tutilisation  appro- 
chera d'autant  plus  de  la  seconde  que  cette  dernière  différence  sera 
grande.  Pour  discuter  la  valeur  de  Tutilisalion,  il  faudrait  connaître 
T  et  a. 
L'encombrement  E  est  donné  par  Texpression 

dans  laquelle,  d'après  l'équation  (13), 


:-o  +  ^[(V.-i.O,^+/^rfO- 


80.  En  pratique,  la  détente  dans  le  cylindre  travailleur  demeure 
limitée.  Elle  doit  Tètre  par  la  raison  que  la  puissance  effective  sur  le 
piston  moteur  ne  peut  descendre  au-dessous  de  la  valeur  qui  peut 
vaincre  les  frottements;  elle  Test  surtout  par  la  nécessité  de  ne  pas 
donner  au  cylindre  une  longueur  excessive.  La  forme  des  courbes  ♦  est 
telle,  en  effet,  que  ces  courbes  s'éloignent  rapidement  de  Taxe  Oy, 
ainsi  qu'on  le  verra  ultérieurement  (la  figure  15  est  nécessairement 
fautive). 
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Soit  p'  la  pression  dans  Je  cylindre  au  moment  où  cesse  la  détente. 
A  partir  du  point  correspondante,  la  courbe  de  détente  est  remplacée 
par  la  droite  V'G  parallèle  à  Taxe  Oy.  Le  diagramme  D  est  Taire 
PoPtViV'C.  Sur  la  figure  on  lit: 

D  =  airep:p4V,V'  +  (p'-po)V'; 
le  premier  terme  équivaut  à  la  somme  des  quantités 


/, 


wdp         <t'  =  aire  w'WiV'         S'  =--  v'w^\fl'  ; 
dans  le  second  terme  on  a,  d'après  (13), 

V 

Le  diagramme  d'alimentation  est,  comme  dans  le  premier  cas, 

D  =  airepoPi  Fw©  =  (Pi  —  Po)  ^o- 
Les  déterminations  précédentes  conduisent  à 

D-0:-y||*i(;J^dï  +  ((T'+S')  +  (p'-Po)V'--(pi^Po)u;o. 

Nous  remarquerons  au  sujet  de  cette  dernière  expression  qu'un 
abaissement  de  pression  au  condenseur,  au-dessous  d'une  certaine  va- 
leur, n'offre  plus  le  même  intérêt  du  moment  que  la  détente  est  in- 
complète. Si  de  Po  cette  pression  tombe  à  p"^  on  ne  gaçne  en  effet 
qu'un  rectangle  dont  la  base  est  WqQ  au  lieu  de  bénéficier  de  Taire 
très- allongée  qui  s'étendrait  jusqu'à  la  courbe  V^S. 

La  dépense  de  chaleur  est  encore  celle  qui  a  été  calculée  au  n^  79, 
savoir  : 

L'utilisation  et  Tencombrement  sont  par  suite  : 

91 .  La  pression  po  au  condenseur  ne  peut  en  aucun  cas  descendre 
au-dessous  de  icq  =  HM  • 

Ainsi  Teau  se  refuse  à  Temploi  d'une  température  basse  inférieure  à 
la  limite  Oq.  Quant  à  la  température  supérieure  t^ ,  elle  est  limitée,  en 
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pratiqué,  |)ar  là  tetisioû  trèâ-fapideméat  croissante  qu'acquiert  la  va- 
peur. 

une  vapeui*  qui,  pour  des  températures  élevées,  n'atteiadrait  pas  des 
tensions  gênantes  pour  les  coyistructeurs,  pourrait  s  employer  utilement 
à  ces  températures.  ^ 

Un  liquide  se  congelant  moins  rapidement  que  Teau  permettrait  de 
reculer  la  température  bbsse. 

Ces  remarques  nous  conduisent  aux  machines  à  vapeur  multiples. 

Soit  une  machine  à  vapeur  d*eau  fonctionnant  entre  les  limites  de 
températures  iisuelles  ^o»  ^«  On  peut  concevoir  deux  autres  appareils 
employant  des  vapeurs  distinctes  et  telles  que  leurs  qualités  physiques 
permettent  d'obtenir  utilement  du  travail,  l'une  entre  les  tempéra- 
tures ^1  et  ^si>^ii  l'autre  entre  les  limites  Iq  et  t3<  to.  Imaginons, 
de  plus,  que  le  conden^ur  de  la  première  machine  serve  de  chaudière 
à  la  machine  à  vapeur  dWu,  et  que  le  condenseur  de  celle-ci  serve  de 
chaudière  à  la  troisième  tnachine.  Rien  ne  nous  empèciierait  de  tirer 
parti  d*un  pareil  choix  de  substance  et  d'associer  ie«  troU  machines 
de  telle  façon  qu'avec  Tunique  dépense  de  chaleur  faite  pour  la  pre- 
mière, on  réalisât,  coititné  diagi'amme,  la  Ibomtne  des  trois  diagrammes 
partiels.  On  aurait  ainsi  une  machine  ternaire. 

En  théorie,  le  nombre  des  appareils  asssociés  de  la  sorte  peut  croître 
indéfiniment,  à  la  condition  de  trouver  autant  de  subs^nces  telles  que 
chacune  se  prèle  au  fonetidnne&ient  convenable  de  chacun  de  ces 
appareils. 

iV. 

M.  Polit  tittr  përtl  dé  là  théorie  précédente,  Ù  ûtut  connattre  les 
qUâiititéS 

j>,  w,  W,  L,  X,  r,  R,  T, 

fonctions  de  la  température,  au  nombre  de  huit,  mais  qui  se  réduisent 
à  six  distinctes  en  vertu  des  équations  (6)  et  (8).  —  U  faut  en  outre 
connattre  la  chaleur  spécifique  a  de  l'eau  sous  une  pression  con- 
stante p. 

Voyons  ce  qu'on  sait  à  ce  sujet  : 

1*»  La  fonction  p  =  f{t)  est  Connue  par  les  expériences  de  M.  Re- 
gnault  jusqu'à  la  valeur  de  t  =  230®,  pour  laquelle  p  =  27»««»,535. 

2®  w  est  une  quantité  négligeable  dans  le  plus  grand  nombre  des 
applications;  on  possède  d'ailleurs  quelques  expériences  à  son  sujet. 

3**  W  est  malheureusement  inconnu.  Pour  la  vapeur  d'eau,  on  sait 
séUlmnent  que  pour  t=  100%  d'après  Gay-Lussac,  W  =  l"-5,696; 
l'incertitude  qui  règne  sur  cette  dernière  détermination  dépasse  cer- 
tainemetit  la  valeur  de  ti^,  ce  qui  permet  de  négliger  w  devant  W«  au 
moins  poitf<<  100. 
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k*  La  chaleur  spécifique  de  l'eau  peut  être  regardée  comme  étant 
sensiblement  constante  entre  ^  =  0  ett  =  100.  Posons  donc,  quel 
que  soit  p, 


a  =  l,  1^  adt  =  t. 


5^  En  ce  qui  «iconceme  L,  M.  Regnault  a  fait  connaître  la  quantité 
totale  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  passer  1  kilogramme  d'eau,  pris 
à  0,à  l'état  de  vapeur  saturée  à  t  :  c*est  l'expressiion 

606,5  +  0,305  f; 

par  suite,  nous  écrirons  * 

L  =  606,5  +  0,305  t—t  =  606,5  —  0,695  t. 

6«  Il  y  a  lieu  de  croire  que  la  différence  entre  r  et  a  est  négligeable 
et  que,  par  suite,  dans  les  applications,  on  pourra  adopter  la  valeur 
constante  r=l. 

U  reste  à  connaître  soit  R,  soit  T,  quantités  liées  par  l'équation  (6). 

A  défaut  de  déterminations  expérimentales  directes,  on  ne  peut  faire 
autrement  que  d'accepter  à  leur  sujet  ce  qui,  dans  la  seconde  partie 
du  cours,  ressortira  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur. 


FIN   DE  LA  PREBCIÈRE  PARTIE. 


DEUXIÈME  PARTIE. 


Théorie  mécanique  de  la  chaleur  et  particularités  qu'elle 
introduit  dans  la  théorie  générale. 


INTRODUCTION. 


Conditions  de  fonetionnemeDt  et  diagramme  d'une  machine  motrice  théoriquement 
parfaite  an  point  de  vne  de  la  meilieare  ntiliaation  de  la  chaleur.—  Détails  his- 
toriques. 


I. 


98.  Deux  corps  de  températures  différentes  mis  simplement  en 
présence  ne  donnent  lieu  qu'aux  phénomènes  résultant  du  libre  passage 
de  la  chaleur  de  l'un  à  l'autre.  Employés  à  maintenir  deux  réservoirs  de 
gaz,  l'un  à  une  température  élevée,  l'autre  à  une  température  |)assey 
ils  nous  donnent  le  moyen  de  faire  fonctionner  une  machine  mqtnce/ 
ainsi  qu'on  l'a  vu  aii  début  de  ces  leçons.  Tout  passage  de  chaleur  d'un 
corps  chaud  à  un  corps  froid  doit  donc  être  regardé  comme  la  source 
possible  d'un  certain  travail  mécanic{ue.  D'où  cette  conplusioq  : 

J)am  un^  mçtçhine  motricfi  parfaite,  au  point  de  vue  de  la  meil- 
Umre  uiiliiation  de  la  chaleur^  il  ne  doit  jamais  y  avoir  pmaçe 
direct  de  chaleur  d'une  partie  plus  chaude  il  une  partie  plttë  froi^e^ 

94.  De  là  découlent  les  conditions  de  fonctionnement  d'une  m^r 
chine  théoriquement  parfaite.  D'après  les  propriétés  physiques  des  ga^ 
et  des  vapeurs,  et  à  Taide  de  la  conception  des  enveloppes  iroperr 
méables  ^  la  chaleur,  il  va  nous  être  facile  de  tracer  le  diagrq^mtfi^ 
d'une  telle  machine.  Nous  rapporterons  à  deux,  axes  rectaifgulaire^ 
(/îj/.  16)  les  volumes  et  les  pressions  du  Kilogramme  de  fluide  emplpyiS; 
à  tout  état  de  ce  flijide  correspondra  m  certain  point  de  la  figure  ;  et, 
•  conformément  à  notre  usage,  les  courbe^  de  détente  seront  dites  4*68- 
pèce  ^^  s'il  s'agit  de  la  détente  naturelle  dans  une  enveloppe  imper- 
méable à  la  chaleur,  et  d'espèce  <p  pour  le  q^s  de  la  détente  sous 
température  constante, 

Soient  données  dei|^  soi^rces  de  chaleur,  A«  et  Aoi  9ux  température^ 
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tiy  toy  inégales,  f^,  pour  fixer  les  idées,  étant  supposée  plus  grande 
que  ^0-  Concevons,  d'autre  part,  qu'on  mette  à  notre  disposition  un 
cylindre  indéfini  et  un  piston  imperméables  à  la  chaleur. 


Fig.  16. 


J'introduis  dans  le  cylindre  1^  de  gaz  à  la  température  (qi  sous  le 
volume  OEo  et  à  la  pression  correspondante  EoBq.  Je  le  refoule  sans 
lui  donner  ni  lui  retirer  de  chaleur  et  je  trace  la  courbe  BoB|,  d'es^ 
pèce  ^,  représentant  la  loi  de  sa  compression  ;  la  température  du  gaz 
s'élève  à  mesure  que  son  volume  diminue;  à  l'instant  où  elle  devient 
égale  à  ^i,  j'arrèt^le  piston.  Jimagine  que  le  gaz  arrivé  ainsi  à  l'état 
Bi,  soit  mis  en  communication  intime  avec  la  source  Â|  ;  je  le  laisse  se 
détendre,  mais  d'une  manière  assez  lente  pour  que,  à  la  faveur  de  la 
source  Â|,  sa  température  ne  s'abaisse  pas  et  demeure  égale  à  /|. 
Une  courbe  B^B'i,  d'espèce  <j),  figure  dans  ces  conditions  la  loi  de  sa 
détente.  Puis,  à  un  certain  moment,  auquel  le  gaz  est  arrivé  par  exem- 
ple à  l'état  B'i,  je  suppose  qu'on  écarte  la  source  A^  ;  la  détente  con- 
tinue suivant  la  loi  représentée  par  la  courbe  B'|B'o  d'espèce  |;  en 
même  temps,  la  température  du  gaz  diminue  ;  à  l'instant  où  elle  devient 
égale  à  t^p  j'arrête  le  piston. 

J'imagine  qu'aussitôt  le  gaz,  arrivé  ainsi  à  un  état  B'o,  soit  mis  en 
communication  avec  la  source  Âo  ;  je  le'comprime  ensuite,  mais  d'une 
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• 

manière  assez  lente  pour  que,  à  la  faveur  de  la  source  Aq,  sa  tempé- 
rature ne  s*élève  pas  et  demeure  égale  à  ^o  •  1^  loi  de  cette  compres- 
sion est  une  courbe  B'qBo  d'espèce  9  qui  passe  nécessairement  par  lé 
point  initial  Bq. 

Le  gaz  est  ainsi  ramené  finalement  à  son  état  primitif,  après  avoir 
[>assé  par  diverses  phases  de  détente  et  de  compression  clairement 
représentées  par  la  figure  fermée  BoBiB'iB'o.  Voyons  les  résultats  d'un 
pareil  cycle  d'opérations  : 

A  l'égard  de  la  machine  :  1^  La  détente  du  gaz,  suivant  les  courbes 
B^B'^,  B'jB'oy  produit  un  travail  représenté  par  la  somme  des  aires 
comprises  entre  ces  lignes  et  l'axe  des  volumes  ;  2^  sa  compression 
suivant  les  courbes  B'qBo,  BqBi,  exige  au  contraire  une  dépense  de 
travail  figurée  par  le  total  des  aires  limitées  par  Taxe  Ov  et  ces  dei^ 
nières  lignes.  Il  y  a  donc  eu,  en  définitive,  gain  de  travail,  et  la  figure 
donne  pour  sa  valeur 

S  =  aire  BoBiB'iB'o. 

A  l'égard  des  sources  de  chaleur,  l'une  Â^  a  dû  céder  au  gaz  une 
somme  de  chaleur  q^  durant  la  détente  de  Bi  à  B'i;  inversement,  Tautre 
Aoa  reçu  du  gaz  une  certaine  quantité  de  chaleur  Qq,  pendant  la 
compression  de  B'o  à  Bq. 

En  rapprochant  ces  résultats,  on  voit  qu'au  fait  physique  d'une 
soustraction  de  chaleur  subie  par  la  source  chaude  et  d'une  addition 
de  chaleur  éprouvée  par  la  source  froide,  correspond  une  production 
de  travail  mécanique.  Or,  le  cycle  d'opérations  précédent  n'a  sûrement 
été  accompagné  d'aucun  passage  direct  de  chaleur  entre  des  corps  de 
températures  différentes.  Donc  (83),  S  doit  être  regardé  comme  le 
maximum  de  travail  au'il  soit  possible  d'obtenir  avec  les  quantités  do 
'chaleur  Çi,  Qq,  aux  températures  t^,  f©,  des  sources  A|,  Aq. 

S5.  Le  cycle  d'opérations  dont  on  vient  de  considérer  les  résultats 
peut  se  parcourir  en  sens  inverse.  U  devient  alors  le  suivant  : 

Le  kilogramme  de  gaz,  pris  àl'état  Bo,  pour  lequel  sa  température  est  ÎQy 
se  dilate  suivant  une  courbe  de  détente  sous  température  constante  ^o»  ^^ 
Bq  en  B  oy  moyennant  la  présence  de  la  source  Ao  et  une  dépense  de 
chaleur  g©  faite  par  celle-ci.  Parvenu  à  l'état  B'o,  il  est  comprimé  suivant 
la  courbe  B'oB'i  d'espèce  4»,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  atteint  l'état  B\  pour  lequel 
sa  température  est  ti  ;  il  est  alors  mis  en  communication  avec  la  source 
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Â|,  qui  le  maintient  à  la  température  t^  durant  qu'il  continue  d*ëtre 
comprimé  de  B/  en  B|,  suivaat  une  courbe  (}'espèce  ^p,  et  moyennant 
que  cette  source  re(joive  du  gaz  une  quantité  dQ  chaleur  q^.  Arrivé  à 
l'état  El  il  se  dilate  suivant  une  courbe  BiBo  d'espèce  i  et  revient  à 
son  état  initial  Bo« 

Dans  ces  conditions,  on  voit  sur  la  figure  (ju'il  y  a  finalement  une 
coDsomipation  d^  travail  re^^ése^tée  par 

S  =  aire  BoBiB'|B'o, 

préeisémeQt  égale  au  bénéfice  de  travail  réalisé  en  premier  lieu- 

Le  fait  physique  de  cette  dépense  de  travail  accompagne  une 
soustraction  de  chalaur  ^subie  pfir  la  source  froide  et  une  addidûn 
éprouvée  par  la  source  chaude. 

gn  un  mot,  le  cyele  d'opérations  se  veqversant,  le  gaz  repasse  suc- 
cessivement par  les  mêmes  états^  mais  dans  un  ordre  inverse;  les 
résultats  définitifs  conservent  leurs  valeur^  numériques,  mais  ils  se 
rapportent  à  des  faits  opposés.  C'est  ce  qu'on  exprime  d'un  mot  en 
disant  que  ce  cycle  d^opérations  est  réversible, 

96.  Ces  considérations  s'appliquent  aux  vapeurs  comme  aux  gaz. 

Dans  le  cas  des  vapeurs,  les  courbes  d'espèce  cp  sont  des  parallèles 
à  l'axe  des  volumes,  et  le  diagramme  de  Ja  machine  théoriquement 
parfaite,  tel  queBoB^B^B'p  {fig,  17),  est  circonscrit  par  deux  droites  et 
deux  courbes  i|;.  Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  l'aire  en  question  n'a 
cette  forme  quadrilatérale  qu'autant  qu'elle  est  comprise  entre  les  deux 
courbes  i;  =  w,  v  =  W  et  la  droite  p  =  tcq»  définies  aux  n®*  70  et  71,  et 
en  dehors  desquelles  on  rencontre  soil  l'état  liquide,  soit  l'état  gazeux, 
soit  un  commencement  de  congélation. 

99.  Plus  loin,  nous  signalerons  Tinfériorité  caractéristique  que 
présente  toute  machine,  à  air  ou  à  vapeur,  relativement  à  la  machine 
théoriquement  parfaite  dont  nous  venons  d'envisager  le  mode  de 
fonctionnement. 

Ppur  le  moment,  le  type  rationnel  d'une  machine  théoriqueojent 
pprfaite  nous  révèle  l'existence  de  corrélations  définies  entre  deux 
sortes  de  grandeurs,  travail  mécanique  et  quantités  de  chaleur,  suscep- 
tibles de  se  modifier  simultanément  par  l'intermédiaire  d'agent3  phy- 
siques. 
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t07 


SU  conformément  à  la  méthode  exposée  au  chapitre  IV  et  rappelée 
au  n®  48,  les  équations  des  courbes  <p  et  '1',  et  l'expression  de  SQ  étaient 


V'W 


Pig.  17 


conpuQs,  tous  les  éléments  du  dia^rapiipç  RiB'^P'qBqj  et  partiç\ilière- 
ment  les  valeurs  de  S,  Çi,  Ço>  seraient  calculables  sans  qu'on  eût  lieu 
de  faire  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  la  chaleur. 

La  théorie  développée  dans  la  première  partie  de  ces  leçons  a  eu 
pour  objet  d'établir  des  relations  générales  entre  les  propriétés  calo- 
rifiques et  expansives  des  fluides  élastiques  telles  que  l'expérience 
peut  les  révéler  et  les  apprécier  par  des  mesures.  Elle  ne  fait  appel  à 
aucun  axiome  métaphysique  ;  elle  aurait  pu  être  et  eUe  sera  de  tous 
les  temps.  Des  résultats  d'observation,  voilà  ses  données;  qulls  soiefit 
assez  nombreux,  et  cette  théorie,  complète  en  elle-même,  le  sera  dans 
toutes  ses  conséquences  numériques. 

Si,  en  ce  qui  concerne  la  nature  de  la  chaleur,  11  est  un  principe  qui, 
une  fois  admis,  permette  de  développer,  pap  un  enchaînement  logique, 
une  théorie  des  effets  de  la  chaleur,  cette  dernière  théorie,  sous  peine 
d'être  fautive,  doit  être  d'accord  avec  oelle  quV)n  vient  de  voir;  elle 
doit  s'y  trouver  comprise  ;  ou,  pour  mieux  dire,  un  tel  principe,  s'il 
peut  être  invoqué,  quel  qu'il  soit  d'ailleurs,  aura  nécessairement  pour 
conséquence  d'introduire  dans  les  équatiqnç;  trop  générales  de  la  théorie 
précédente  certaines  particularités  qui  les  réduiront  à  des  formes 
plu?  Sirople»  at  aupRléeroqt  au  manque  d'expéjiepces  directes^ 


108  THÉORIE  DBS  ICACHINES  MOTRICES. 


n. 


8S.  C'est  Sadi  Garnot  qui,  le  premier,  en  1824,  dans  un  ouvrage  in- 
titulé :  Réflexions  sur  la  puissance  motrice  du  feu  et  sur  les  machines 
propres  à  développer  cette  puissancCyS^est  proposé  d'étudier  le  rôle  de 
la  chaleur  dans  les  machines  motrices  et  de  Tenvisager  dans  toute  sa 
généralité,  abstraction  faite  des  mécanismes. 

Dix  ans  plus  tard,  les  idées  de  Camot  trouvèrent  dans  Clapeyron  un 
commentateur  habile  ^.  C'est  Clapeyron  *^qui  a  imaginé  de  tracer  les 
figures  BoBiB'46'0  que  nous  venons  de  décrire.  Dans  ses  développe- 
ments analytiques,  Clapeyron  raisonne  dans  l'hypothèse  où  les  phéno- 
mènes de  la  chaleur  seraient  dus  à  l'existence  d'un  fluide  impondérable, 
lecalorque^  susceptible  de  se  déplacer,  mais  indestructible.  A  ce  point 
de  vue,  dans  une  machine  théoriquement  parfaite,  la  chaleur  prise  à  la 
source  chaude  passe  intégralement  dans  la  source  froide  :  les  quantités 
9i,  9o  sont  égales. 

Voyons  ce  qu'on  peut  logiquement  démontrer  quand,  à  tort  ou  à 

raison,  on  se  place  à  un  tel  point  de  vue  : 
1»  Avec  l'égalité 

9i  =  ?o  =  9^ 

le  travail  S  des  figures  16  et  17  sera  le  parfait  équivalant  mécanique 
d'une  somme  de  chaleur  q  descendue  de  la  température  t^  de  la  source 
A|  à  la  température  inférieure  t^  de  la  source  Aq. 

Tout  autre  gaz  que  celui  de  la  figure  16  et  tout  autre  mélange  de 
liquide  et  de  vapeur  que  celui  de  la  figure  17  pourront  être  employés 
de  manière  à  faire  descendre  une  même  somme  de  chaleur  q  de  la 
même  source  A|  à  la  même  source  Ao,  et  alors  les  quantités  9,  /i,  ^ 
étant  les  mêmes  pour  différents  fluides  élastiques,  il  faudra  que  les 
quantités  correspondantes  de  travail  que  l'on  obtiendra  de  ces  fluides 

O,   b  ,    S   , , 

soient  toutes  égales.  En  efiTet,  supposons  qu'avec  an  certain  fluide 

1  Mémoire  sur  la  puissance  motrice  de  la  chaleur  (Journal  de  V École  polyUch- 
nique,  1834). 
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élastique  on  obtienne  une  quantité  S,  et  que,  avec  un  autre  fluide  élas- 
tique, il  soit  possible  d'obtenir  une  quantité  moindre,  S— 8,  de  travail. 
Nous  serions  parfaitement  libre  d'employer  le  premier  fluide  à  faire 
descendre  une  somme  de  chaleur  g  de  Â^  à  Âo,  de  manière  à  obtenir 
la  quantité  de  travail  S,  puis  d'employer  le  second  fluide  à  faire  re- 
monter la  même  somme  de  chaleur  g,  de  Aq  en  A|  avec  une  dépense 
de  travail  égale  à  S  —  8,  ce  qui  nous  laisserait  un  bénéfice  net,  sans 
cause,  égal  à  s.  Puis,  en  répétant  la  double  opération  n  fois  de 
suite;  nous  obtiendrions  le  travail  nSy  qui  croîtrait  sans  limite  avec  n; 
c'est-à-dire  que,  avec  rien  et  après  avoir  ramené  toutes  choses  dans 
leur  état  initial^  il  nous  serait  loisible  de  créer,  autant  dé  travail  que 
nous  voudrions,  ce  qui  doit  être  regardé  comme  absurde. 

Telle  est  l'idée  mère  ou  l'axiome  fondamental  des  raisonnements  de 
Carnot  :  //  serait  absurde  iVadmettre  la  possibilité  de  créer  de  toutes 

pièces  de  la  chaleur  ou  du  travail. 

D'après  cet  axiome,  il  devra  y  avoir,  dans  l'hypothèse  du  calorique, 

entre  la  quantité  de  travail  S  et  les  quantités  correspondantes  9,  t|,  Iq» 

une  relation  indépendante  de  la  nature  du  fluide  élastique  qui  aura 

servi  à  l'opération. 

2"*  De  plus^  entre  les  mêmes  températures  t^,  Iq  U  faudra  que 

quantité  S  augmente  proportionnellement  à  9,  afin  que  par  n  opérations 

successives^  toutes  identiques^  le  travail  réalisé  nS  soit  précisément 

celui  qu'on  obtiendrait  d'une  seule  opération  à  l'aide  d'une  quantité  de 

chaleur  égale  à  nç.  Il  faudra  qu'on  ait  : 


et  par  conséquent 


WF  ((/,  ^,  (0)  =  F  (wç,  il,  W, 


S  =  ?F(^,  g, 


la  fonction  F  étant  complètement  indépendante  de  la  nature  du  fluide 
élastique  qu'on  voudra  employer. 

3^  L'équation  précédente,  appliquée  à  une  bande  détachée  dans 
le  diagramme  par  deux  courbes  de  détente  d'espèce  <p,  aux  tempé- 
ratures t  eXt^  dt  infiniment  voisines,  donne  pour  l'aire  dS  de  cette 
bande  une  expression  de  la  forme 

dS  =  qf[t)dL 
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D*aprës  cela,  si  t\  f,  T,  etc.,  désignent  une  série  de  températuries 
infiniment  voisines,  intermédiaires  entre  ^o  ^1  ^>  ^es  bandes  successives 
détachées  dans  le  diagramme  par  les  courbes  de  détente  à  ces  diverses 
températures  auront  pour  expression  les  quantités. 


qmàk.  qmàt\  qmàf. 


dont  là  sdtnmë  eât  égale  à  S.  Il  faudra,  pdf  côtlsécjuënt,  qiie  là  fonctioa 
F  (^1,  y  soit  une  intégrale  définie  de  ^o  ^  ^i-  ^^  dâsignâtlt  par  C  une 
fdfictidn  dé  la  téttipérature  ty  bonmititiê  à  tôiis  lëà  fltlides,  on  aura 
dotic  i 


J^ 


dt 


ta 

^m^ÙA  àûaiôgUél  h  êëlle  dli  traVàll  qu^on  Obtiedld'afiè  ehute  d*edu, 
q  femplàçàtit  le  p^iè  dëscéiidti,  et  h  ^  Iq  jOUàht  16  rôle  de  la  diffiS-^ 
fthée  d«S  fliveâUX. 

nWé  L'uiiUiàtion  de  là  madmie  théoriquement  parfaite^  d'après  la 
dijtîiidfë  itqttàttdn^  HerAil  : 

h 

elle  ne  dépendrait  que  des  températures  extrêmes  et  non  du  fluide 
employé. 

M- 

•O.  L'hyothèse  de  Carnot  était  généralement  admise  de  son  temps. 
Plus  ihtA,  elle  ft  été  contestée:  «  Ail  réfitèi  avait  cKt  Gamot,  l«s  ptinA^ 
c  paux  fondements  sur  lesquels  reposé  là  théorie  d§  là  ebuldur  iHf  I^Mt 
i  besoin  de  l'éJtamen  lê  pluâ  attentif.  PlûsiéufS  faiti  d'O^ôdce 
<  l^âfâisftent  à  t^étii  l^rëi  ifiëtpUcablës  dans  l'état  ftcttiel  «s  efettè 
é  théorie  <.  i 

Déjà,  à  diverses  époques,  plusieurs  savants  ou  philosôphéë  àtél^t 

•  Réflexions  sur  la  puissance  motrice  du  feu,  note  p.  37.  Paris,  Bachelier,  18S4. 
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été  conduits  k  entrevoir  certains  rapports  entre  divers  phénomènes 
calorifiques  et  ceux  du  mouvement.  Les  idées,  à  cet  égard,  longtemps 
vagues  et  confuses,  se  précisèrent  il  y  a  une  vingtaine  d'années.  Pres- 
que simultanément,  les  Remarques  sur  les  forces  de  la  nature  ina- 
niméey  du  docteur  J.-R.  Mayei*,  de  Heilbronn  *,  publiées  en  1842,  les 
recherches  de  l*ingénieur  À,  Colding,  de  Copenhague  ^^  les  expériences 
faites  de  1843  à  1849  par  Joule,  de  Manchester  3,  vinrent  rompre 
avec  l'hypothèse  du  calorique  et  baser  une  opinion  nouvelle,  d'après 
laquelle  la  chaleur  ne  serait  autre  chose  qu'un  mode  de  mouvement. 
A  ce  point  de  vue,  la  chaleur  se  comporterait  comme  de  la  force  vive  : 
travail  et  chaleur  Seraient  des  quantités  convertibles  Fune  en  l'autre. 
Dans  une  machine  motrice  thermique,  quelle  que  soit  la  forme  d'un 
diagramme,  le  travail  obtenu  serait  le  produit  d'une  constante  par  la 
quantité  de  chaleur  disparue.  Bien  plus,  dans  tous  les  phénomènes  où 
il  y  a  disparition  de  force  vive  ou  de  travail,  ce  qui  ne  reparaîtrait  pas 
sous  forma  de  travail  produit  ou  d'ébranlement  serait  représenté  par 
de  la  chaleur;  inversement,  une  perte  de  chaleur  serait  accompagnée 
d'une  production  de  travail  mécanique;  et  il  existerait  un  rapport 
constant  entre  les  quantités  de  chaleur  perdue  ou  produite  et  de  travail 
effectué  ou  disparu. 

Aujourd'hui,  les  idées  de  Mayer,  Colding  et  Joule  sont  généralement 
admises.  Elles  ont  été  l'objet  de  savantes  recherches.  En  attribuant 
les  effets  de  la  chaleur  à  un  mouvement  vibratoire  des  molécules,  on 
a  été  cqpduit  à  formuler  des  principes  susceptibles  d'expliquer  les 
phénomènes  où  la  chaleur  est  en  cause. 

Notre  objet  étant  surtout  d'établir  la  théorie  des  machines  motrices, 
nous  aurons  constamment  besoin  d'envisager  le  diagramme  de  la  ma- 
chine théoriquement  parfaite.  Son  expression,  au  point  de  vue  que 
nous  venons  d'indiquer  en  dernier  lieu,  serait 

S  =  K(gi-go),  (1) 

K  désignant  le  nombre  constant  de  kilogrammètres  auquel  équivaudrait 
la  production  ou  la  disparition  d'une  calorie. 

i  Bemerkungen  ûber  die  Kraefte  der  unbeleblen  Natar  (Annales  de  chimie  de 
Vfaehler  et  Liebig,  1848,  p.  239). 

s  Nogle  sstQinger  om  kraef terne  (quelques  réflexions  sur  les  forces],  mémoire 
présenté  en  1843  à  l'Académie  des  sciences  de  Copenhague,  par  L.-A.  Colding, 
membre  de  cette  académie. 

s  Transactions  philosophiques  de  Londres ,  pour  1850. 
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91 .  On  va  voir  que,  sans  rien  préjuger  sur  la  nature  de  la  chaleur, 
et  par  conséquent  sur  l'égalité  ou  l'inégalité  des  quantités  qi  et  Qq^  il 
va  nous  être  possible  d*établir,  entre  ces  quantités  et  S,  une  relation 
générale  embrassant  tous  les  points  de  vue  compatibles  avec  Taxiome 
de  Camot.  L'équation  (1),  conforme  au  principe  actuel  de  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur,  se  présentera  comme  cas  particulier  de  cette 
relation  générale. 

11  est  un  second  principe  formulé  par  M.  Clausius.  Son  énoncé  et  les 
réductions  qu'il  apporte  aux  équations  déjà  simplifiées  par  le  premier 
principe  feront  l'objet  de  la  dernière  section  du  cours. 

Enfin,  on  ne  devra  jamais  perdre  de  vue  que  ces  principes  et  leurs 
conséquences  ont  besoin  d'un  appui  ou  d'un  contrôle  expérimental. 
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PREMIÈRE    SECTION. 


Établissement  de  la  théorie  méeanlqne  de  la  ehaleur.  —  Dévelop- 
pement des  équations  générales  de  eette  théorie. 


CHAPITRE   PREMIER. 


Aiciome  servaot  de  base  à  la  théorie  mécanicpie  de  la  chaleur.  —  Conséquences 
de  cet  axiome  :  lo  à  l'ancien  point  de  vne  de  Garnot  et  de  Glapeyron  ;  2«  au 
point  de  vue  actuel  des  physiciens.  —  Principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur 
et  du  travail. 


I. 


9t.  L'examen  du  mode  de  fonctionnement  d'une  machine  théori- 
quement parfaite  a  mis  en  évidence  la  quantité  de  travail  maximum  S 
qu'il  est  possible  d'obtenir  à  l'aide  d'un  certain  fluide  qui  reçoit  une 
somme  de  chaleur  q^,  d'une  source  Â^  à  la  température  t^^  et  qui  verse 
une  somme  de  chaleur  90  clans  une  source  Âo  à  la  température  ^o*  — 
S  est  assurément  une  fonction  déterminée  des  quantités  94,  Qq,  t^,  Îq 
et  de  l'espèce  du  fluide.  Nous  nous  proposons  de  rechercher  la  nature 
de  cette  fonction. 

Appelons  S' le  travail  qu'un  second  fluide,  employé  entre  les  mêmes 
températures ,  permet  d'obtenir  moyennant  qu'une  quantité  de  cha- 
leur g'i ,  sorte  de  Af,  et  que  Ao  reçoive  une  somme  q'o  de  chaleur. 
L'opération  étant  réversible,  c'est  dire  que,  par  une  dépense  de  travail 

8 
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S',  ce  fluide  nous  donne  le  moyen  d'appauvrir  Aq  de  q'q  et  d'accroître 
A|  de  q\. 

Si  l'on  répète  n  fois  l'opération  directe  avec  le  premier  fluide  et  m' 
fois  l'opération  renversée  avec  le  second,  la  somme  de  travail,  positive 
s'il  y  a  bénéfice  réel,  devient 

nS  —  w'S'  ; 

en  même  temps,  les  sources  A^,  Aq  ont  éprouvé  des  pertes  de  chaleur 
qui  s'èxp\'iment  algébriquement  i>af  te»  qtianlitéà 

nqi  —  n'q\  pourAi,  n'q'o  —  nqo  pourAo- 

D'ailleurs,  chaque  fluide  se  trouve  ramené  à  son  état  initial. 

Il  est  toujours  permis  de  supposer  que  90  ^t  g'o  soient  des  nombres 
entiers.  Je  puis  alors  disposer  de  n  et  n'  de  telle  sorte  que  rien  ne  soit 
finalement  changé  dans  la  source  Ao  ;  c'est-à-dire  me  donner  la  con- 
dition 

w'9'0  —  wço  =  0.  (1) 

Eh  ce  y!^  ta  perte  subie  par  A|  représente  la  quantité  de  chaleur 
totalement  âïspàriie.  le  rapport  dû  bénéfice  de  trâtait  %  tîetlê  perte  de 
chaleur 


«9i  —  w  9  1 


doit  être  positif;  car  on  ne  peut  admettre  qu'on  obtienne,  par  on  même 
ensenible  If  opérations,  et  du  travail  et  de  la  chaleur.  De  ptui,  le  raip- 
port  Kl  'est  indépendant  de  la  nature  dès  fluides  emptoyés  ^  en  effet, 
si,  par  exemple,  deux  autres  fluides,  dans  les  mêmes  drconstanCès, 
nous  donnaient  une  somme  dé  travail  K|  —  k^  moiïiAf e  que  Xi ,  tïoiis 
pouirions  'faire  le  raisonnement  de  Clapeyrort,  nous  servir  de  ceè  der- 
niers îluides,  en  renversant  les  opérations  qui  s'y  rapportent,  de  îna- 
nière  à  ramener  A^  dans  son  état  initial,  et  alors  nous  obtièndriond  tm 
bénéfice  de  travail  k^  sans  que  rien  ne  fût  changé  dans  le  tnoùAe  phy- 
sique, ce  qia  est  inadmissible.  Enfiù  1fC|  ne  pourra  dépendre  qûê  de  la 
température  t^de  A^,  puisque  Ao  n'a  subi  aucun  changement. 
Le  rapport  K|  est  donc  une  fonction  de  ^1,  et  la  même  fonction  pour 
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tous  les  fluides.  En  raison  de  la  condition  (1)  on  peut,  duns  (2),  rem- 
placer n  par  g'o,  et,  n'  par  q^  et  par  suite,  écrire  : 

7o'S-goS'_^^  (3) 


VfAi  —  Wi 


Actuellement,  revenons  au  point  de  départ.  Les  nombres  q^  et  9/,  à 
leur  tour,  pouvant  toujours  être  supposés  entiers,  disposons  de  n  et 
ri  de  telle  sorte  que  rien  ne  soit  finalement  changé  dans  ta  source  A|  ; 
c'est  nous  donner  la  condition 

nçi  — nYi  =  0.  (fi) 

Le  rapport  du  hèoÉBcià  de  travail  à  la  perte  de  chaleur  est 

nS  —  w'S' 


n'go   —  Mo 


=  Ko.  (5) 


On  reconnaîtra  comme  tout  à  l'heure  que  Kq  doit  être  positif,  et  une 
même  fonction  de  t^  pour  tous  les  fluides.  L»  «MdkJM  i^)  iwwet 
ici  de  reo^lacer  n  par  q\,  ri  par  (g«,  et  d'écrire 


9'o94  — M'i 


Ko. 


Les  deux  équations  (3)  et  (6),  résolues  par  rapport  à  S  et  S',  donnent 
S  ==  K^ït  -  Koîo  S'  =  Kiî'i  -  Koî'o, 

expreaaions  .semblables  qui  se  confoadent  dans  la  foriouiç  unigue^ 

S  —  Kif  I  —  KoÇq.  fO 

•9  bis.  Le  mode  de  démonstration  de  cette  équation  serait  en  défaut 
.  si  le  dénominateur  commun  des  expressions  (3)  «t  (16)  était  nul.  Je  dis 
que  la  relation  (7)  convient  néanmoins  à  ce  cas  particulier  et  qu'elle 
cfit,  paor  GQDséopifiD^  ^baolumont  géoérale^ 

Si  dans  les  expressions  (3)  et  (6),  le  dénominaliaur  ^iiuî  f^^ffféeeate 
une  perte  de  chaleur  était  nul,  les  numérateurs,  qui  expriment  des 

quantités  de  travail,  seraient  également  nuls,  sans  quoi  on  pécherait 
contre  l'axiome  de  Carnot.  Donc  si 
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on  n'a  plus  que  la  relation  unique 

i  -  «!»  -  9i  ,s) 

^       9o      Q  i 

Nous  remarquerons  d'abord  que,  s*il  existait  un  seul  fluide  qui,  em- 
ployé successivement  avec  tous  les  autres,  ne  fit  pas  avoir  la  relation 
(8),  on  réussirait,  au  moyen  des  équations  (3)  et  (6),  à  démontrer  la 
formule  (7)  pour  tous  les  gaz  et  toutes  les  vapeurs  indistinctement. 
Ainsi  le  mode  de  démonstration  de  la  formule  (7)  ne  saurait  être  en 
défaut  que  dans  le  cas  où,  pour  tous  les  fluides  de  la  nature  employés 
entre  les  mêmes  températures  ^o»  ^i»  ^^  quelle  que  fût  l'étendue  des 
courbes  BiB'i,  BoB'o,  le  rapport  des  quantités  de  chaleur  9i,  90  serait 
le  même  ^. 

La  relation  générale  (n®  31) 

BQ  =  Tdn 

donne  une  autre  tournure  à  cette  dernière  conclusion.  En  effet,  q^,  Çq 
sont  les  sommes  des  quantités  SQ  entre  deux  courbes  d'espèce  4^; 
donc  si  leur  rapport  reste  le  même,  quel  que  soit  l'intervalle  de  ces 
courbes  et  quel  que  soit  le  fluide  employé,  il  faut  que  T  soit  une 
onction  de  t  seulement,  et  qu'on  ait 

pour  tous  les  fluides,  gaz  ou  vapeurs  K 

Ces  observations  faites,  considérons  S',  q'o,  q\  comme  se  rappor- 
tant à  un  certain  fluide  en  particulier.  Pour  tout  autre  fluide,  la 
relation  (8)  donnera 

S'  S' 

ou,  remarquant  que  les  rapports  de  S'  à  q'^  ou  q\  sont  des  fonctions 
déterminées  de  ^0  et  t^  : 

S  =  qof{to.t,),  S  =  îiF  (fo,  ^i). 


1  On  verra  que  c'est  précisément  en  cela  que  consiste  le  principe  de  M.  Glaasias. 
s  On  sait  qoe  poor  les  vapeurs  T  est  fonction  de  t  sealement  ;  doBC  il  doit  en 
être  de  même  pour  les  gaz,  si  les  égalités  (8)  et  (9)  sont  nnivcrselles. 
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D'après  cela.  Taire  d'une  bande  détachée  dans  le  diagramme  par 
deux  courbes  de  détente  d'espèce  (p,  sous  les  températures  infiniment 
voisines  teit-^dt  (fig.  16)  est  de  la  forme 

dS  =  q  f{t)  dt, 

q  désignant  la  quantité  de  chaleur  que  le  fluide  doit  céder  ou  recevoir 
pour  se  dilater  ou  se  comprimer  sous  température  constante  t  de  M 

en  N. 

T 
Mais,  d'après  (9)         q  =  qQ  —  ^ 

en  substituant  dans  l'équation  précédente,  il  vient  : 
dS=qo^nt)dt, 

ou  puisque,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  T  est  fonction  d% 
la  température  seulement  : 

lo 

Appelons  t'y  f^  T...  des  températures  infiniment  voisines,  inter- 
médiaires entre  ^o  et  ^i,  les  aires  des  bandes  successives  détachées 
dans  le  diagramme  par  les  courbes  de  détente  à  ces  diverses  tempéra- 
tures, auront  pour  expressions  les  quantités 

^^Uo)dio,  ^xCOd/S  ^X(0dr 

^0  ^0  ^0 

qui,  ajoutées,  donneront  visiblement 

S  =  ^y'x(Od^  (10 

k 
ou  autrement,  d'après  (9)  : 

S  =  ^^J^\(t)dt.  (11) 

Cela  posé,  nous  remarquerons  que  l'équation  (7)  en  vertu  de  la  re- 
lation (9)  devient 

S  -  ^  [KcT,  -  KoTo]  =  1^  [k  J,  -  KoTo]  ; 
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c'est  à  dire, 

On  voit  que  les  relations  particulières  (10)  et  (11)  rentrent  dans  ces 
derniers  résultats. 

C€ttô  discusâlôn  démontre  que,  dans  tous  les  cas,  les  quantitéa  S, 
q^,  Qo  sont  liées  par  la  formule  générale 

S  =  K,q,  ^  Keîo  -^f   ^  dl,  (12) 

K  ne  pouvant  être  qu'une  même  fonction  de  la  température  pour  tous 
les  fluides  de  la  nature,  ou  une  constante. 

•8.  Appliquons  ce  résultat  au  cas  d'un  diagramme  compris  entre 
deux  courbes  n  etn  -|-  dn,  d'espèce  4^»  infiniment  voisines  {fig.  16). 
D'après  l'équation  générale 

«0  —  Tdn, 

les  valeurs  des  quantités  q^   qo^  infiniment  petites  pour  ce  dia- 
gramme, sont 

q^  —  Tidn,  ^o  =  Todn. 

Conformément  à  (12),  Taire  du  diagramme  proposé  est  donc 

dS  =  (k^Ti  —  KoTo)  dn  =  dn/    i^^dX; 

Considérons,  pour  un  instant,  la  température  ^o  comme  donnée.  La 
bande  comprise  entre  les  deux  courbes  \  peut  se  prolonger  indéfimment 
par  le  haut  ;  son  aire  croit  avec  ^  ,  donc  le  produit  KT  doit  être  une 
fofwtion  croissante  avec  la  température  t. 

L'utilisation  de  ce  même  diagramme  infiniment  étroit  est 

94.  Tels  sont  les  résultats  auxquels  conduisent  les  raisonnements 
abstraits,  fondés  uniquement  sur  ce  qi^'il  serait  absurde  d'admettre 
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la  posi$ibilitéd^  créer  d$  toutes  pUees  du  travail  ou  d^  la  chQ,leHr^  Ces 
hypothèses  ou  des  expériencçs  spéciQ^tl^  nature  dçs  quantités^  K  et  T 
permettront  d'aller  plus  loin. 

Nous  remarquerons  toutefQis  qu'on  ne  pqurrait  avoir,  eii  mêpoe 
temps, 

T  =  constante  et  K  =  constante  : 

car  il  s'ensuivrait  S  =  0  ;  ce  qui  est  inadmissible,  comme  le  montrent 
les  figureiç  16  et  17;  cela  résulte  d'aUleyr^  de  cç,  qy'gfi  ymX  4e  recon- 
naître m  sujet  dw  produit  KT. 

II. 

•5.  Au  point  de  vue  de  Garnot  et  de  Clapeyron  : 

îi  =  9o  ='  </. 

Cette  égalité  oblige  de  supposer  que  T  est  une  conatanla  ;  dlâl^  SQ 
est  une  différentielle  exacte.  L'équation  (12)  devient 


■'■'"'*. 


h 

K  est  alors  une  variable  :  c'est  une  fonction  croissante  de  la  tempé- 
rature et  la  même  fonction  pour  tous  les  fluides.  On  retrouve  identi- 

dK      1 
quement  l'équation  de  Clapeyron,  si  l'on  pose  —  ==  i;. 

Ml.  Si  T  n'est  pas  une  constante,  remontons  aux  équations  (2)  et 
(5).  D'après  ces  équations,  K  exprime  le  travail  produit  par  la  destruc- 
tion i  la  température  t,  d'une  quantité  de  chaleur  égale  à  i .  Alors  les 
term.es  Kiîi,  ^oÇo  de  Téquation  (J2),  et  ççUe  équation  elle-n)ên|e, 
deviennent  susceptibles  d'une  interprétation  très-simple  :  le  fluide 
recevant  la  quantité  de  chaleur  Çt  à  la  température  ^i  se  trouve  rece- 
voir une  somme  de  travail  K^Çi  ;  perdant  une  somme  de  chaleur  q^  à 
la  température  Iq,  il  abandonne  une  quantité  de  travail  KoÇo'  le  fluide 
ayant  été  ramené  à  son  état  initial,  on  utilise  la  différence  S. 

Du  moment  que  de  la  chaleur  équivaut  à  du  travail,  la  question  est 
de  savoir  si  K  est  une  fonction  de  la  température  ou  une  constante.  On 
a  toutes  raisons  de  croire  que  K  ne  peut  être  qu'une  constante.  En 
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effet,  dans  le  cas  où  une  transmission  libre  s'établit^  par  rayonnement 
ou  par  contact,  sans  déperdition  étrangère^  entre  deux  sources  de 
chaleur  dont  les  températures  sont  t^  et  to,  si  Tune  perd  une  somme 
de  chaleur  q^  Tautre  doit  bénéficier  de  cette  même  somme.  S'il  en  est 
ainsi,  l'une  des  sources  a  perdu  une  quantité  IL^q  de  travail,  tandis  que, 
dans  Tautre,  le  travail  s'est  augmenté  de  K09  ;  or,  la  différence 

(Ki-Ko)? 

doit  être  nulle,  sans  quoi,  il  y  aurait  création  ou  destruction  de  travail, 
ce  qui  est  inadmissible;  donc  la  valeur  de  K  est  une  constante  :  on 
l'appelle  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur* 
L'équation  (12)  devient  alors 

S:r=K((/i-go). 

Nos  raisonnements  nous  conduisent  ainsi  à  l'équation  qu'on  écrit 
généralement  de  prime  abord  en  faisant  l'hypothèse  que  la  chaleur  est 
du  mouvement. 

L'utilisation  du  diagramme  compris  entre  deux  courbes  d'espèce  i  in- 
finiment voisines,  représentée  par  l'équation  (13)  se  réduit  à  : 

T, 

Dans  cet  ordre  d'idées,  SQ  n'est  pas  une  différentielle  exacte,  et  T 
est  une  fonction,  soit  de  la  température  seule,  soit  de  la  température 
et  d'une  autre  variable. 

•9.  Tels  sont  donc  les  caractères  particuliers  des  quantités  K  et  T, 
qui  différencient  l'ancien  système  de  Camotetde  Qapeyron  du  système 
actuel.  Tant  que  Ton  conservera  ces  deux  quantités  sous  les  signes 

y  et  d,  nos  équations  embrasseront  tous  les  points  de  vue  compatibles 

avec  l'axiome  qui  a  servi  de  base  à  nos  raisonnements.  Cette  obser- 
vation faite  une  fois  pour  toutes,  nous  supposerons  implicitement  K 
constant  dans  ce  qui  va  suivre. 
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CHAPITRE   U. 


Condition  restrictive  introduite  |>ar  le  principe  de  réquivalence  de  la  chalear  et 
da  travail  dans  les  équations  générales  des  propriétés  calorifiques  et  expan- 
sives  des  fluides.  —  Établissement  d*nne  nouvelle  équation  ayant  pour  objet 
de  représenter  la  quantité  de  travail  emmagasinée  dans  un  fluide.  —  Cas  de  l'air. 
—  Cas  des  vapeurs. 


L 


•9.  II  a  été  établi,  dans  la  première  partie  du  cours  (chapitre  iv), 
que  pour  soumettre  au  calcul  les  propriétés  calorifiques  et  expansives 
d'un  fluide  élastique,  il  fallait  prendre  en  considération  ti'ois  équations 
telles  que  : 

T  (^9  V)  ^=  ^9  loi  <1®  1^  détente  sous  température  constante  i\ 
^  (tr,  f)  =  n,  loi  de  la  détente  dans  une  enveloppe  imperméable  à  la  .     .  . 
chaleur;  )    ^^' 

SQ  =  kdv  '\-  Bdp,  quantité  de  chaleur  pour  la  dilatation  en  ligne 
droite  d'un  point  à  un  point  infiniment  voisin. 

En  désignant  par  a  et' &  les  chaleurs  spécifiques,  par  X  et  (x  les  cha- 
leurs latentes,  nous  avons  obtenu,  entre  ces  quantités,  d'après  leurs 
définitions,  les  relations  suivantes  : 

K  =  4'  B  =  *^; 

dv  dp 

:       (2) 

L'expression  de  $Q  égalée  à  zéro  a  donné  une  relation  différentielle 
qui  doit  être  regardée  comme  caractérisant  une  courbe  de  Tespëce  4^, 
c'est-à-dire  comme  équivalant  à  la  différentielle  de  la  seconde  des 
équations  (1).  De  cette  remarie,  nous  avons  conclu  qu'en  désignant 
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par  T  un  certain  diviseur  d'intégralité,  il  fallait  ,qu'il  y  eût  identité 
entre 


et 


,        dn  ,     .   dît  , 
dn  =  —  dv  +  -T-  dp^ 
dv       '    dp  ^ 


dn=Y  =  -dt;  +  ;fdp; 


(3) 


d'où,  entre  les  quantités  A,  B,  T,^a  condition  algébrique 


dp 


(î)-^©=«- 


Cette  condition  étant  supposée  satisfaite,  il  devient  possible  d'inté- 
grer la  seconde  des  équations  (3),  c'est-à-dire  de  trouver  l'équation 
des  courbes  +.  D'ailleurs,  que  cette  dernière  équation  soit  connue  ou 
non,  il  nous  est  permis  d'écrire  : 

A  _  d«  Ë  —  ^  in\ 

T"  dv'  T  ^  dp  ^^^ 

Les  valeurs  de  A  et  B  tirées  de  ces  égalités  et  portées  dans  les  équa- 
tions (2),  fournissent  entre  a,  6,  X,  fx  des  relations  nouvelles  qui  sont 
générales,  quelles  que  soient  les  fonctions  <p  et  ^,  et  la  valeur  de  T. 

On  sait  enfin  que  la  discussion  qui  vient  d'être  rappelée  peut  se 
faire,  suivant  la  même  méthode,  avec  les  divers  choix  possibles  de  va- 
riables indépendantes. 

••.  Tel  est,  en  résumé,  le  point  où  la  théorie  générale  nous  a  con- 
duit. Ici  intervient  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  La  nécessité  de 
satisfaire  au  principe  de  l'équivalence  du  travail  et  de  la  chaleur  va 
nécessairement  nous  imposer  une  condition  restrictive  dont  nous  n'a- 
vions pas  eu  précédemment  à  nous  préoccuper. 

Considérons  {fig,  18)  Taire  circonscrite  par  une  ligne  fermée  quel- 
conque AMBN,  rapportée  à  deux  axes  Ou,  Op,  et  dont  l'équation,  en 
p  et  V,  est  donnée.  On  obtiendra  cette  aire,  S»  en  menant  à  ia  courbe 
deux  tangentes  AP,  BQ  parallèles  à  i'axe  Oji,  car  on  Ut  sur  la  figure 

S  =  aire  PAMBQ  —  aire  QBNAP. 
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Chacun  des  termes  du  second  membre  a  pour  expression  différentielle 
pdv  et  peut  se  calculer  séparément.  Mais  nous  remarquerons  que 
régalité  précédente  revient  à  écrire 


;=  /  pdv 


(5) 


en  convenant  de  désigner  par  la  notation  /    une  intégration  faite  à 
Tentour  d'une  ligne  fermée,  lorsque,  partant  d'un  certain  point  et 


Flg.  18. 


marchant  dans  un  même  sens,  on  revient  au  point  de  départ.  Le 
résultat  est  évidemhient  indépendant  du  point  initial  choisi. 

Actuellement,  traçons  une  série  de  courbes  d'espèce  ^  infiniment 
rapprochées.  Considérons  Taire  rfS  comprise  entre  Tune  d'elles  MN  et 
la  suivante  M'N'  ;  soient  SQ^  et  8Qo  les  sommes  de  chaleur  nécessaires 
pour  passer  des  points  M  et  N  aux  points  infiniment  voisins  M'  et  N'. 
On  a,  par  hypothèse  : 

rfS  =  K,ao,  -  KoaOo. 

Chacune  des  bandes  comprises  entre  deux  courbes  ^  consécutives 
donnera  lieu  à  une  expression  semblable.  L'équation  de  la  ligne  AMBN 
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étant  connue,  il  n*y  a  qu'âne  variable  indépendante  ;  et  l'on  pourra 
calculer 


S  =  JmOi-J'] 


KoSQo 


sans  que  les  intégrations  offrent  d'autres  embarras  que  des  difficultés 
d'analysé.  Le  résultat  d'un  tel  calcul,  à  l'aide  de  la  notation  dont  nous 
venons  de  convenir,  peut  s'écrire 


=/ 


Kag.  (6) 


Voici  donc  l'aire  S  qui  est  exprimée  par  les  équations  (5)  et  (6)  de 
deux  manières  distinctes.  Par  suite,  on  doit  avoir  l'égalité  : 


r  K50—   r  pdv  =  0. 


(7) 


Je  dis  que  cette  égalité  est  satisfaite  à  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  que  l'expression 

KôQ— pdr, 

soit  une  différentielle  exacte^  et  cela,  quelles  que  soient  d'ailleurs  les 
deux  variables  indépendantes  qu'on  voudra  choisir  entre  les  quatre 
quantités  v,  p,  ^  n. 
Pour  démontrer  ce  théorème,  considérons  une  expression  de  l'espèce 

^  =  Xdx  +  Ydy,  (8) 

X,  Y,  étant  des  fonctions  arbitrairement  données  de  x  et  y.  Une  telle 
expression  n'est  généralement  pas  intégrable  ;  pour  qu'elle  le  soit,  il 
faut  qu'on  ait 

dX_dY, 

dy      rfx  * 

lorsque  cette  dernière  condition  est  remplie,  il  existe  une  certaine 
fonction 

Û  =  F  (x,  s), 

telle  que  sa  différentielle  soit  le  deuxième  membre  de  l'expression  (8). 
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Mais  si  l'on  se  donne  une  relation  arbitraire  quelconque  entre 
X  et  j/,  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  variable  indépendante  et  l'intégration 
devient  toujours  possible.  La  relation  posée  entre  xtXy  est  l'équation 
d'une  certaine  ligne.  Si  le  long  de  cette  ligne  on  fait  la  somme  des  ac- 
croissements $û  entre  les  deux  points  0  et  1,  on  a  toujours 

û, -Ûo  =  J  \dx+  j  Ydy; 

0  « 

et  quand  la  ligne  se  ferme  : 

Qs-^=J  Xdx+  J  Ydy, 

0  0 

Qg  pouvant  avoir  autant  de  valeurs  différentes  qu'il  plaira  de  tracer  de 
courbes  distinctes  partant  du  point  initial  0  et  revenant  à  ce  même 
point. 

Or,  quand  le  second  membre  de  l'équation  (8)  est  une  différentielle 
exacte,  on  a,  entre  les  deux  points  0  et  1,  , 

Ûi  —  ûo  =  F  (X|,  î/i)  —  F  {Xo,  i/o) 

et  ce  résultat  ne  dépend  plus  de  la  configuration  de  la  ligne  tracée 
entre  les  points  0  etl.  Si  la  ligne  se  ferme,  quelle  qu'elle  soit,  le 
second  membre  de  la  dernière  égalité  devient  nécessairement  nul  ; 
donc  on  a  Q«  =  12o)  c'est-à-dire: 


C   Xdx+   i  Ydy  =  0. 


L'égalité  (7)  étant  de  la  forme  de  cette  dernière  équation,  le  théo- 
rème éDoncé  se  trouve  démontré. 


I.  Telle  est  donc  la  condition  voulue  par  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur  :  nous  devons  mettre  en  ligne  de  compte  une  nouvelle 
équation 

dn  =  KoO  — pdi;  (9) 

dont  le  deuxième  membre  doit  être  une  différentielle  exacte. 


126  THÉORIE  DES   MACHINES  MOTRICES. 

En  intégrant  entre  deux  points  0  et  1  d'une  ligne  quelconque,  rap- 
portée aux  axes  choisis,  îl  vient 


Ûi  —  Oo  =   r  KaO  —   r  pdv 


On  voit  par  là  que  lorsqu'on  passe  du  point  0  au  point  1,  la  valeur 
de  U  s'accrott  du  travail  équivalant  aux  quantités  de  chaleur  5Q  reçues 
par  le  fluide,  et  diminue  du  travail  produit  par  la  détente  de  ce  fluide  ; 
12  est,  par  conséquent,  une  grandeur  qui  s'augmente  de  tout  le  travail 
que  le  fluide  reçoit  sous  forme  de  chaleur  et  qui  diminue  de  tout  ce 
qu*il  rend  sous  forme  de  travail.  Tout  fluide  élastique  est  donc  un 
réservoir  de  travail  :  û  est  l'expression  du  travail  qui  s'y  trouve 
emmagasiné. 

Les  physiciens  voient  dans  û  une  grandeur  étroitement  en  rapport 
avec  la  constitution  moléculaire  du  fluide,  interprétation  que  la  suite 
f^a  mieux  comprendre. 

toi.  Développons  maintenant  la  condition  qui  vient  d'être  étabBe, 
L'équation  (9),  en  recourant  à  l'expression  de  SQ  (n®  98),  devient 

dû  =  K^  —  pdv  =  (KA  —  p)  dv  +  KBdp. 

Le  dernier  membre  doit  être  mie  dffiérenfielle  exacte;  d*où  h  con- 
<fitlon  algébrique  : 

A  la  condition  (A)  établie  par  notre  théorie  générale,  vient  donc  se 
joindre,  maintenant,  cette  condition  (6)  nécessitée  par  la  théorie  mé- 
canique de  la  tfhaleur. 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a  identiquement 

KA=jKT,  KB=?KT, 

réquation  (B)  devient,  à  cause  de  (A)  : 

AdKT       BdKT       .  .^. 
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Deux  des  équations  (A),  (B),  (C)  entraînent  la  troisième.  En  consé- 
quence, il  est  nécessaire  et  suffisant  que  deux  de  ces  trois  conditions 
soient  remplies.  Le  choix  portera  sur  celles  qui  se  prêteront  aux  calculs 
les  plus  simples  selon  la  question  qu'on  aura  en  vue. 

Ces  résultats  se  présentent  sous  une  forme  plus  simple  lorsqu'on 
met  n  en  évidence.  En  effet,  en  vertu  des  équations  (4),  d'une  part, 
la  condition  (A)  se  trouve  naturellement  satisfaite  ;  d'autre  part,  la 
condition  (C)  devient 

rfn  dKT  _  (/n  dKT  _ 

dv  dp        dp  dv   "^    '  ^  ^ 

Si  l'expression  de  «  était  connue,  la  condition  .^D)  serait  donc  la 
seule  à  remplir.  Autrement  dit,  l'équation  (D)  aura  pour  objet  de  faire 
trouver  T  quand  on  connaîtra  n,  ou,  inversement,  de  donner  w  quand 
T  sera  connu.  Mais  cette  équation  n'est  pas  généralement  résoluble. 


U. 


t09.  Appliquons  les  considérations  précédentes  au  cas  de  Tair. 
Pour  l'air,  d'après  les  lois  de  Mariotte  et  dô  Gay-Lussac  (36),  l'équa- 
tion d'une  courbe  de  l'espèce  9  est 

^      c  oa  'P-'-  =  L  (10) 

On  a,  par  conséquent,  d'après  les  équations  (2)  : 

COL  ca 

COL  ^     COi 

Partons  de  ce  fait  d'expérience  que  a  est  constant. 
La  théorie  générale  nous  donne  pour  l'équation  différentielle  d'une 
courbe  de  l'espèce  9  l'expression 

Ç  =  d«.  .       (U) 
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T  désignant  un  diviseur  susceptible  de  rendre  différentielle  exacte 
l'expression  de  5Q;  d  où  pour  T,  la  condition  algébrique 

dp\T)      dv\Tr  ^^ 

c'est  la  condition  (A). 
La  théorie  mécanique  intervient  et  prescrit  en  outre  que 

\  COL  ^  J  COL 

soit  une  dirférenlielle  exacte,  d'où  la  condition  (Fune  des  conditions 

B  ou  C)  : 

d  (Kbv)      ^ 
— ^- — ^  =  Ka—  col; 
dv 


c'est-à-dire,  sous  forme  finie. 

Uv  =  {M-c<x)v  +  f(p), 

Il'i 

ou                            K(a      fr)  =  ca      ^^''\ 

[U  bis\ 

f  (p)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  p. 
En  portant  dans  [1],  la  valeur  de  b  tirée  de  [il],  il  vient  : 

d^  /Kap\  _  d  r(Kfl  —  ca)  t;  +  /*  {pn 
dpVT/       SiL  T  J' 

condition  unique  à  laquelle  il  s'agit  de  satisfaire.  U  sufQt  de  prendre 
pour  T  une  solution  particulière  de  cette  dernière  équation.  Considé- 
rons T  comme  fonction  de  p  seulement;  la  condition  à  remplir  devient 

Ka      Kap  dT  _  Ka  —  ca 
"t       "r^dp""       T       ' 
qui  se  réduit  à 

dT  _ccidp 
T  ""  Ka  p  ' 

équation  intégrable  d'où  l'on  tire,  en  omettant  le  facteur  constant, 

1  =  /".  (12) 


Cflt 

Kn^-vp        +r    /   P        t(P)àp.  (13) 

cet 
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Si  ToQ  développe  maintenaat  l'équation  différentielle  (11)  oi&  Féqua- 
tion  équivalente 

T    * 
elle  devient,  d'après  la  valeur  de  Kbv  tirée  de  [11]  et  celle  de  T  ; 

COL  COL  ca. 

Ka  Ka  Ka 

et  l'intégration  donne  : 

/COL 
P        f(p)dp 

Enfin,  si  l'on  substitue  dans  dQ  la  valeur  de  b  tirée  de  [H],  on  trouve 

d'où,  en  intégrant 

,     On  connaît  ainsi  T,  n,  û  :  le  cas  de  l'air  est  donc  entièrement 
résolu. 

108.  Ces  derniers  résultats,  où  figui*e  une  fonction  inconnue  /  (p), 
méritent  qu'on  les  discute. 

Nous  ferons  d'abord  une  remarque  au  sujet  de  T.  On  sait  (25)  que  si 
un  diviseur  T  rend  intégrable  l'expression  de  $Q,  il  en  sera  de  même 
de  tout  diviseur  T|/ qu'on  obtiendra  en  multipliant  T  par  une  fonction 
de  w. 

Or,  l'équation  (13),  à  cause  de  (12),  conduit  à 


1        K«       / 


COL 


Ka  1      Ka      f  Ka 

^'^^^^'^^P  +  TZP        I    P         f(P)<iP> 


130  THÉORIE  DES   MACHINES   MOTRICES. 

c*est-à*dire,  en  tirant  vp  de  (10),  à 

B=T,=  (l  +  ,)  +  *, 
en  posant,  pour  simplifier  : 


COL  f  CCL 


Examinons,  en  premier  lieu,  le  cas  oiif(p)=:0.  Alors  réqualion  [II] 
se  réduit  à 

.  K  (a  —  fr)  =  ca  ; 

donc,  par  suite,  b  est  constant.  On  retombe  sur  le  cas  traité  dans  ta 
première  partie  du  cours  (38).  En  effet,  les  relations  (16)  et  (15) 
donnent 

A  =  0,  '^*=i  +  ^' 

et  l'équation  (13)  d'une  courbe  d'espèce  ^  devient 


a      « 

qui  ne  présente,  avec  le  résultat  trouvé  au  n°  39,  qu'une  variante  de 
forme. 
Quant  à  l'expression  de  Q,  elle  se  réduit  à 

û  =    __  ,  vp  +  constante  C.  (17) 

C'est  la  valeur  du  travail  emmagasiné  dans  l''  d'air  pris  à  l'état 
(t;,  p).  Pour  n  kilogrammes  d'air  occupant  le  volume  Uv  =:  V,  sous  la 
pression  p  =  P,  le  travail  emmagasiné  est,  par  suite, 

"^=^VP+nC;  (18) 

En  second  lieu,  nous  remarquerons,  d'après  (15),  que  le  diviseur  T^ 
serait  également  une  fonction  de  ty  si  /'(p),  sans  être  nulle,  était  choisie 
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de  telle  sorte  que  h  fût  une  constante.  Pour  suivre  les  conséquences 
d*un  choix  semblable,  résolvons  l'équation  (16)  par  rapport  à  f{p);  on 
trouve,  après  Tavoir  différentiée  : 

f(p)^-hy. 

Cette  valeur,  portée  dans  l'expression  générale  (14)  de  Q|  conduit  à 

IjVp  —  hca  logp  +  constante. 

On  reconnaît  sous  cette  forme,  que,  pour  p  =  0,  la  quantité  û  de- 
viendrait =h  ooy  selon  que  h  serait  positif  ou  négatif,  résultat  inadmis- 
sible. Donc  on  doit  supposer  A  =  0,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent. 

L'expresiion  de  û  donnée  par  l'équation  (17)  est  caractéristique. 
Lorsqu*un  fluide  auquel  cette  expression  convient  se  dilate  sotis  tem- 
pérature  constante^  il  rend  exactement,  en  travail,  ce  qu'il  reçoit  sous 
forme  de  chaleur  ;  cela  s'interprète  en  disant  qu'alors  le  travail  intra- 
moléculaire  est  nul.  Un  tel  fluide  est  appelé  gaz  parfait. 

Lorsqu'un  gaz  rend  moins  en  travail  qu'il  n'a  reçu  en  chaleur,  on  se 
représente  la  différence  comme  étant  l'expression  d'un  travail  usé  în- 
térieurement  à  la  production  d'un  changement  d'état  moléculaire  ^ 

Le  long  d'une  courbe  de  l'espèce  ^^  telle  que  CD  {fig.  1),  on  a 
toujours 

no  =  n4  — I  pdv; 

0 

d*où,  dans  le  cas  de  l'air,  d'après  (17)  : 

0 

ce  qui  permet  de  retrouver  le  diagramme  D  du  numéro  /i2. 

I04.  Une  môme  série  de  calculs  pourrait  se  faire  avec  un  autre 
choix  de  variables  indépendantes,  soit  t;  et  t^  soiip  et  t  (Voir  N^  12&)« 
On  retrouverait,  après  discussion,  les  résultats  auxquels  nous  venons 
d'arriver. 


1  Les  expériences  de  MM.  Joule  et  Thompson  (1854)  qqI  faii  voir  que,  dans  on 
gas,  le  traTail  interne,  tonjours  aseei  petit,  pti  d'autant  plus  ^and  que  le  gu 
•'écarte  plus  de  la  loi  de  Mariette. 
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IH, 


lOS.  Passons  au  cas  des  vapeurs. 

L'aire  S  d'un  diagramme  tel  que  BoBiB^B'o  {fig-  17),  compris  entre 
deux  courbes  d'espèce  'l',  a  été  calculée  au  chapitre  VIII  de  la  théorie 
générale.  En  effet,  de  la  relation 

XAv  =  TAw, 
démontrée  au  n®  74,  on  tire 

Mais,  d'un  autre  côté,  nous  avons  établi  l'équation  gàiérale 

S  =  K((?|-(?o); 

et  comme  le  long  des  droites  B|B'|,  BqB  o,  parallèles  à  l'axe  Ov^  on  a 

q^  =  l^^Vi  =  T^An,  f/o  =  XoAvo  =  ToA?i, 

équation  précédente  revient  à 

/*'*  dT 
dï  ^^'  ^^^ 


^0 

La  condition  d'équivalence  entre  les  expressions  (1)  et  (2)  est  donc 
K^-îî^  (3) 

^dt-'idr  ^^^ 

On  sait  déjà  (72)  que,  pour  les  vapeurs,  T  est  une  fonction  de  t  seu- 
ement;  la  remarque  du  N°  03  permet  d'ajouter  que  cette  fonction  est 
essentiellement  croissante  avec  t. 

ion.  Les  considérations  générales  des  N""  99  et  100  s'appliquent 
aux  vapeurs.  On  doit  donc  exprimer  que  la  quantité 

dû  =  KÔQ  —  pdu  =  KTdii  —  pdv 

est  une  différentielle  exacte.  11  convient  de  prendre  v  et  (  pour  varia- 
bles indépendantes.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  développer  la 
condition  dont  il  s'agit.  Par  cette  voie,  on  obtient  de  prime  abord 
l'équation  (3),  puis  toute  la   théorie  des  vapeurs;    cette  théorie 
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revient  à  celle  que  nous  connaissons  déjà  (1"  partie,  chap.  viii),  dans 
laquelle  on  introduirait  l'équation  (3). 

lOV.  11  nous  reste  à  trouver  û.  On  l'obtient  rapidement  en  partant 
de  l'expression  connue  (u9  72)  : 

«Q=T(ir^(i;  — w)|  +rdt 

qui,  portée  dans  dQ,  donne 

rfû  =  KW  [^  {V  —  w)l  +  Krdt  —  pdv. 

Cette  dernière»  en  vertu  de  (3),  revient  à 

dû  =  d  [kX  (V  —  «(?)]  —  d  {vp)  +  wdp  +  Krdt 

Le  second  membre  est  une  différentielle  exacte.  L'intégration  donne 

Q  =  Kk{v  —  w)  —  vp  +  fwdp  +  I  Krdt, 

ou,  en  intégrant  le  troisième  terme  par  parties,  simpliûant  et  transpo- 
sant, 

û=  K  ï  frdt  +  -k{v  —  w)l  —  [  f  pdw  +  p  {v  —  w)!.      (4) 

Ce  résultat  est  directement  évident  sur  la  figure  17,  d'après  la  défi- 
nition deû.  En  effet,  le  premier  terme  exprime  le  travail  de  la  chaleur 
communiquée  au  kilogramme  de  la  substance  donnée  :  1^  sous  forme 
de  chaleur  sensible  le  long  de  la  ligne  w  ;  2^  sous  forme  de  chaleur 
latente  le  long  d'une  parallèle  à  l'axe  Ov;  le  second  terme  représente 
le  travail  produit  extérieurement  par  la  dilatation  de  la  substance 
durant  qu'elle  reçoit  ces  sommes  de  chaleur. 

Comparons  1*  d'un  liquide  à  l'état  (p,  w,  0  et  1*  de  vapeur  saturée 
à  la  même  température  t.  De  l'un  à  Tautre  de  ces  deux  états,  d'après 
(4),  la  valeur  de  û  s'accrott  de 

û|— ûo==KX(W  — ty)  — p(W  — w)=KL— p(W  — If;).        (5 

C'est  le  travail  emmagasiné  par  1*^  d'une  substance,  dans  le  passage 
de  l'un  des  deux  états  à  l'autre;  ou  encore,  la  quantité  de  travail  qui 
est  considérée  par  les  physiciens  comme  employée  à  changer  la  con- 
stitution moléculaire  de  1*  le  liquide  devenant  vapeur. 


13/t 


THÉORIE  DBS  HACHIMn  MOTRICES. 


CHAPITRE   m. 


Théorie  des  liquides  supposés  incompressibles.  ^  Formule  de  M.  Regnanlt  expri- 
mant le  total  de  la  chaleur  nécessaire  pour  porter  1  kilogramme  d*ean  de  0  à 
sa  température  d*ébttllition  sous  pression  constante.  —  Discussion  de  l'éipiatian 
fondamentale  des  expériences  calorimétriques. 


109.  A  l'occasion  du  phdnomène  de  la  formation  des  vapeurs  dans 

le  vide  (n**  70),  nous  avons  parlé  d'une  relation  telle  que 

^  =  f{t) 

qui  exprime  la  loi  des  pressions  ic  de  la  vapeur  saturée  aux  températures/. 

Nous  avons  appelé  %  la  valeur  de  t  pour  laquelle  le  liquide  présenterait 

un  commenœment  de  congélation,  et  iuq  =  f%)  1^  pression  de  la  vapeur 

à  cette  température  Oq. 
Rapportons  à  deux  axes  rectangulaires  {fig,  19)  le  point  G  dont 
Tordonnée  est  ico  et  dont  Tabcisse  est  le 
volume  de  1^  de  liquide  pris  à  Pétat  {if^y 
do).  Par  ce  point  G,  traçons  la  ligne  GS, 
dont  les  abcisses  sont  les  volumes  tfssw 
du  kilogramme  de  liquide,  aux  états  (ic»  t). 
En  prenant  le  kilogramme  de  liquide  k 
un  état  (tc,  t)  spécifié  par  un  certain  point  S 
de  la  ligne  GS,  on  peut  imaginer  qu'on 
le  refroidisse  sous  la  pression  constante 
jp  =  TU,  jusqu'à  la  température  6,  où  com- 
mencerait la  congélation.  Marquons  sur 
la  droite  p  =  it  le  point  M,  dont  Tabcisse 
est  le  volume  du  kilogramme  de  liquide  à 

'état  (iv,  0),  On  voit  que  par  le  point  G  on  doit  concevoir  une  ligne  GM, 

lieu  des  points  M  qui  viennent  d'èlre  définis. 
C'est  entre  les  lignes  GS,  GM,  que  se  trouve  renfermée  la  région  des 


Fig.  19, 
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états  complètement  liquides  ^.  Une  théorie  exacte  des  liquides  deman- 
derait qu'on  connût  non-seulement  la  courbe  GS,  mais  encore  la  ligne 
GM,  ainsi  que  les  valeurs  de  ô  le  long  de  cette  ligne.  A  l'égard  de  l'eau, 
nous  ferons  remarquer  que  la  valeur  particulière  de  6  qui,  le  long  de 
la  ligne  GM,  correspond  à  la  pression  atmosphérique  tc  =  10333*,  est 
celle  qu'on  a  prise  pour  le  zéro  de  l'échelle  centigrade,  et  que  la  va- 
eur  de  t,  qui  correspond  à  la  même  pression  de  10333*,  le  long  de  la 
courbe  GS,  est  celle  qu'on  a  adoptée- pour  100**. 

Il  peut  se  faire  que  la  température  de  congélation  0  varie  avec  la 
pression  qui  agit  sur  le  liquide.  M.  Regnault  a  reconnu  qu'effective- 
ment il  en  est  ainsi  :  la  température  %  au  point  G  serait  quelque  peu 
différente  du  0  de  l'échelle  centigrade*. 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  comment  varie  le  volume  v  d'un 
liquide  lorsque,  maintenu  à  une  température  constante  /,  il  est  soumis 
à  une  pression  croissante  p. 

Dans  la  deuxième  édition  du  Traité  de  mécanique  de  Poisson  (t.  II, 
p.  719),  il  est  dit  qu'à  la  température  de  10'  centigrades,  sous  des 
pressions  très-grandes,  le  coefficient  de  compressibilité  de  l'eau  est 
sensiblement  proportionnel  à  la  pression,  et  tellement  petit  que,  pour 
une  augmentation  de  pression  de  1  atmosphère,  on  a  : 

dv 

—  -1  =  0,000046. 

D'après  les  expériences  de  M.  Regnault  3,  le  même  coefficient  peut 
être  fixé  à 

—  —  =:  0,000048. 

D'un  autre  côté,  il  s'agit  de  savoir  ce  que  devient  la  température 
d'un  liquide  soumis  à  une  pression  croissante  p,  dans  une  enveloppe 
imperméable  à  la  chaleur.  Suivant  la  citation  de  Poisson  que  nous 
venons  d'indiquer,  un  accroissement  de  pression  de  plusieurs  atmo- 
sphères ne  ferait  pas  augmenter  sensiblement  la  température.  M.  Re- 

« 

*■  GtUe  région  serait  limitée  dans  le  haut  par  une  parallèle  à  l'axQ  Ov  menée 
par  le  point  de  rencontre  dos  lignes  v  =  w  ett;  =  'W.  (Voir  la  note  du  N®  75.) 

s  D'après  les  expériences  de  M.  William  Thomson,  un  accroissement  de  8  atmo- 
sphères abaisse  la  température  de  fusion  de  la  glace  de  près  de  O^'Qô.  {Praeeedings 
of  ihe  Royal  Sociely  of  Edinburg,  1850.) 

3  Mémoires  de  V Académie  des  ScienceSf  t.  XXI,  p.  455. 
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gnault  a  reconnu  qu'une  augmentation  subite  de  pression  de  1  à  10 
atmosphères  ne  produit  pas  un  échauffement  de  Vso  cle  degré  de  l'é- 
chelle centigrade  *. 
Tels  sont  les  faits  d'expérience  que  nous  aurons  à  invoquer. 

tOO.  La  quantité  de  chaleur  oQ  qu  un  liquide  doit  recevoir  pour 
passer  d'un  certain  état  (p,  0  ^  ^^  ^tat  infiniment  voisin  (p  -f"  ^P» 
t  +  dt),  est  donnée  (31)  par  l'expression  complète 

SQ  =  jxdp  +  adt, 

dans  laquelle  fA  désigne  la  chaleur  latente  nécessaire  pour  augmenter 
la  pression  de  1  lorsque  dt  =  0.  Au  premier  degré  d'approximation, 
sinon  exactement,  les  expériences  nous  autorisent  à  ne  pas  tenir 
compte  de  cette  chaleur  latente.  Par  suite,  l'expression  de  SQ  se 
réduit  à 

50  =  adt.  ;i) 

Cela  revient  à  dire  que,  pour  les  liquides,  les  courbes  de  l'espèce  {i, 
données  par  la  condition  3Q  =  0,  coïncident  avec  les  courbes  de  l'es- 
pèce ç,  pour  lesquelles  t  =  constante. 

Si,  de  plus,  on  néglige  le  coefficient  do  compressibilité,  l'expression 
de  V,  qui  généralement  est  une  fonction  de  p  et  t,  se  réduit  à 

v  =  w=:^f{t)  (2) 

sous  la  condition  qu'on  aura  : 

p  >  7c,  c'est-à-dire  P>  f(t)* 

En  vertu  de  (1)  et  (2),  toute  parallèle  à  l'axe  Oy  est  à  la  fois  une 
ligne  de  l'espèce  f  et  une  ligne  de  l'espèce  ^, 

Enfin,  si,  négligeant  la  variabilité  de  6  le  long  de  la  ligne  GM,  on 
pose 

0  =  constante  =  zéro  centigrade,  (3) 

la  ligne  GM  devient  aussi  une  droite  parallèle  à  l'axe  Otj, 

tiO.  Acceptons  les  relations  (1),  (2)  et  (3)  comme  représentant  les 
propriétés  des  liquides. 

ft  Mémoires  de  V Académie  dee  Scieneet,  t.  XXI,  p.  464. 
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Considérons  Taire  comprise  entre  deux  parallèles  à  Taxe  Oy  à  des 
distances  w  etw  +  dw  de  Torigine.  Elle  a  pour  expression 

(p  —  7c)  dw  ==  (p  —  ic)  —  dt. 

En  vertu  du  principe  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  il  faut 
que  cette  même  étendue  soit  égale  à 

Kadt  —  Krdt. 

Il  faut  par  conséquent  qu'on  ait 

(p-^)^^Ka^Kr.  (4) 

Cette  relation  conduit  à 

K5Q  =  Kadt  ==  fKr  +  (p  -  ^)  ^  1  dt. 

L'équation  générale  des  courbes  d'espèce  +, 

T' 

subsistera  toujours;  mais,  d*après  ce  qu  on  vient  de  dire  relativement 
à  la  nature  de  ces  courbes,  on  voit  que,  pour  les  liquides  supposés 
incompressibles,  on  devra,  poser  : 

KT  =  rKr  +  (p-7r)^1/'(0.  (5) 

lit.  M.  Regnault  a  donné 

Q  =  t  +  0,00002^3  +  0,0000003^•*  (6) 

pour  l'expression  de  la  quantité  totale  de  chaleur  Q,  qui  élève  de  0  à  f 
la  température  de  1*  d'eau,  sous  une  pression  constante  p  =  tc  =  /*  (t). 
On  en  tire 

Appelons  s  l'aire  triangulaire  GMS  comprise  entre  les  lignes  GM,  6S 
et  la  droite  p  =  ?c.  A  l'entour  de  cette  aire,  de  G  en  M;  la  quantité  de 
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chaleur  est  supposée  nulle,  de  M  en  S  elle  est  égale  à  Q,  et  d'après 
le  principe  delà  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  il  faut  qu'on  ait 


-/ 


«  =  0  +  KQ  — K   J    rdt.  («^ 

0 

En  remplaçant  t  par  ^  +  df,  cette  équation  devient  : 

pt+dt 
s  +  d5  =  K  (0  +  dO)  —  K  /         rdt, 

0 

d'où,  par  suite, 

ds  =  KdQ  —  Kr(tt  =  (k  ^  -  Krj  dt. 

D'un  autre  côté,  en  appelant  j  Tabcisse  du  point  M,  la  figure  fait 
voir  que 

En  égalant  ces  deux  expressions  de  ds,  il  vient 

K§-Kr  =  („-;l^-î.  ,9) 

Tirant  de  là  Kr  pour  porter  sa  valeur  dans  (&),  on  trouve  : 

c'est-à-dire  l'expression  de  a  en  fonction  de  p  et  ^  comme  variables 
indépendantes. 
Cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

dw   ,   -^  dQ    .    .dit       d  ,     .  ,.^ , 

et  sous  cette  forme  elle  est  facile  à  vérifier.  Menons  une  parallèle  à 
l'axe  Ox  correspondant  à  une  valeur  quelconque  p'  de  p;  les  limites  de 
la  température  le  long  de  cette  droite  sont  f  =  ô  ;=  0,  au  point  N  où 
elle  coupe  la  ligne  GM,  et  t  =  t',  au  point  I  où  elle  rencontre  la  courbe 
GS.  En  multipliant  (10  bis)  par  dt  et  intégrant  det=Olt  =  f,on 
doit  trouver  le  même  résultat  que  si  dans  l'expression  (6)  de  Q  on  rem- 
plaçait t  par  t'. 
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Voyons  s*il  en  est  ainsi.  L'intégration  de  (10  bU),  p  étant  constant 
égal  à  f^  donne 


/' 


ILadt  =  p'w  +  KO  -f-;ic  —  tw; 

à  la  limite  supérieure  tsst'^  on  à: 

w  =  w\        0  =  0'        p  =  ic  =  ic'; 
à  la  limite  inférieure  ^  =  0  : 

w=h  0=0; 


et  l'on  trouve  : 

Kadt  =  KO', 

ô 


r 


concordance  parfaite  entre  la  signification  de  l'équation  (6)  et  la  théorie 
des  liquides  que  nous  venons  d'exposer. 

119.  Nous  remarquerons  que  si  Ton  supprimait  tous  les  termes 
qui  ont  pour  facteurs  ty,j  et  "j-,  les  équations  (9)  et  (10)  se  rédui- 
raient à  la  relation  unique 

ce  qui  reviendrait,  d'après  (8),  à  négliger  Faire  s  comprise  entre  les 
lignes  GM  et  GS. 

L'interprétation  que  M.  Regnaulta  donnéeà  la  formule  (6)^  d'après  le 
tableau  qui  accompagne  son  mémoire  *,  autorise  ces  réductions  et, 
par  conséquent,  leurs  conséquences  ;  elles  conviennent  sans  doute  à 
un  premier  degré  d'approximation,  et  nous  les  Introduirons,  à  ce  titre, 
dans  la  théorie  des  macliines  à  vapeur  ^. 

II. 

fis.  Une  question  fondamentale  se  présente  ici.  Quelle  est  la 
signification  effective  des  nombres  par  lesquels  les  physiciens  repré- 

«  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences^  t.  XXI,  p.  748. 
t  Voir,  ao  snjet  ie  la  théorie  des  liquides,  la  note  p.  177. 
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sentent  des  quantités  de  chaleur?  Celte  signification  permet-elle  de 
faire  figurer  exactement  de  tels  nombres  à  la  place  des  ^  de  nos 
équations? 

Dans  un  vase  renfermant  un  poids  Ifi  d'eau,  à  la  température  ti, 
on  immerge  un  corps  de  poids  II^  dont  la  température  est  ^^  >  ^4.  On 
attend  que  l'équilibre  thermométrique  soit  établi  entreTeauetle  corps 
plongé.  Il  est  sous-entendu  qu'il  n*y  a  aucune  perte  de  chaleur  par 
voie  de  refroidissement  extérieur.  Si  /  désigne  la  température  finale, 
C|,  63  les  chaleurs  spécifiques  par  unité  de  poids  des  deux  espèces  de 
matières,  on  pose 

n,c^(t-^u)  =  u^c^(U^t), 

delà  : 

c,      n,7,~-0'  ^' 

i« 
Ce  sont  ces  rapports  —  qu'on  appelle  des  sommes  de  chaleur. 

Il  s'agit  de  savoir  si  l'équation  (1)  est  conforme  ou  non  à  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur  lorsque,  au  point  de  vue  de  cette  thécrie, 
C|y  c^  désignent  les  quantités  de  chaleur  effectivement  transmises  et 
gagnées  par  unité  de  poids  des  matières  mises  en  présence. 

Désignons  par 

^it  t's»  1m  volâmes  par  unité  de  poids  des  denx  matières  anx  températures d,  (t ; 

Vf,  V9,  les  volnmes  à  la  température  t; 

coi,  ci>3,  les  quantités  de  travail  emmagasinées  aux  température  tu  h; 

^i>  ^i>  le>  quantités  de  travail  emmagasinées  à  la  température  t; 

p  =z  \  0333',  la  pression  atmosphérique  par  mètre  carré. 

A  l'état  initial,  le  poids  ÏIj  n'étant  point  encore  immergé,  le  volume 
du  poids  total  IIi  +  IIj  est  Vj  +  v^  et  le  travail  emmagasiné  a  pour 
expression 

IIiO)f  +  U^b}^.  (2) 

A  l'état  final,  le  volume  total  est  Vi  +  Vj  et  le  travail  emmagasiné 
denent 

HA+nA.  (3) 
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Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'on  ait 

alors  il  y  a  soulèvement  du  poids  de  l'atmosphère  à  la  surface  du  bain 
d'eau,  c'est-à-dire  production  d'un  travail  qui  est  égal  à 


pr(Vi  +  V.)-{i;4+Vsl. 


(4) 


L'expression  (3)  doit  être  la  différence  entre  les  expressions  (2)  et 
(4);  d'où  l'égalité  * 


(5) 


Gela  posé,  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  donne  séparément  ^ 

n.ûi  ==  n^o»,  +  n,Kci  {t  -  ^,)  -  p  (Vt  -  v,), 

Djûa  =  Hacoa  —  U^ic^  (f,  —  0  +  P  (Vf  —  «'i)- 

Ces  relations  doivent  être  d'accord  avec  Tégalilé  (5).  En  retranchant 
leur  somme  de  cette  dernière,  il  vient  : 

0  =¥IliCi  {t  —  U)  —  KHi^i  (ta  —  t); 

et  après  avoir  divisé  par  K,  on  retrouve  précisément  l'équation  (1).  Donc 
l'équation  (1)  est  parfaitement  exacte;  la  théorie  mécanique  de  la  cha- 
leur n'y  apporte  aucune  correction. 

A  On  remarqnera  que  le  seul  fait  de  rimmersion  du  poids  IIi  ne  change  rien 
à  Texpression  (2)  :  d'une  part,  Tatmosphère  est  soulevée,  puisquo  ]e  niveau  du  li- 
quide s'élève;  d'autre  part,  elle  vient  remplir  l'espace  qu'occupait  le  corps  avant 
son  immersion;  d'où,  deux  travaux  égaux  à  p\i  qui  se  compensent.  —  Il  est 
sous-entendu  que  les  vitesses  des  poids  ni  et  ils  ne  sont  pas  à  prendre  en  consi- 
dération. 
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CHAPITRE   IV. 


Infériorité  caractéristique  de  tonte  machine  à  air  on  &  Tapeur  relatÎTement  an 
ty^  rationnel  d*nne  machine  théoriquement  parfaite.  —  De  l'emploi  de  la  Tapeur 
surchauffée. 


I. 

114.  La  machine  théoriquement  parfaite  dont  il  a  été  question 
dans  rintroduction  est  un  type  conçu  au  point  de  vue  de  la  meilleure 
utilisation  de  la  chaleur.  Le  diagramme  qui  s'y  rapporte  a  pour  objet 
de  rendre  manifestes  certaines  lois  de  physique  rationnelle;  mais  c'est 
purement  l'image  d'une  construction  de  Tesprit  dont  s'éloigne  le  vé- 
ritable mode  de  fonctionnement  d'une  machine  motrice. 

La  distinction  deviendra  complète  si  Ton  se  reporte  au  premier  cha- 
pitre du  cours. 

Menons,  en  effet,  parles  points  Bo,  B'i  {fig.  16),  des  parallèles  à  l'axe 
Ov;  la  figure  quadrilatérale  Bq  C  B'|D  qu'elles  déterminent  avec  les 
courbes  BoB|,  B'qB'i,  d'espèce  ^^  est  le  diagramme  d'une  machine 
motrice  dans  laquelle  le  cylindre  travailleur  reçoit  le  kilogramme  de 
fluide  chauffé  à^i,  à  Tétat  B'|,  tandis  que  le  cylindre  alimentaire  prend 
ce  fluide  à  rétat  Bq  et  à  la  température  lo-  Voilà  le  diagramme  vraiment 
réalisable.  Comparé  au  diagramme  de  la  machine  théoriquement  par- 
faite, il  en  diffère  par  les  deux  triangles  CBiB'4,  BqDB'o,  dont  la  somme 
représente  une  perte  pratiquement  inévitable. 

L'utilisation  n'est  également  que  celle  qui  a  été  établie  au  chapitre 
premier,  calculée  ensuite  pour  la  machine  à  air,  et  discutée,  au  n*  69, 
à  propos  d'une  combinaison  qui  permettrait  de  réaliser  un  diagramme 
de  l'espèce  qui  se  rapporte  à  une  machine  théoriquement  parfaite. 

n. 

115.  Le  mode  de  fonctionnement  des  machines  à  vapeur  n'est  pas 
non  plus  celui  de  la  machine  théoriquement  parfaite.  La  discussion 
suivante  va  faire  comprendre  la  distinction  et  la  motiver* 
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Le  diagramme  d'une  machine  à  vapeur  théoriquement  parfaite,  étudié 
auii<>86,  est  tel  que  t^DU^iV^Vo  {fig.  15,  p.  85),  limité  par  deux  courbes 
d'espèce  ^.  Suivons,  pour  un  instant,  les  faits  que  retrace  un  pareil 
diagramme  :  le  kilogramme  de  vapeur  ou  de  vapeur  mêlée  d'eau,  intro- 
duit dans  le  cylindre  travailleur  à  l'état  V^,  puis  dilaté  de  Vi  en  Vq,  est 
évacué  dans  une  capacité  où  règne  la  température  îq  ;  de  là,  le  cylindre 
alimentaire  le  reprend  sous  le  volume  Vq  pour  le  refouler  dans  la 
chaudière,  où  il  arrive  complètement  liquéfié  à  l'état  w^. 

Dans  ces  conditions,  la  quantité  de  chaleur  dépensée  par  la  chau- 
dière et  celle  que  le  réfrigérant  absorbe  sont  : 

Qi  =  \  (Vi  —  Wi),  îo  =  \)  (Vo  -  Vo). 

Le  diagramme  utile  est  Taire  S  comprise  entre  les  deux  courbes 
«''it'oj  ViVo  calculée  au  n**  76.  Par  suite,  l'utilisation  est 

valeur  indépendante  de  la  différence  V^  —  w^. 

Ainsi,  dans  les  conditions  supposées  :  1<>  la  chaudière  n'aurait  à 
fournir  que  de  la  chaleur  latente  ;  2"  l'utilisation  ne  dépendrait  que  des 
pressions  po>  Pi?  et  non  de  l'étendue  du  diagramme  utile. 

D'un  autre  côté,  d'après  ce  qu'on  sait  de  T  (72),  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur  donne  pour  l'utilisation 


"=l=''('-'i;)=K'-^)' 


(2) 


Les  expressions  (1)  et  (2)  sont  nécessairement  équivalentes  en  vertu 
de  la  condition  (3)  du  n®  105. 

!!•.  Ce  mode  de  fonctionnement  n'est  pas  celui  qui  a  été  adopté 
par  les  constructeurs.  La  forme  des  courbes  4^  est  telle  que  ces  courbes 
s'éloignent  rapidement  de  l'axe  Op.  Or,  sur  la  figure,  06,  OB,  repré- 
sentent les  volumes  des  cylindres  :  les  conséquences  des  conditions 
précédentes  seraient  donc  qu'on  aurait  des  cylindres  très-volunaî- 
neux. 

Au  lieu  de  procéder  comme  on  vient  de  le  supposer,  les  construc- 
teurs produisent  une  condensation  complète  dans  le  réservoir  froid 
qui  prend  le  nom  de  condenseur.  La  pompe  alimentaire  prend  ainsi  le 
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kilograrooie  d*eau  à  Tétat  (Wq,  po*  ^o)  6t  son  volume  est  réduit  dans  le 
rapport  de  ObkOe;  les  diagrammes  et  rutilîsâUon  deviennent  ce  qu'on 
a  vu  au  n®  79  : 

D'une  part,  le  diagranmie  utile,  comparé  à  celui  du  N®  115,  s'est 
accru  de 

<r  +  aire  WoFiUi, 

valeur  constante,  quelle  que  soit  la  dilatation  \\  —  Wi  ; 

D'autre  part,  la  chaudièpe  doit  fournir  de  la  chaleur  sensible  et  de  la 
chaleur  latente  ;  et  rulilisalion,  égale  à 


S  +  g  +  a^re  tt'pFWj 

\  (Vi  -  Wi)  +  J      aidt 


se  trouve  comprise  entre 


S  (T  +  aireWoFic. 

et 


^lO'i— Wi) 


j\i, 


Pour  discuter  la  valeur  de  l'utilisation,  nous  remarquerons^  confor- 
mément à  ce  qui  a  été  dit  dans  la  théorie  des  liquides  (N"  112),  qu'on 
peut  négliger  l'aire  xVqFw^  ainsi  que  la  différence  entre  les  sommes  de 
chaleur 


/ 


Uiilt  et  /    rdt; 

h  '• 

par  suite,  nous  pouvons  considérer  U  comme  étant  compris  entre 

S         _1     /^'^dp  <r 


Cela  posé,  découpons  dans  le  triangle  <r  une  ab:e  comprise  entre 
deux  courbes  ^  menées,  l'une  par  le  point  {w',  p'),  l'autre  par  un  point 
infiniment  voisin.  Cet  élément  de  diagramme  a  pour  expression  (N"  76, 
équ.  19)  : 

T  dp 


"-  fit"^ 
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et  le  rapport 

est,  par  définition,  son  utilisation.  Or^  on  a  reconnu  que  T  augmente 
avec  la  température.  L'expression  précédente  croit  donc  avec  H  :  nulle 
pour  f  =  fo»  ®1^6  atteint,  pour  t*  =  ti,  sa  plus  grande  valeur,  laquelle 
se  trouve  égale  h 

TjJ      Xdf"'-      V        T,;       X,(V,-u;,)- 

On  voit,  d'après  cela,  que  la  dépense  de  chaleur  sensible  est  dé- 
fectueuse pour  l'utilisation.  Cette  dernière  sera  d'autant  meilleure  et 
d'autant  plus  voisine  de  celle  du  N°  115,  que  S  sera  plus  grand  par 
rapport  à  <t,  ou  qu'on  augmentera  la  dépense  en  chaleur  latente  relati- 
vement à  celle  de  chaleur  sensible. 

La  nécessité  de  ne  pas  donner  au  cylindre  travailleur  des  dimensions 
trop  encombrantes  a  conduit  à  faire  une  détente  incomplète,  ainsi  qu'il 
a  été  dit  précédemment  (80). 

119.  Il  nous  reste  à  étudier  les  machines  à  vapeur  surchauffées. 
Soit  {fig.  \1)  p  là  pression  dans  la  chaudière.  Le  kilogramme  de  va- 
peur saturée  à  celte  pression  occupe  un  volume  W  =  pA  ;  mais  il 

arrivera  au  cylindre  sous  un  volume  pH  >  pA,  si  la  vapeur  est  sur- 
chauffée dans  le  tuyau  de  conduite  et  portée  à  une  certaine  tempéra- 
ture ti  >  t.  Par  le  point  H,  menons  la  courbe  HI  d'espèce  «I*,  relative  à 
la  détente  de  ce  kilogramme  de  vapeur  surchauffée;  soit  I  son  point  de 
rencontre  avec  la  droite  p  =  po-  ^^^^  1^  cas  d'une  détente  complète 
entre  les  pressions  p,  po,  le  diagramme  réalisé  est  limité  par  HI;  dans 
le  cas  d'une  détente  incomplète,  la  courbe  HI  serait  coupée  par  une 
parallèle  à  l'axe  Op. 

Superposons  maintenant  au  diagramme  qui  vient  d'être  tracé  celui 
d'une  machine  théoriquement  parfaite.  Menons  :  parle  point  H,  la  courbe 
HW|,  d'espèce  <p,  qui  rencontre  en  Wi  la  courbe  des  W;  par  W,,  la 
droite  p  =  Pi,  qui  coupe  en  Wi  la  courbe  w;  par  w^y  la  courbe  w^Vq 
d'espèce  ^  ;  soit  enfin  L  le  point  de  HI  correspondant  à  la  température 
^0  ;  une  courbe  d'espèce  <p,  menée  par  L,  passera  par  le  point  Wq. 

10 
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Le  diagramme  d'une  machine  théoriquement  parfaite  fODCtioonant 
entre  les  températures  ti,  tg  serait  donc  Taire 

V0W1W4HLW0V0. 

Dans  ce  diagramme,  toutes  les  bandes  comprises  entre  deux  courbes 
d'espèce  ^  qu'il  plairait  de  découper  auraient  une  même  utilisation 


U  =  K(i_t.). 


Mais,  pour  réaliser  un  tel  diagramme,  il  faudrait  que  la  chaudière 
fournit  de  la  vapeur  à  la  pression  Pi  et  que  la  surchaufle  de  W|  en  U 
se  fit  dans  le  cylindre.  Au  lieu  de  cela,  le  surchauffage  se  fait  hors  du 
cylindre,  à  une  pression  p  <  Pi,  et  seulement  de  A  en  H  ;  d'un  autre 
côté,  le  triangle  WqLI  doit  être  laissé  de  côté,  comme  on  vient  de  le 
voir  en  discutant  le  cas  des  gaz.  Enfin  il  y  a  condensation  complète 
de  la  vapeur  dans  le  condenseur;  le  diagramme  réalisé  est  donc  u^o^^? 
ou  simplement 

WqWHL 

en  négligeant  la  petite  aire  triangulaire  comprise  entre  là  droite  itvF 
et  la  courbe  des  k;,  ainsi  que  la  théorie  des  liquides  nous  autorise  à  le 
faire  (112). 

Pour  discuter  l'utilisation  de  ce  dernier  diagranmie ,  concevons 
qu'on  le  découpe  en  une  série  de  bandes  comprises  entre  deux 
courbes  d'espèce  <|>,  et  calculons  l'utilisation  particulière  de  chacifiie 
d'elles^  On  reconnaît  ainsi  que 

î®  De  Wq  en  w,  l'utilisation  croit  de  0  à  ït  (l  —  ^  j  ; 

2^  De  w  en  A,  l'utilisation  est  constante  et  égale  à  K  (l  —  -^f  j  > 

comme  pour  une  machine  à  vapeur  non  surchauffée  fcffictioonant  autre 

les  pressions  p  et  po; 

3®  De  A  en  H,  on  est  dans  la  r^on  des  gas.  Si  les  coefficients  11  et  i^ 
étaient  constants,  comme  pour  l'air,  l'utilisation  de  tontes  les  bandes 
détachées  dans  le  diagramme  AHlWo  serait  constante  et  dépendrait 
seulement  des  pressions  p,  po>  comme  de  «;  en  A.  9il  n*en  est  pas 
rigoureusement  ainsi,  la  différence  est  vraisemblablenietit  négligeable. 

Que)  avantage  peut  donc  ollrir  l'emploi  de  la  vapeur  surchauffée  ? 
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Au  point  de  vue  de  rutilisation,  la  discussion  qui  précède  le  présente 
comme  fort  insignifiant,  sinon  problématique. 

Au  point  de  vue  pratique,  la  question  est  complexe.  Les  parois  du 
cylindre  ne  sont  pas  imperméables  à  la  chaleur;  le  seraient- ils,  que 
la  vapeur  saturée  se  précipiterait  partiellement  par  la  détente.  On 
remédie  au  refroidissement  du  cylindre  à  l'aide  de  revêtements  mau- 
vais conducteurs.  Watt,  par  l'emploi  d'une  chemise  de  vapeur,  vou- 
lait que  les  parois  du  cylindre  eussent  la  température  de  la  vapeur 
aflluente.  Ces  moyens,  excellents  quant  au  but,  ne  peuvent  prévenir 
totalement  la 'condensation  qui  accompagne  la  détente  de  la  vapeur,  et 
ils  se  montrent,  à  cet  égard,  d'autant  plus  impuissants  que  la  détente 
est  plus  grande. 

L'emploi  de  la  vapeur  surchauffée  vient  suppléer  à  cette  insufisance. 
On  peut  se  proposer  de  surchauffer  à  ce  point,  qu'à  la  fin  de  la  détente 
la  vapeur  atteigne  tout  au  plus  son  point  de  saturation.  Surchauffer  au 
delà,  serait  se  créer  des  difficultés  pratiques  sans  que  la  figure  fasse 
entrevoir  aucun  avantage. 
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CHAPITRE  V. 


Extension  du  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  ei  du  travail  au  cas  général 
où  les  vitesses  des  particules  d'an  fluide  ne  sont  pas  négligeables.  —  Complé- 
ments de  la  théorie  des  machines  motrices. 


tt9.  Jusqu'ici,  dans  la  théorie  des  machines  motrices,  le  mouve- 
ment des  pistons  a  été  supposé  infiniment  lent,  de  manière  que  les 
vitesses  des  particules  des  fluides  fussent  négligeables.  En  traitant  le 
cas  des  machines  à  vapeur  à  détente  incomplète  (n*'  80),  nous  sous- 
entendions  qu'à  Finstant  où  cesse  la  détente,  le  piston  s'arrêtait; 
qu'un  réfrigérant  était  introduit  dans  le  cylindre  à  l'eftet  de  refroidir 
le  fluide,  sous  volume  constant,  jusqu'à  ce  que  sa  pression  devint  égale 
à  celle  du  condenseur;  après  quoi  la  communication  au  condenseur 
étant  ouverte,  le  piston  exécutait  sa  marche  rétrograde.  Jusqu'ici,  en 
un  mot,  il  n'a  été  question  que  de  diagrammes  représentant  des  opé- 
rations purement  statiques. 

La  considération  de  la  force  vive,  qu'en  fait  le  fluide  peut  acquérir 
dans  telle  ou  telle  phase  de  son  évolution,  donne  lieu  à  quelques  com- 
pléments essentiels. 

ttS.  Reprenons  d'abord  le  cas  d'une  machine  à  vapeur  à  détente 
incomplète.  Le  diagramme  utile  A  d*une  machine  de  cette  espèce  est 
l'aire  WqFViV'C  {fig.  15,  p.  85).  On  connaît  (n*  80)  l'expression  de  la  dé- 
pensede  chaleur  q^ .  La  somme  de  chaleur  cédée  parla  vapeur  comprend: 
1^  la  chaleur  absorbée  par  le  réfrigérant  dont  il  vient  d'être  parlé, 
pendant  que  la  vapeur  se  refroidit  de  V  en  C  ;  cette  quantité  de  cha- 
leur ne  dépend  que  de  la  chaleur  spécifique  b  sous  volume  constant  ; 
2®  la  chaleur  latente  que  reçoit  le  condenseur,  tandis  que,  sous  la 
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pression  po»  1^  kilogramme  de  fluide  de  volume  V  redevient  liquide  à 
rétat  Wq.  En  désignant  cette  somme  par  9,  on  a  : 

q=/    M/+Xo(V'  — Wo). 
h 

Le  principe  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  donne  la  relation 

g  =  îi  -  ?.  (1 

Si  la  détente  était  complète  de  Vi  en  Vo,  entre  les  pressions  pi,  po. 
Taire  A  s'accroîtrait  du  triangle  WoC;  la  yaleur  de  q^  ne  changerait 
pas;  mais  la  quantité  de  chaleur  cédée  par  la  vapeur,  et  cette  fois 
entièrement  absorbée  par  le  condenseur,  deviendrait  Xq  (Vq  —  k^o)-  On 
aurait,  par  suite,  au  lieu  de  (1), 

^d^i^  =  ,.-X,(V.-«J.  ,2) 

En  retranchant  les  égalités  (2)  et  (1),  il  vient 

^iîIipÇ  =J^\dt-lo  (Vo-  V),  (3) 

h 

ce  qui  d'ailleurs  est  directement  évident  d'après  le  principe  de  la  théo- 
rie mécanique  de  la  chaleur. 

Mais,  dans  les  machines  à  détente  incomplète,  la  vapeur  qui,  arrivée 
à  l'état  V,  s'échappe  au  condenseur,  se  trouve  acquérir  une  certaine 
somme  de  force  vive.  D'après  la  théorie  de  l'écoulement  des  fluides 
(8  et  77),  on  sait  que  cette  somme  de  force  vive  est  égale  à  l'aire  du 
triangle  V'VoC.  Le  condenseur  reçoit  ainsi  de  la  force  vive  et  de  la 
chaleur.  Les  choses  se  passent  donc,  dans  le  condenseur,  comme  si 
la  uapeur  était  constituée  à  la  température  ^0  et  qu'elle  possédât  en 
outre  cette  force  vive,  qu'elle  y  doit  perdre  avec  sa  chaleur.  Or,  d'après 
le  principe  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  pris  avec  toute 
l'extension  que  lui  donne  Mayer,  la  force  vive  détruite  devient  de  la 
chaleur.  Le  condenseur  doit  donc  absorber  une  somme  de  chaleur 
égale  à 

,    ,v  .   ,   aireV'VoC 
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quantité  qui,  qh  vertu  4e  (3),  revient  à  : 


f 


WH->^o(V'-Wo). 

C'est  précisément  l'expression  écrite  précédemment  pour  g. 

tîtO.  Comme  exemple  de  l'application  du  principe  de  la  théorie 
mécanique  de  la  chaleur  pris  avec  la  même  extension,  nous  nous  pro- 
oserons de  traiter  la  question  suivante  : 

heu%  eapacilés^distinctes  Vj,  Vq  imperméables  à  la  chaleur,  con- 

ennent  U7i  tn^me  gaz  aux  pressions  P|,  Pq,  aux  températures  t^  ^• 
Quelle  sera  la  température  t  du  mélange  si  l'on  vient  à  out^ir  enire 
ces  vases  un  robinet  de  eommunioationf 

Appelons  tti,  ^uq,  les  poids  des  masses  gaseusefi  contenues  initiale*» 
ment  dans  les  vases.  Les  quantités  de  travail  emmagasinées  sont  res- 
pectivement TTiûi,  icqÛo;  gl  on  les  exprime  d'après  l'équation  J8  du 
n®  103,  on  trouve  pour  leur  somme 

«1^1  +  «QÛo  =  ^  (ViP,  +  VoPo)  +  K  +  ^o)  C.         (1) 

A  l'état  final,  toute  force  vive  étant  éteinte,  û  désignant  le  travail 
alors  emmagasiné  par  kilogramme,  P  et  t  désignant  la  pression  et  la 
empérature  du  mélange,  on  a 

xj  +  «o)  Q  =  j-^  (V^  +  Vo)  P  +  (^,  -f  ^o)  C.  (2) 

Or,  daps  l'expresgion  dont  il  s'agit,  les  fluides  n'ont  reçu  ni  perdu 
de  la  chaleur;  ils  n'ont  pas  développé  de  travail.  L^  somma  de  travail 
emroiigasiné  n'a  donc  pas  dû  changer;  ce  qui  oblige  d'écrire  : 

K  +  1^0)0  =  "J^iO*  +  ^ûo  ; 
et  par  conséquent,  d'après  (1)  et  (2), 

(Vi  +  Vo)Pr=V,P,  +  VoPo,  (S) 

équation  qui  fait  connaître  la  pression  finale  P.  Il  reste  h  trouver  la 
t  empérature  correspondante. 
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Le  poids  total  des  masses  gazeuses  demeurant  constant,  la  loi  de 
Mariotte  conduit  à  Tégalité. 

(Vi  +  Vo)P  ^     VjPi       ,      VqPq  n^ 

1+oit  1  +  af,  "^  1  +  a^o'  ^  ^ 

qui^  au  moyen  de  (3),  revient  à 

V,P,+VoPo^     VjPi      j      VqPq 
1  +  a^  l  +  af^  "^  1  +  afo  ' 

d'où  Ton  peut  tirer  l'inconnue  t. 

Si  Ton  suppose  t^  =  Îq^  on  doit  donc  avoir  f  =  f ^  ==  /q.  Or,  c'est 
effectivement  le  résultat  qui  a  été  annoncé  par  Joule,  puis  vérifié  par 
M.  Regnault  à  l'aide  d'observations  calorimétriques  d'une  remar- 
quable délicatesse. 

Cette  dernière  expérience  apporte  une  nouvelle  vérification  très- 
marquante  du  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail. 
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SECONDE    SECTION. 


Étebllsoemeiit  da  prlii«t|i«  de  M,  Clavslns.  »  Dévélopp«Benf  spé- 
elal  des  éqiiatloBS  de  la  théorie  mécaslque  de  la  chalevr  à  ce 
nouveau  point  de  irue. 


CHAPITRE   PREMIER. 


Établissement  da  principe  de  M.  Claa.sias.  —  Partinularités  qa'il  introdmt  dans 
les  équations  de  la  théorie  mécanique  de  la  chalenr.  —  Cas  de  Tair  ;  cas  des 
vapeurs. 


1. 

t«t.  Si  Toa  se  reporte  au  diagramme  BoB|B\B'o  (/tf/.  16)  d'une 
machine  théoriquement  parfaite  et  aux  expressions  corresponaantes  : 

1*»  De  l'aire  S  =  K  (Çi  —  </o)  ;  (1  ) 

2°  De  l'uiUisation      U  =  -  =  K  f  1  —  22^  (2 

diverses  questions  s'offrent  à  Tesprit.  On  peut  se  proposer  de  recher-* 
cher,  pour  un  fluide  donné,  dans  quelle  région  des  courbes  B|B'|,  BqB'q 
rutilisalion  des  bandes  détachées  par  deux  courbes  d'espèce  4*  infini- 
ment voisines  est  la  plus  grande.  On  peut  se  demander  aussi  quel  est, 
parmi  tous  les  fluides  de  la  nature,  celui  qui,  employé  entre  deux  tem- 
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pératures  données,  Iq,  tij  permettrait  de  réaliser  la  meilleure  utilisation. 
À  cet  égard,  les  expériences  font  entièrement  défaut.  Un  principe  érigé 
par  M.  Clausius  ^^  et  qui  est  dit  le  second  principe  de  la  théorie  méca- 
nique de  la  chaleur,  résoud  ces  questions  et  dispense  à  leur  sujet  de 
toute  recherche  expérimentale. 

Voici  Tune  des  manières  d'établir  ce  principe  : 

Concevons  deux  sources  de  chaleur  Ao,A|  aux  températures  {qs  ^i» 
cette  dernière  ti  étant  supposée  plus  grande  que  Îq.  Un  premier  fluide 
employé  entre  ces  températures  fournira  une  somme  de  travail  S 
moyennant  que  les  quantités  de  chaleur  q^^  q^  soient,  Tune  sortie  de 
Ai,  l'autre  reçue  par  Aq.  Soit  S' le  travail  qu'on  obtiendrait  d'un  second 
fluide  à  l'aide  des  mêmes  sources  et  des  quantités  de  chaleur  q\^  ç'q. 
Conformément  au  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  tra- 
vail : 

Si  Ton  suppose  S'  =  S,  on  doit  avoir  : 
(li—qo  =  î'i  ~  q'i>\      d'où      q^  —  q\  =  «o  —  9'o  =  c. 

D'après  cela,  en  renversant  les  opérations  pour  le  second  fluide,  la 
somme  de  travail  finalement  réalisé,  S  -*-  S\  devenant  nulle,  on  voit 
qu'une  même  quantité  de  chaleur  e  sortirait  de  A^  et  serait  reçue 
par  Ao*  Ainsi,  pas  de  perte  de  chaleur,  mais  transport  de  chaleur  de 
la  source  chaude  à  la  source  froide;  résultats  où  rien  ne  choque  :  la 
mise  en  présence  libre  des  sources  Ai,  Ao,  produirait  le  même  effet. 

Inversement,  employons  le  second  fluide  de  manière  à  obtenir  le 
travail  S'  et  renversons  les  opérations  pour  le  premier.  Les  résultats 
seront  les  mêmes  au  sens  près:  travail  finalement  réalisé.  S' — S, 
nul  ;  perte  de  chaleur,  nulle;  mais  celte  fois  une  quantité  c  de  chaleur 
sortie  de  la  source  froide  Aq  passera  dans  la  source  chaude  Ai.  Ced, 
dit  M.  Clausius,  n'est  pas  acceptable  ;  la  chaleur  a  la  propriété  de  se 
porter  librement  d'un  corps  chaud  à  un  corps  froid,  et  non  celle  de 
passer  d'un  corps  froid  dans  un  corps  chaud  ;  donc  il  serait  absurde 
d'accepter  que,  sans  dépense  de  travail,  et  après  que  chacun  des 
fluides  a  été  ramené  à  son  état  initial,  les  opérations  supposées  en 


4  Mémoire  sur  la  force  motrice  de  la  chaleur  ^  commaniqaé  i  l'Académie  de 
Berlin  en  février  1850;  —  Annàleê  de  Poggendorff,  1850  et  1854. 
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dernier  lieu  pussent  amener,  comme  résultat,  un  transport  de  chaleur 
d'un  corps  froid  dans  un  corps  chaud. 

Pour  que  l'absurdité  disparaisse,  il  faut  qu'on  ait  c  =:  0.  Ainsi, 
l'égalité  S  =  S'  n'est  possible  qu'à  la  condition  d'avoir  ï  la  fois  ; 

qi  =  q\        et        îo  =  9'o; 
par  suite,  »  Ton  veut  que  S  ^  mS',  U  faudra  que 

Donc,  en  général,  quel  que  soit  le  fluide  employé  entre  les  mêmes 
températures  toy  tu  et  quelle  que  soit  l'étendue  des  courbes  B|  B'^, 
Bq  B'ot  le  rapport  de  91  à  90  est  le  même. 

S'il  en  est  ainsi,  il  s*ensuit,  comme  on  l'a  vu  au  n®  92  biSj  que  datis 
l'expression  connue 

$0  =  Tdn, 

T  e$t  une  fimoHon  de  i  seulement,  et  une  même  fonction  pour  tovi 
les  fluides,  soit  gan,  sait  vapeurs» 
C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  M.  Clausius, 

!•».  En  appelant  Ti,  Tq  les  valeurs  de  T  spéciales  aux  tempéra- 
tures f|,  to^  on  aura  donc^  quelle  que  soit  l'étendue  des  courbes  B|  B'^, 
Bo  B'o  : 

?i  =  ïî 
9o      To' 

relation  qui,  introduite  dans  (2),  conduit  à  : 

Ti       ' 

c'est  Texpression  déjà  trouvée,  sans  rien  préjuger  sur  la  fonction  T, 
pour  l'utilisation  d'une  bande  détachée  d'un  diagramme  par  deux 
courbes  d'espèce  +  infiniment  voisines, 

La  dernière  équation  oous  ramène  à  cette  conclusion  de  la  théorie 
de  Carnot  «  Entre  d^  températures  données  (0,  ^i  f  utilisation  d^une 
machine  théoriquement  parfaite  est  la  même  pçur  toutes  ks  espèces 
de  fluide. 

Réciproquement,  Pëquation  (2)  montre  que  l'utilisation  ne  pourra 
être  la  même  pour  tous  les  fluides  qu'autant  que,  pour  tous,  le  rapport 
de  9o  ^  9i  aura  la  même  valeur;  or,  il  n'en  sera  ainsi  qu'à  la  condition 
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que  T  soit  une  fonction  de  t  seulement  et  la  même  fonction  pour  tous 
les  fluides. 

D'après  cette  remarque,  le  meilleur  énoncé  du  principe  de  H.  Glau- 
sius  nous  semble  être  celui-ci  : 

Pour  une  machine  théoriquement  parfaite,  comme  aussi  pour  cha- 
cune des  bandes  détachées  d'un  diagramme  par  deux  courbes  de 
l'espèce  4»,  infiniment  voisiMs^  entre  des  températures  données  quel- 
conques ^0»  hy  VutUisation  est  la  même  pour  toutes  les  espèces  de 
fluides^. 

t!9S.  D'après  une  remarque  faite  plus  haut  (N®  93),  on  sait  que  T 
doit  être  une  fonction  croissante  de  la  température.  La  valeur  de  Tuti- 
lisation 

„=K(îi^)  =  K(i-î-;) 

est  donc  d'autant  plus  grande  que  les  températures  extrêmes  ^,  ti 
présentent  entre  elles  une  différence  plus  considérable. 

Toutefois,  et  pour  ne  pas  s'exposer  à  des  mécomptes,  il  importe  de 
ne  pas  oublier  que  cette  valeur  de  rutilisatioii^  et  la  conclusion  qu*on 
vient  d*en  tirer,  nes'appliquent  qu'à  une  machine  théoriquement  parfaite; 
c'est-à-dire  à  un  type  purement  rationnel  dont  s'écarte  nécessairement 
toute  machine  à  air  ou  à  vapeur  (n^  11&).  C'est  là  peut-être  ce  qu'on 
a  quelquefois  perdu  de  vue. 


La  condition  restrictive  que  le  principe  de  l'équivalence  de  la  dia- 
leur  et  du  travail  introduit  dans  les  équations  générales  des  propriétés 
calorifiques  et  expansives  des  fluides  a  été  établie  dans  fa  précédente 
section  du  cours.  Il  nous  reste  à  voir  ce  que  vont  devenir  ces  équations 
déjà  simplifiées  lorsque,  conformément  au  principe  de  M.  Clausius,  on 
regardera  T  comme  une  fonction  de  la  température  seulement. 

Telle  est  la  marche  à  suivre;  les  calculs,  dans  les  détails,  sont 
subordonnés  au  choix  fait  pour  les  variables  indépendantes. 

t!94.  Au  numéro  101,  v  et  p  étaient  les  variables  indépendantes. 

i  Voir  la  note,  p.  713. 
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On  a  vu  que,  en  vertu  du  premier  principe  de  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur,  il  existe  entre  T  et  n  la  relation 

dKT  dn      dKT  dn  _  ^ 
dp  dv       dv  dp"^    ' 

Maintenant  (121),  oa  peut  écrire  : 

dKT_dKTdf  dKT  _  dKT  dt 

dp  ""  dt  dp^  dv  ~~  dt  rfy* 

Si  de  t  =  îp  (r,  p),  l'on  tire  -r-  et  —,  l'équation  (D)  devient  : 

dKT rdn ^_dfi^']  _  .  ,\.s 

dt  Ldvdp      dpdv]  ^  ^  *^ 

Cette  condition  (D|)  est  aussi  difficile  à  résoudre  que  (D)  ;  mais  on 
peut  en  faire  usage  pour  établir  quelques  théorèmes  généraux.  Elle 
fait  voir,  en  particulier,  qu'il  ne  sera  jamais  permis  de  poser 

n  =  n?). 

Donc  jamais  les  courbes  de  Tespèce  ^  ne  pourront  coïncider  avec  les 
courbes  de  Tespèce  <f.  Par  suite,  !<>  si  Ton  se  reporte  au  théorème  du 
numéro  27  et  aux  valeurs  des  chaleurs  latentes  X  et  {a  des  numéros  2k 
et  31,  on  ne  pourra  jamais  avoir  en  même  temps  : 

b  =  a,  X  =  0,  JA  =  0  ; 

2^  il  ne  sera  pas  permis  d'admettre  qu'un  liquide  soit  absolument  in* 
compressible,  supposition  qui,  comme  on  l'a  vu  (N®  110,  équ.  5)  conduit 
en  effet,  pour  T,  è  une  forme  contraire  au  principe  de  M.  Clauslus. 

t«A.  T  étant  une  fonction  de  t  seulement,  on  a  lieu  de  penser  qu'il 
peut  y  avoir  quelque  avantage  à  prendre  t  pour  l'une  des  variables 
indépendantes  ;  l'autre  sera  p  ou  v  ;  fixons  notre  choix  sur  p.  Les 
variables  indépendantes  ^tant  p  et  ty  proposons-nous  de  reprendre 
rentier  développement  de  la  méthode  tracée  au  N"  123. 

Écrivons,  d'après  la  théorie  générale  (1'^  partie,  chap.  IV),  les  équa- 
tions 
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tr  sa  f  I  (p,  t)y  loi  de  la  détente  «otis  tetnpérfttafe  const&nte; 

^        I    /^   «\    H<>i  de  la  détente  dans  une  enveloppe  imperméable  à 

«  =  4'i(i»,0.  I     la  chaleur;  .     ,j, 

r  q[ttantité  de   chaleur  nécessaire  pour  ( 
8Q  =  jidp  4~  ^^  =  l*^^!  )      ^  dilalalion    en  ligne  droite  entre 

(      deux  points  infiniment  voisins. 

T  désignant  un  diviseur  susceptible  de  rendre  SQ  différentielle  exacte, 
et,  par  conséquenti  assujetti  à  la  condition 

c'est-à-dire,  satisfaisant  aux  équations 

fx  __  dn  a dn  ^^^. 

T""dp*  T~d7'  "'' 

De  la  discussion  des  équations  (1),  on  sait  déduire  aussi  (31),  entre 
les  chaleurs  latetites  X  et  (a,  et  les  chaleurs  spécifiques  a  et  b^  les  rela- 
tions 

À  ces  équations  fournies  par  la  théorie  générale,  lé  premier  principe 
de  la  théorie  mécanique  de  la  chalêUf  djoute  une  condition  particulière 
dont  la  traduction  analytique  est  que  l'expression 

dû  =  KSQ  —  pdi)  =  (kul  -  p  ^\  dp  H-  (V.a  —  p  ^)  dt 
doit  être  une  différentielle  exacte.  D'où  la  condition  algébrique 


dK\k      dKa  __      dyt 

dt         dp  ~       dt* 

En  partant  dés  identités 

et  h  cause  de  (A')^  l'équation  (B')  devient 

[jidKT      dKT_      d<pi_      dff 
T  dt         dp  '^       dt  ~      dt' 


(B") 


(c; 
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Oq  remarquera  qu'il  est  nécessaire  et  suflisatit  que  deux  des  condi** 
tions  (A'),  (B'),  (C)  soient  satisfaites. 
Les  relations  (2)  équivalent  à  (A')  et  transforment  (C)  en  l'équation 

dp  dt       dt   dp  "~      dt'  ^   ' 

C'est  la  condition  unique  à  laquelle  il  y  aurait  lieu  de  satisfaire  si 
l'expression  de  n  était  connue;  elle  fera  trouver  l'une  des  quantités  n 
ou  T  au  moyen  de  l'autre  ;  mais  cette  équation  n'est  pas  résoluble 
généralement. 

Le  principe  de  M.  Clausius,  intervenant  à  son  tour,  simplifie  l'équa- 
tion (D')i  et  la  réduit  à 

dn  dKT  _      dv  .  ,  . 

TpW^'^W  ^    *' 

dKT 
Au  premier  membre  de  cette  dernière  équation,  le  facteur  -t—  est 

un(i  fonction  de  (  seulement;  au  second,  v  dépend  à  la  fois  de  ;;  et  t, 
La  condition  (\)\)  n'est  par  conséquent  pas  directement  iritégrable. 
Mais  elle  le  deviendra  toutes  les  fois  quUI  sera  possible  de  trouver 
une  fonction  explicitement  déterminée,  F  (p,  t),  telle  que,  puur  la 
première  des  équations  (1),  on  ait  : 

•■=^-  ("1 

dT 
En  effet,  alors,  en  posant  j-  =  T',réquation  (D'i)  devient 

dn_       idv_       ld^F(p,f), 
dp*"      rdt"      r    dpdt    ' 

d'où,  en  multipliant  par  dp  et  intégrant,  F  {t)  désignant  une  fonction 
arbitraire  de  ^ 

Kn  =  -i^j:iM4.F(0.  (N) 

Telle  est  l'équalion  générale  des  courbes  de  l'espèce  ^. 

La  précédente  équation  donne -j- ;  de  (N),  on  tirera  — .  On  peut 
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donc  calculer  (a  et  a  d'après  les  équations  (2),  puis  \  et  b;  enfin  oQ 
etû. 

Nqus  ne  développerons  pas  ces  calculs,  bien  qu'ils  fournissent  des 
relations  intéressantes  entre  les  quantités  a,  b^  X,  [a,  dont  les  valeurs 
sont  susceptibles  d'être  déterminées  par  Texpérience. 

Nous  nous  bornerons  à  rechercher  l'expression  de  û.  On  Tobtient 
rapidement  en  remarquant  que  l'équation  différentielle 

dû  =  KSQ  —  pdv  =  KTdw  —  pdv, 
peut  s'écrira 

rfû  =  d  (KTu)  —  d  {vp)  —  KnTdt  +  vdp  ; 

à  cause  d^s  équations  (N)  et  (M),  les  deux  derniers  termes  reviennent  à 

ÛlMdt-VFiDdt  +  '-lMdp; 
di  ^  ^       ^       dp       ^ 

après  la  substitution,  l'intégration  donne  : 

U  =  KTu  —  rp  +  F  {p,f)  —  TrF  (/)  dl; 

par  suite,  en  remplaçant  Kn  par  sa  valeur  tirée  de  (N)  et  en  trans- 
posant 

û  =  -  vp-Y^^^  +  F  (p,0  +  Tf  (O-JtT  (/)d/, 

ou  enfin,  en  posant  —r--  =  F'  {t)  : 

û  =  -  vp  ~  I  î^^  +  F  (p,0  +  JtF '  (t)  di.  (0) 

Il  reste  à  trouver  la  fonction  F  (Q  dans  chaque  cas  donné. 

III. 

ttll.  Voyons  ce  que  deviennent  ces  résultats  dans  le  cas  de  l'air. 
L'équation  d*une  courbe  de  l'espèce  (p  est 


=  »(l  +  «l)>        on        "  =  — ^^ — -■         W 
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On  peut  la  mettre  sous  la  forme  (H)  en  posant 

F(p,t)  =  e(x(^  +  t\\ogp.  (m) 

Les  équations  (N)  et  (0)  deviennent  alors 

Kn  =  ^logp  +  F(f),  (n) 

n  =  _rp  +  cot[l  +  «-I]logp+jTF(Odt.  (0) 

Or,  il  serait  absurde  qu'à  la  limite  p  =  0  on  eût  n  =  ±:  oo.  n  faut 
donc  que  le  second  terme  disparaisse  et  qu'on  ait 


1             T 

c'est-à-dire 

dT          dt 
T         1         ' 

et,  par  conséquent,  en  omettant  d'écrire  la  constante  introduite  par 
l'intégration 

a 

Telle  serait  donc,  d'après  le  principe  de  M.  Glausius,  la  valeur  deT 
convenant  à  tous  les  fluides. 

1 
D'après  cela,  pour  t  = ,  on  aurait 

oc 

SQ  =  Wn  =  0  : 

l'absence  de  tout  phénomène  calorifique  caractériserait  cette  tempéra- 

1 

ture  de =  —  272®, 85.  C'est  la  température  à  laquelle  un  gaz  qui 

(X 

suivrait  la  loi  de  Mariette  devrait  être  refroidi  pour  que  sa  pression 

11 
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devint  nulle  (46).  Comptée  à  partir  de  œtte  limite,  ime  température  t 
prend  l'expression 

à  laquelle  M.  Clausius  a  donné  le  nom  de  température  absolue. 

Ceci  posé,  remontons  aux  équations  (2).  Les  seconds  membres  sa 
tirent  de  (n)  et  il  vient  : 

[L     _  ca  a     _  F{t) 

a  a 

mais»  en  vertu  de  (3)  et  d'après  ((p^),  on  a 

fil     a  —  b 

De  ces  trois  dernières  équations,  la  deuxième  montre  que  a  est 
fonction  de  t  seulement  ;  elle  donne 

Ka=(^  +  t^F{t);  (4) 

les  deux  autres,  par  Télimination  de  (a,  conduisent  à 

K  (a  —  ft)  =  ca.  (5) 

Enfin,  en  portant  dans  Texpression  (o)  de  n  la  valeur  de  F  (t)  tirée 
de  (k),  il  vient 


n  =  _  vp  +  K  jadt. 


Telles  sont  finalement,  pour  Tair,  les  résultats  conformes  aux  deux 
principes  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  D*après  cette  dernière 
expression  de  û^  quand  l'oir  se  dilate  suivant  une  ^courbe  de  Fes^ 
pèce  (f,  la  valeur  de  o  demeure  constante  :  le  fluide  rend  exactement, 
sous  forme  de  travail,  l'équivalent  de  ce  qu'il  doit  recevoir  sous  forme 
de  chaleur  pour  que  sa  température  ne  change  pas. 
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En  admettant,  comme  &it  d'expérience^  que  a  scrii  une  constante 

réquation  (5)  conduit  à  cette  conclusion  que  b  doit  être  aussi  constant. 

On  retrouve  alors  le  cas  traité  au  diapitre  VI  de  la  première  partie 

du  cours»  et  Fun  des  points  de  la  discussion  du  N^  103.  On  peut 

vérifier  que,  en  vertu  de  (f  i)  et  (S),  la  dernière  expression  de  n  devient 

en  effet 

b 

n  = vp  +  constante, 

a  —  b  ^  ' 

comme  on  Ta  trouvé  précédemment. 

ttt.  Dans  la  théorie  des  vapeurs  (N*  105),  le  premier  principe  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur  a  conduit  à  la  condition 

rfr_T  dp 
dt  ^ï  dt' 

Si,  conformément  au  principe  de  M.  Clausius,  on  suppose,  pour  les 
vapeurs  comme  pour  l'air, 

la  condition  dont  il  s'agit  se  simplifie,  et  en  recourant  à  la  valeur  de 
on  voit  qu'elle  devient 


expression  qui  ouvre  un  vaste  champ  aux  vérifications  expérimentales 

i«8.  D'après  la  valeur  de  T,  qui  vient  d'être  établie  et  désignée 
ensuite  sous  le  nom  de  température  absolue,  l'utilisation  d'une  machine 
théoriquement  parfaite  se  présente  sous  la  forme 

Ti  —  To ti  —  (o 


U  —  K-i       '«r  —  K 


1         ' 
;  +  '• 


expression  qui  se  prête  à  diverses  remarques  évidentes.  On  voit  que 
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valeur  de  U  serait  celle  de  Téquivalent  mécanique  de  la  chaleur,  K,  si 
la  température  basse  ïq  s'abaissait  jusqu'au  zéro  absolu.  En  général,  U 
crott  avec  l'écart  des  températures  extrêmes  to^  ti,  entre  lesquelles 
fonctionne  une  machine  supposée  théeriquement  parfaite.  Mais  il  ne 
faudrait  pas  voir  en  cela,  pour  nos  machines,  une  nécessité  absolue 
d'élever  le  plus  possible  la  température  de  chauEbge  U  (Voir  N«*  123 
et  114), 
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CHAPITRE  n. 


Vérifications  expérimentales.  —  Valeur  de  Téquiralent  mécanise  de  la  chalear. 
—  Tradaction  en  nombres  des  équations  de  Fair  et  des  vapeurs.  —  Tableaux 
numériques  relatifs  &  la  vapeur  d'eau  saturée. 


I. 


t99.  Les  deux  principes  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur 
viennent  de  nous  conduire  aux  relations 

K  (a  —  fr)  =  ca         pour  l'air,  (1) 

K  = -^      pour  les  vapeurs.  (2) 

C'est  à  l'expérience  maintenant  de  contrôler  ces  résultats  ;  s'ils  sont 
concordants,  on  en  déduira  la  valeur  de  K.  A  cet  égard,  peu  de 
recherches  ont  été  entreprises,  et  les  faits  actuellement  connus  se  ré- 
duisent à  peu  près  aux  suivants  : 

t  SO.  Pour  le  cas  de  la  vapeur  d'eau  à  1 00»,  on  possède  un  ensemble 
de  données  qui  permet  de  traduire  en  nombres  l'équation  (2). 
D'une  part,  d'après  Gay-Lussac, 

W  —  w  =  1,696, 

D'autre  part,  d'après  les  expériences  de  M.  Regnault,  entre  90»  et 
1 01**,  la  force  élastique  de  la  vapeur  d'eau  saturée  croît  de  54'""285  de 
mercure;  soit,  par  suite,  à  100»  : 

dp      1  54,285 

-^  =  -  X  10333  X^.  • 
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De  plus,  suivant  H.  Regnault,  on  a  : 

«  =  0.003665,  L  =  586,5. 

Ces  données,  mises  dans  le  second  membre  de  Téquation  (2),  con- 
duisent à 

K=r435*«», 

t  Si .  Pour  Tair,  dans  l'équation  (1)  on  connaît,  d'après  M.  Regnault, 

a  =  0,2375,  c  =5  7990,3, 

En  adoptant  la  précédente  valeur  de  K,  on  en  déduit 

I  =  1,8956.  (3) 

D'un  autre  côté,  on  sdt  (1'*  partie,  chap.  V),  que  la  vitesse  du  son, 
a  pour  expression 

u^^g^vp.  (4) 

Or,  pour  t  =  15*,9  Texpérience  *  a  donné  u  =  340*,89,  d'où 
d'après  l'équation  (4), 

j==  1,4010.  (5) 

La  moyenne  des  expressions  (3)  et  (5)  est  1,3983,  soit 

c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée  au  chapitre  VI  (1"  partie)  ;  elle 
ne  diffère  de  la  première  que  de  -r^  et  seulement  de  -rrrz  de  la  se- 

i\Qq  logo 

conde« 
La  concordance  entre  la  valeur  der  déduite  de  la  théorie  mécanique 

<  Poisson,  Traité  de  Mécanique,  2«  édition,  t.  Il,  p.  715. 
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de  la  chaleur  et  celle  qui  résulte  de  la  théorie  du  son  est  donc  vraiment 
satisfaisante.  D  serait  à  désirer  qu'on  eût  les  éléments  d*un  grand 
nombre  de  vérifications  semblables. 


II. 

tSt.  On  est  en  mesure  maintenant  de  traduire  en  nombres  les 
équations  de  l'air  et  celles  de  la  vapeur  d'eau. 
Dans  le  cas  de  l'air,  l'expression  du  travail  emmagasiné  est 

b 

o  =  -— T  «p  +  C  =  2,5vp  +  C . 

Pour  !"•  d'air  à  la  pression  atmosphérique  : 

«  =  2,5  X  10333  +  C  =  25833k»»  +  c. 

ISS.  (Comparons  de  l'eau  chaude  à  100»  à  de  la  vapeur  saturée  à 
la  même  température.  De  l'un  à  l'autre  de  ces  deux  états  la  valeur 
de  û  (N»  106,  équ.  5)  s'accroît  de 

n^  —  n^j  =  KL  — p  (W  —  w). 

Au  second  membre, 

K3=/i35,        L=  536,5,       p  =  l0333S        W  —  ti;  =  1,696; 

d'où 

n^  —  n^  =  2U755^. 

Ainsi,  rénorme  travail  de  21kl5b^«^  est  employé  à  changer  l'état 
moléculaire  du  kilogramme  d'eau  lorsqu'il  devient  vapeur  en  augmen- 
tant de  volume  dans  le  rapport  de  1  à  1696. 

tS4.  Nous  groupons  dans  les  tableaux  suivants  les  principales 
valeurs  relatives  à  la  vapeur  d'eau  à  l'état  de  saturation,  ainsi  que  plu- 
sieurs déterminations  importantes  qui  intéressent,  soit  la  physique 
générale,  soit  la  science  des  machines  à  vapeur. 
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Tableau  abrégé  des  résnltata  des  expériences  de  M.  Regnaalt  sur  la 
Tapeur  d'ean. 

(Extrait  des  Mémoireê  de  VlnstittU,  t.  XXI,  année  1847.) 


TBliréKA- 
TCII 

PKISSIOH  DB  u  TAntim 

HOXBU  Dl  CALOKIK  ttLATO 
M  TAPBCl. 

r  A  1   KOOC. 

~ 

en  degrés 
eenti- 

en 
millimètre. 

en 
kUogromme. 

en 

Chalear 

Chalear 

Chalear 

sr.de.. 

de 
mercnre. 

par 
mètre  carré. 

atmosphère.. 

totale  1. 

MBnblei. 

latente. 

/ 

P 

Q 

degré.. 

mtllim. 

kilogr. 

atanospn. 

cal. 

cal. 

eal. 

0 

4.6 

69.5 

0.006 

606.5 

0.0 

606.5 

10 

9.9 

194.6 

0.019 

609.5 

10.0 

599.5 

'     90 

17.4 

936.4 

0.093 

619.6 

90.0 

899.6 

:    ^ 

31.5 

340.7 

0.049 

615.7 

30.0 

585.7 

40 

55.0 

746.5 

0.079 

618.7 

40.0 

578.7 

50 

99.0 

1951.0 

0.191 

691.7 

50.1 

871.6 

60 

148.0 

9093.0 

0.196 

624.8 

60.1 

561.7 

70 

933.0 

3169.0 

0.307 

697.8 

70.9 

857.6 

80 

385.0 

4829.0 

0.467 

630.9 

80.3 

5S06 

90 

695.0 

7144.0 

0.691 

933.9 

90.4 

543.5 

100 

760.0 

•10333.0 

1.000 

637.0 

100.5 

536.8 

ilO 

1075.0 

14691.0 

1.415 

640.0 

110.6 

599.4 

190 

1491.0 

90976.0 

1.969 

643.1 

190.8 

592.3 

130 

9030.0 

97604.0 

9.671 

646.1 

131.0 

518.1 

140 

9718.0 

36940.0 

3.578 

649.9 

141.9 

808.0 

150 

8581.0 

48680.0 

4.719 

659.9 

151.5 

500.7 

160 

4659.0 

63343.0 

6.191 

655.3 

161.7 

493.6 

170 

5909.0 

.  81065.0 

7.844 

658.3 

179.1 

486.9 

180 

7546.0 

109600.0 

9.930 

661.4 

182.4 

479.  U 

190 

9443.0 

198380.0 

19.435 

664.4 

199.8 

47f.6 

900 

11689.0 

i:>8930.0 

15.380 

667.5 

903.9 

464.3 

910 

14395.0 

1947G0.0 

18.848 

670.5 

913.7 

456.8 

990 

173110.0 

93Gi30.0 

9â.589 

673.6 

994.9 

U9.4 

930 

S0096.0 

984510.0 

27.535 
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934.7 

441.9 

1  Qaan 
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Conséquences  des  résultats  inscrits  au  tableau  N*  1. 


TlANSVOnilATION  DB  1   KILOO.  D^BAU 

n 

TAnOK  SATOKàl 

VALBUa 

naipinA- 

DB    HÉMB    TBVPiXATDRB    t.                    \ 

propre  à  mainteuir  1  kilog. 

approchée 

TCTie 

m  degrés 

centig. 

/ 

Accroisse- 
ment 
de 
TOlttroei. 

de  Tapeur 

de 

(\V-«r:p 

d*apcès 

les  lois 

de  Mariotte 

et  de 
Gitj-Lussnc. 

Travail 

extenie 

déreloppé. 

Quantité 
de    chaleur 

d  ce  travail. 
K 

A  l'élnt  de 
/  Rdt. 

0 

saturation  <. 
R. 

degrés. 

m» 

kilogm. 

cal. 

cal. 

cal. 

kilogm. 

0 

915.900 

13460 

30.97 

0 

-  1.916 

19810 

10 

111.900 

13850 

31.88 

—    18.7 

-  1.813 

13980 

90 

eo.iso 

14910 

33.73 

-    36.3 

—  1.717 

13780 

30 

34.090 

14690 

33.65 

-    63.0 

—  1.697 

14990 

40 

90.130 

15030 

3i.58 

-    68.9 

-  l.:»43 

14680 

KO 

19.350 

15440 

35.53 

-    84.0 

-  1.465 

15150 

(M) 

7.811 

15860 

36.50 

—    98.9 

—  1.390 

16630 

70 

5.137 

16980 

37.47 

-  111.8 

-  1.390 

16090 

80 

3.461 

lOCOO 

38.49 

-  191.6 

-  1.959 

16560 

90 

9.391 

17080 

39.39 

—  136.9 

—  1.199 

17030 

100 

1.696 

17499 

40.97 

-  148.5 

—  1.133 

17500 

110 

1.920 

17830 

41.04 

—  159.6 

—  1.077 

17070 

lao 

0.897 

18190 

41.86 

—  170.0 

-  1.09* 

18140 

130 

0.671 
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Détente  de  1  kilogramme  de  rapeur. 
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Vitesse  d'écoulement  de  la  vapeur  d 
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NOTES. 


Note  A.  Sur  la  validité  de  la  démonstration  du  principe 
de  M.  Clausius. 


La  démonstration  du  principe  de  M.  Clausius,  donnée  au  N""  121, 
repose  sur  ce  qu'il  serait  inadmissible  que  de  la  chaleur  pût  passer 
d*un  corps  froid  dans  un  corps  chaud.  Étant  données  deux  sources  de 
chaleur  Aq,  Ai,  à  des  températures  <o,  t^,  inégales,  on  semble  raisonner 
comme  s'il  existait  une  force  qui  obligeât  la  chaleur  à  passer  d'une 
température  élevée  ti  à  une  température  basse  ^o  et  qui  s'opposât  au 
passage  inverse.  L'ensemble  des  phénomènes  calorifiques  connus  ne 
nous  permet  pas  d'attribuer  une  telle  qualité  à  la  chaleur.  Nous  devons 
considérer  la  chaleur  comme  douée  de  la  propriété  de  se  répandre,  en 
tous  sens,  d'un  corps  chaud  dans  des  corps  froids  ambiants  ;  il  faut 
du  temps  pour  qu'elle  se  répande  ainsi;  mais  rien  ne  nous  autorise  à 
assimiler  une  quantité  de  chaleur  à  de  la  matière  inerte  sollicitée  par 
une  force  du  chaud  vers  le  froid. 

Allons  plus  loin  :  dans  les  opérations  envisagées  au  numéro  121,  où 
les  fluides  sont  supposés  contenus  dans  des  enveloppes  imperméables  * 
à  la  chaleur,  il  était  sous-entendu  que  la  transmissibilité  de  la  chaleur 
aux  corps  ambiants  se  trouvait  annulée  pendant  les  changements  de 
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volume  des  fluides.  Dès  lors,  on  ne  voit  pas  ce  qui  empêcherait  que 
de  la  chaleur,  emprisonnée  comme  il  vient  d'être  dit,  pût  être  tran- 
sportée de  Ao  à  Al,  tout  aussi  bien  que  de  A|  à  Ao* 

Dans  un  cas  comme  dans  Taulre,  K  étant  constant,  la  totalité  du 
travail  emmagasiné  dans  le  monde  est  exactement  la  même.  Donc, 
dans  les  opérations  précitées,  alors  que  la  dépense  de  travail  est  nulle 
et  que  les  fluides  employés  sont  ramenés  à  leur  état  initial,  il  dût,  en 
pure  science  mécanique,  être  indifférent  qu'une  somme  quelconque  de 
chaleur  existe  soit  à  la  température  basse  de  Ao,  soit  à  la  température 
plus  élevée  de  Ai. 

Assurément  une  semblable  indifférence  n'existe  pas  au  point  de  vue 
physique  des  choses. 

Mais  si,  dans  certaines  opérations  (à  l'aide  de  pièces  de  matière 
inerte  et  au  moyen  de  fluides  élastiques  jouissant  de  propriétés  'dont 
la  cause  première  nous  est  inconnue),  nous  entrevoyons  la  possibilité 
d'obtenir  un  transport  de  chaleur  d'un  corps  froid  dans  un  corps  chaud, 
nous  est-il  permis  de  nier  une  telle  possibilité,  à  priori^  comme  abso- 
lument contraire  aux  lois  de  la  nature,  sans  que  des  faits  d'expérience 
nous  y  autorisent?  Telle  est  évidemment  la  question  à  poser  et  à 
résoudre  au  sujet  du  principe  de  M.  Clausius. 

Des  considérations  d'un  ordre  élevé  se  présentent  ici. 

Dans  une  note  présentée  à  l'Académie  des  sciences,  le  12  août  1863, 
par  M.  Reech,  on  lit  : 

€  Qu'il  doive  y  avoir  une  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  cela  n'est 
pas  contestable.  En  effet,  queOe  est  la  cause  des  mouvements  de  la 
matière  inorganique,  et  même  de  la  matière  organique,  à  la  surface  de 
la  terre,  si  ce  n'est  la  chaleur  (alors  qu'on  fait  abstraction  de  la  cause 
des  marées  dont  les  effets  sont  trop  minimes  et  d'une  spécialité  trop 
restreinte  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en  parler  ici)  î  Qu'on  se  représente  le 
globe  terrestre  placé  dans  une  enceinte  d'une  température  constante  ^ 
égale  partout.  Ne  voit-on  pas  que,  dans  ce  cas^là,  à  la  longue,  11  n'y 
aurait  plus  ni  courants  d'air,  ni  pluies,  ni  sources,  ni  rivières,  ni 
fleuves,  ni  mouvement  de  la  matière  inorganique  d'aucune  sorte,  et 
par  suite  ni  végétation  ni  vie?  Un  état  d'équilibre  pareO  à  la  mort,  en 
toutes  choses,  succéderait  à  ce  qui  est.  Inversement,  qu'on  se  repré- 
sente le  globe  dans  un  état  de  repos  universel,  et  que  tout  à  coup  on 
y  fasse  arriver  de  la  chaleur,  non  unfformément  partout,  mais  de  la 
chaleur  en  certaines  régions,  et  du  froid  dans  d'autres  régions.  Ne 
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voit-oû  pas  que  les  lois  de  l'équilibre  cesseront  d'être  satisfaites?  Les 
corps  ayant  la  propriété  de  se  dilater  par  la  chaleur  et  de  se  contracter 
par  le  froid,  il  n'y  aura  plus  équilibre  ni  dans  l'atmosphère  ni  dans 
l'océan.  Des  courants  se  produiront  dans  l'air  et  dans  la  mer.  Il  y  aura 
des  vaporisations  et  des  condensations;  par  suite^  des  pluies,  des 
sources,  des  rivières  et  des  fleuves.  Il  y  aura,  par  conséquent,  un  état 
de  mouvement  de  la  matière  inorganique  qui  durera  aussi  longtemps 
que  de  la  chaleur  sera  reçue  par  certaines  régions  du  globe  et  cédée 
par  d'autres.  > 

Pour  compléter  cet  aperçu,  représentons-nous,  dans  l'enceinte  dont 
il  vient  d'être  parlé,  trois  espèces  de  corps,  les  uns  S,  S' très- 
chauds,  les  autres  F,  F'  très-froids,  enfin  une  série  de  corps  P,  P' 

animés  de  mouvements  de  rotation  et  de  translation.  Ces  derniers, 
présentant  alternativement  chacune  des  parties  de  leurs  surfaces  aux 
corps  S  et  F,  recevront  de  la  chaleur  des  uns  et  en  céderont  aux  autres. 
Une  sorte  d'univers  se  trouve  ainsi  constituée  au  moyen  de  soleils  S, 
de  planètes  P  et  de  corps  froids  F.  La  vie  du  monde  inorganique 
commence  ;  celle  du  monde  organique  est  susceptible  de  se  développer. 
Une  suite  de  transformations  va  naître.  Aura-t-elle  un  terme,  et  quel 
sera-t-il? 

Accepter  le  principe  de  M.  Clausius,  c'est  admettre  que  tôt  on  tard 
les  soleils  se  refroidiront,  tandis  que  les  corps  froids  se  réchaufferont 
jusqu'à  rétablissement  d'un  parfait  équilibre  thermométrique.  A  cette 
limite,  il  n'y  aura  plus  aucune  espèce  de  vie  possible  :  l'univers 
périra. 

Rejeter  le  principe  de  M.  Clausius,  c'est  accorder  à  la  matière  des 
propriétés  telles  que  par  certaines  opérations  (comme,  par  exemple, 
au  moyen  de  cylindres,  de  pistons  et  de  fluides  élastiques),  dans  cer- 
taines circonstances  nqn  discernées  jusqu'ici,  au  moyen  d'effets  chimi- 
ques peut-être,  il  soit  possible  que  de  la  chaleur  remonte  des  corps 
froids  F  aux  corps  chauds  S  ;  de  la  sorte,  un  courant  perpétuel  de  cha- 
leur pourra  s'établir  de  S  à  P  et  de  P  à  F,  ce  qui  fera  durer  indéfiniment 
la  vie  du  monde. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  ne  voulons  nullement  assumer  la  responsa- 
bilité de  nier  le  principe  de  M.  Clausius.  Notre  seule  intention  dans  la 
dernière  section  du  cours,  comme  dans  cette  note,  a  été  de  faire  voir 
quel  est  le  fondement  du  principe  en  question  et  à  quelles  conséquences 
on  arrive,  selon  qu*on  admet  ou  qu'on  rejette  ce  principe* 
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II 


Nous  avons  établi  la  théorie  de  Tair  en  partant  des  lois  de  Hariotte 
et  de  Gay-Lussac.  D'après  ces  lois  (n®  &6),  les  courbes  ^  et  4*  sont 
asymptotes  à  Taxe  p  =  0,  et  le  long  de  cet  axe  règne  une  température 

1 
constante  égale  au  zéro  absolu,  —  -. 

Or,  ces  lois  souffrent  des  réserves  : 

1<>  M.  Regnault  a  constaté  de  1  à  20  atmosphères,  à  la  température 
ordinaire,  les  écarts  de  la  loi  de  Mariotte  ; 

2®  Les  valeurs  des  coefficients  de  la  dilatation  sous  pression  con- 
stante et  sous  volume  constant  sont  légèrement  inégales  entre  elles. 

Maintenant  imaginons  qu'on  recherche  pour  les  divers  corps  solides, 
glace,  fer,  etc. . . .  la  température  à  partir  de  laquelle,  dans  le  vide, 
la  vapeur  commence  à  se  produire.  A  cette  température,  le  kilogramme 
de  vapeur  occupe  un  certain  volume  ;  s'il  reçoit  une  nouvelle  dose  de 
chaleur,  sa  température  et  son  volume  doivent  augmenter  :  de  là, 
divers  états  de  ce  kilogramme  de  matière,  toujours  sous  la  pression 
p  =  0.  Prenons-le  à  l'un  de  ces  états  ;  marquons  son  volume  sur  l'axe 
p  =  0,  et  imaginons  que,  renfermé  dans  une  enveloppe  imperméable 
à  la  chaleur,  il  vienne  à  être  refoulé.  La  loi  de  sa  compression  sera 
figurée  par  ime  courbe  de  Fespèce  ^  qui  coupera  nécessairement  Taxe 
p  =  0,  au  point  initialement  marqué. 

Ces  considérations  mènent  à  concevoir,  pour  chaque  substance,  au- 
dessous  comme  au-dessus  de  la  droite  p  =  ^o  (^°  '^O)»  ^^  couii)es 
de  fespèce  4*.  En  passant  d  un  côté  à  Tautre  de  la  droite  p  =  ic^,  ces 
courbes  offrent  en  général  une  brisure.  Entre  Taxe  p  =  0  et  la  droite 
p  =  tcq,  elles  se  rapportent  au  cas  du  passage  direct  de  l'état  solide  à 
l'état  de  vapeur.  Mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas,  dans  cette  note,  à 
ime  étude  qui  réclamerait,  pour  elle  seule,  un  chapitre  spécial. 

Ce  que  nous  remarquerons  du  moias,  c'est  combien  varie,  d*une 
substance  à  Tautre,  la  température  limite  à  partir  de  laquelle  les  corps 
solides  commencent  à  émettre  de  la  vapeur  dans  le  vide.  Elle  est 
d'environ  —  50»  pour  la  glace  ;  elle  serait  peut-être  pour  le  fer  de 
plus  de  1500»,  d'après  les  faits  connus.  En  présence  de  manières 
d'être  si  différentes,  ne  semble-t-il  pas  satisfaisant,  à  un  point  de 
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vue  philosophique,  de  conœvoir  qu'à  l'égard  d  un  fluide  quelconque, 
les  vraies  courbes  cp  et  ij^  doivent  rencontrer  Taxe  p  ■=  0,  et  cela  pour 
des  valeurs  de  la  température  variant  avec  Vespèce  de  matière  con- 
sidérée ? 

L  air  n'échapperait  pas  à  la  règle  commune. 

Si  Ton  cherchait  à  corriger  la  loi  de  Mariotte  de  manière  à  satisfaire 
à  ce  dernier  point  de  vue,  en  tenant  compte  de  tous  les  faits  révélés 
par  l'expérience,  on  ne  retrouverait  sans  doute  plus  la  relation  simple 

Y.  {a  — h)  =ca; 

et  n'arriverait-il  pas  que  l'expression 

considérée  comme  une  loi  universelle,  fût  en  défaut  î 


NoTS  B.  Au  sujet  de  la  théorie  des  liquides. 


I. 


Dans  un  liquide  supposé  incompressible,  la  vitesse  du  son  devient 
inflnie  ;  aucun  liquide  ne  doit  donc  être  absolument  incompressible. 

En  général,  le  volume  v  de  1*^  de  matière  solide,  liquide  ou  gazeuze, 
doit  être  regardé  comme  une  certaine  fonction 

des  variables  p  et  t.  Posons 

dp  dt 


alors  on  a 


dv  =  —  Mp  -}-  Nrf/.  (1) 

12 
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Si  c  désigne  le  coefficient  d'élasticité  sous  température  constante, 
on  a,  par  définition, 

dp  =  -.^;  doù  .  =  -. 

Enfin^  l'expression  corrigée  de  la  \ritesse  du  son  est  (l'«  partie, 
chap.  V)  : 

.      a 

ce  qui  reWent  à  dire  que  le  coefficient  d'élasticité  le  long  d'une  courbe 
de  l'espèce  ^  a  pour  valeur 

Toutes  ces  relations  sont  générales. 

Nous  nous  proposons  ici  de  considérer  le  cas  des  liquides^et  en  parti- 
culier celui  de  Teau.  Appelons  p  le  coefficient  de  compressibilité  sous 
température  constante.  Par  définition,  on  a 

_dv 
,.  V       M       1 


'  dp  V         e  ' 

D'ai ris  cela,  pour  «f/  =  0,  c'est-à-dire  pour  une  ligne  de  l'es- 
pèce (fy  l'équation  (1)  se  réduit  à 

pdp  =  -~. 

Nous  désignerons  par  B  la  valeur  que  prend  p  lorsque  l'unité  de  force 
est  la  pression  atmosphérique. 

Dans  le  Traité  de  Mécanique  de  Poisson  (2*  édition,  t.  Il,  p.  719),  on 
lit  :  «  A  la  température  de  10»  centigrades,  le  physicien  anglais  Canton 
a  trouvé 

B  =  0,0000i6, 

sous  ime  charge  équivalente  à  la  pression  ordinaire  de  l'atmosphère. 
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Ce  résultat  a  été  confirmé  par  les  expériences  récentes  qu'on  a  faites 
sous  des  pressions  plus  considérables,  et  qui  ont  donné  une  conden- 
sation proportionnelle  à  la  pression  et  égale  à  la  valeur  précédente 
de  5,  pour  chaque  pression  atmosphérique.  De  plus,  ces  expériences, 
quelque  grande  qu'ait  été  la  pression,  n'ont  indiqué  aucune  aug- 
mentation sensible  de  température  ;  en  sorte  qu'il  n'y  a  pas  lieu  de 
croire  que  la  propagation  du  son  dans  l'eau  soit  accompagnée,  comme 
dans  Fair,  d'une  variation  de  température  qui  puisse  influer  sur  sa 
vitesse.  » 

Les  expériences  de  M.  Regnault,  sur  la  compressibilité  de  l'eau 

{Mémoire  de  l'Académie  des  sciences,  t.  XXI,  p.  il  55),  sont  d'accord 

avec  les  précédentes,  à  cela  près  qu'on  doit  poser 

«=0,000048. 

Nous  concluons  de  là  qu'il  est  permis  de  considérer  p  comme  une 
constante.  L'équation  précédente  est  ainsi  directement  intégrable; 
mais  elle  Test  encore  si  Ton  y  regarde  p  comme  une  fonction  de  t. 
L'intégrale  générale  est 

on  élimine  la  fonction  f  (t)^  en  écrivant  qu'au  point  où  la  ligne  d'es- 
pèce f  rencontre  la  courbe  des  w,  on  doit  avoir  v  =  w,p  =  T.Al  vient 
ainsi 

p(p-n)  =  log-; 
0U9  en  résolvant  par  rapport  à  v, 

vz^zwe*^         ^.  (2) 

Telle  est  donc  Téquation  de  la  courbe  d'espèce  f  pour  laquelle  t 
correspond  à  une  tension  de  vapeur  saturée  égale  à  ic. 
On  en  tirera  M  et  N. 
Nous  remarquerons  que 
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Or,  OU  a  : 

^""  10333  "^  215000000' 

Par  suite,  en  raison  de  la  très-faible  valeur  de  p  et  avec  un  degré 
suffisant  d'approximation,  on  peut,  au  lieu  de  (2),  prendre 

V  =  w  —  pit'  (p  —  It) 

et,  par  conséquent,  écrire 

rft;      dw   ,  d  (ÔWTc)         d  (8m;) 
dt       dt  ^     dt  ^    dt 

De  plus,  il  sera  permis  de  considérer  comme  nulle  la  dérivée  de  ,B 
par  raport  à  ^  à  la  condition  de  n'appliquer  les  résultats  qu^enlre  les 
limites  où  p  demeure  sensiblement  constant.  Enfin,  si  Ton  néglige, 

comme  étant  du  second  ordre,  le  produit  p  -r-,  l'expression  de  N  se 

.     ,.^  dtv         .die        ,     ,,  , ,  .  , 

simplifie  ;  en  posant  —  =  ti> ,  —  =  :t ,  elle  se  réduit  a 

N  =  w'  +  pWTz'.  (4) 


11. 


Nous  nous  proposons  de  développer  la  théorie  des  liquides  en  par- 
tant de  l'équation  (2)  et  de  la  relation  connue 

BQ  =  jxdp  +  adt. 

La  quantité  pt  étant  négative,  nous  conviendrons  de  la  désigner  par 
—  m  et  d'écrire 

ao  =  —  mdp  +  adt,  (5) 

Interrogeons  d'abord  l'expérience.  D'après  la  citation  de  Poisson, 


NOTES.  181 

relatée  ci-dessus,  la  quantité  (i  =  —  »n  est  nulle  ou  négligeable.  Sui- 
vant M.  Regmiuli  {Mémoire  de  V Académie  des  sciences^  t.  XXI,  p.  464), 
«  la  chaleur  dégagée  par  une  pression  subite  de  10  atmosphères 

sur  Teau,  est  incapable  d'élever  sa  température  de  -z  de  degré  centi- 

50 

grade.  »  Or,  si  Ton  fait  d/  =  0  dans  l'équalion  (5),  il  vient 

1 


c'est-à-dire 


—  eO  =  m  X  10333  X  10  <  r^. , 


^"  ^  sTooooo* 


Nous  sommes  donc  pleinement  autorisés  à  faire  nos  calculs  dans 
rhypothèse  de  m  =  0. 

On  a  vu,  dan=;  le  cours  (T*  110  et  124),  que  cette  supposition  en- 
traîne :  lo  les  égalités 

t  =  a,  X  =  0  ; 

2<*  la  coïncidence  des  lignes  de  l'espèce  9  et  des  lignes  de  Tespèce  +. 
L'expression  de  la  vitesse  du  son  se  réduit  à 

W2  =gve  =  j  : 

avec  5  =  0,000046,  on  trouve  :    u  =  1484«  ; 

avec  0  =  0,000048,  on  trouve  :    u  =  1453»". 

Conformément  au  premier  principe  de  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur,  exprimons  les  deux  conditions  (A')  et  (B')  du  N''  125.  Avec 
jx  =  0,  elles  deviennent  : 

rf   /o\       .  ,.  dKa      dv       ^  ..,. 

ûi>[r)=''         '"^  ■rfir  =  d7  =  ^-        ^''^ 

D'après  la  première,  le  rapport  -  est  une  fonction  de  t  seulement  ; 
ce  qui  revient  à  dire  qu'on  doit  avoir 

T  =  af{t).  (6) 
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Mais,  d'après  la  seconde,  a  est  une  fonction  des  deux  variables  p  et  (; 
l'expression  précédente  de  t  serait  donc  en  désaccord  avec  le  principe 
de  Clausius. 

L'intégration  de  {b')  introduit  une  fonction  arbitraire  de  L  On  la 
détermine  en  écrivant  que 

a  =  r^  pour  p  =  ic. 

Si,  pour  N,  on  prend  l'expression  simplifiée  (&),  on  trouve  : 

Ka=Kr  +  (p  —  iz)  (w'  +  pwiu'). 

Rien  n'empêche,  dans  cette  équation,  de  supposer  que  la  valeur  de 
p  décroisse  jusqu'à  zéro.  Si  Ton  suppose  p = 0,  on  retombe  sur  la  re- 
lation trouvée  au  N*»  110  (équ.  i). 

On  remarquera  que,  dans  l'intervalle  de  <  =  4»  à  i  =  100%  la  va- 
leur de  w'  est  très-petite.  Si  Ton  considère  en  même  temps  w'  et  p 
comme  nuls,  l'équation  précédente  revient  à 

a  =  r. 

Cette  égalité  ferait  cesser  le  désaccord  entre  Téquation  (6)  et  le 
principe  de  Clausius  ;  mais,  dans  ce  cas,  la  courbe  des  w  serait  assi- 
milée à  une  droite  parallèle  à  Taxe  des  pressions. 


lU. 


Actuellement ,  au  lieu  de  faire  la  supposition  (&  =  0,  invoquons, 
comme  point  de  départ,  le  principe  de  M.  Clausius.  Soit  donc 

T=-  +  ^  d'où  5  =  T'  =  1. 

a  ttl 

T  étant  donné,  il  s'agit  de  satisfaire  à  la  condition  (D\)  du  numéro 
125,  c'est-à-dire  à  l'équation    • 

D'après  les  relations  générales  du  numéro  125,  savoir  : 
ix  __  (In  a  ^dn 
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a  b       .  Ma 

on  sera  à  même  de  former,  pour  un  liquide,  les  expressions  de 

jx,  X,  -  ,  dès  que  Tintégation  de  (d\)  aura  fait  connaître  n  et  par 

suite  a. 

L'intégration  de  (d\)  introduit  une  fonction  arbitraire  de  /;  on  la 
détermine  en  remarquant  que  le  long  de  la  courbe  des  Wy  on  a 

-.  +  ' 
et  que,  par  conséquent,  on  doit  avoir 

lorsque  p  =  ic. 


r  rdt 


En  particulier,  si  l'on  prend  pour  M  et  N  les  valeurs  simplifiées  (3) 
et  {li)y  on  trouve 


^=-(1+') 


(W'  +  pWTc')» 


Et,  pour  l'intégrale  de  {d\)  : 
Kw  =  K 


(7) 


d'où ,  en  posant  ^  (w'  +  pwit' j  =  z^  on  lire 


(8) 


Les  résultats  ainsi  obtenus  donnent  lieu  eux  observations  suivantes: 
1«  Dans  les  expressions  de  M,  N,  Ka  et  Kf*,  rien  n'empêche  de  faire 
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